A. A. Bondarenko O PROMEȷUTOQNYH PODGRUPPAH POLNO` LINE`NO` GRUPPY, SODERȷAWIH GRUPPU KVATERNIONOV

§1. Vvedenie

Pust~ F – pole neqetnoæ harakteristiki i a, b ∈ F^∗ = F \{0}. Oboznaqim qerez D algebru kvaternionov (_{a,b} F ) nad polem F s obrazu¸wimi 1, i, j, k : i^2 = a, j^2 = b, ij = −ji = k. Budem sqitat~, qto algebra D ØvlØetsØ algebroæ s deleniem, to est~ telom. Kak izvestno, ffto oznaqaet, qto gomomorfizm normy N = N_{D/F} , opredelennyæ po pravilu N (q) = qq, gde q, q – vzaimno soprØßennye kvaterniony, udovletvorØet uslovi¸ : N (q) = 0 togda i tol~ko togda, kogda q = 0.

Pust~ K – kvadratiqnoe rasxirenie F ( √ a) polØ F . Proizvol~nyæ kvaternion q moßet byt~ predstavlen v vide lineænoæ kombinacii q = ξ + iη, gde ξ, η ∈ K i jη = ηj, a sledovatel~no, i v vide matricy

[q] = ( ξ bη η ξ ) . (1)

Naxeæ zadaqeæ ØvlØetsØ izuqenie rexetki

Lat (G0, G) = {H : G0 6 H 6 G} (2)

v situacii, kogda G = GL(2, K) – polnaØ lineænaØ gruppa stepeni 2 nad polem K = F ( √ a), a G_0 = [D^∗] – ukazannoe matriqnoe predstavlenie (1) gruppy vseh nenulevyh kvaternionov.

NesmotrØ na to, qto gruppa G_0 neabeleva, dannoe issledovanie leßit v rusle rabot [11, 8, 9, 12, 4, 5, 6] Z. I. Boreviqa, V. A. Koæbaeva, i drugih avtorov, posvØwennyh izuqeni¸ rexetki podgrupp, soderßawih neraswepimyæ maksimal~nyæ tor, v polnoæ lineænoæ gruppe nad beskoneqnym polem. V qastnosti, privoditsØ polnoe opisanie rexetki (2), kogda D = (_{−1,−1}R ) – algebra gamil~tonovyh kvaternionov.

Pust~ G – gruppa, G_0 – ee fiksirovannaØ podgruppa. Soglasno obweæ ideologii, predloßennoæ Z. I. Boreviqem i razvitoæ v 13

14 A. A. BONDARENKO rabotah [3, 7, 10, 8] i dr., rexetku Lat (G, G_0) moßno rassmatrivat~ kak graf normal~nosti, verxiny kotorogo sootvetstvu¸t vsem promeßutoqnym podgruppam H, G_0 6 H 6 G, a orientirovannye rebra – otnoxeni¸ normal~nosti: H_1 E H_2. SvØznye komponenty fftogo grafa poluqili naimenovanie girlØnd. Takim obrazom, izuqenie rexetki svoditsØ k nahoßdeni¸ mnoßestva vseh girlØnd i zatem opisani¸ kaßdoæ iz nih v otdel~nosti [8]. Sredi vseh girlØnd estestvenno vydelØ¸tsØ verhnØØ girlØnda Γ^∗ – usloviem G ∈ Γ^∗ – i nißnØØ girlØnda Γ_∗ – usloviem G_0 ∈ Γ_∗. Obe oni dopuska¸t lakoniqnoe opisanie v dostatoqno obweæ situacii, naprimer, kogda G_0 = [K^∗] – neraswepimyæ maksimal~nyæ tor v polnoæ lineænoæ gruppe G = GL(n, F ) nad polem:

Γ^∗=Lat (G^G0 , G), (3)

Γ_∗=Lat (G0, N_G(G0)), (4)

gde N_G(G_0) – normalizator, a G^G_0 – normal~noe zamykanie tora v gruppe G. V deæstvitel~nosti, formula (4) verna dlØ l¸boæ necentral~noæ podgruppy G_0 gruppy GL(n, F ), esli tol~ko F ≠ F2, F3 ili n ≠ 2. Pri fftom

N_G(G_0) = G_0 h Aut (K/F ) i

G^G_0 = SL(n, F ) h diag (1, . . . , 1, det (G_0)), (5) gde Aut (K/F ) – gruppa avtomorfizmov rasxireniØ poleæ K/F , det – gomomorfizm opredelitelØ (sm. §11, §13 [2]).

§2. FaktorizaciØ gruppy GL(2, K)

Pust~ teper~ G = GL(2, K) – polnaØ lineænaØ gruppa stepeni 2 nad polem K = F ( √ a) i

G_0 = {( ξ bη η ξ ) : ξ, η ∈ K, ξξ − bηη ≠ 0 }

– fiksirovannaØ ee podgruppa, izomorfnaØ mul~tiplikativnoæ gruppe tela kvaternionov D = (_{a,b} F ) . Oboznaqim qerez G_1 gruppu ( 1 K 0 K^∗ ) vseh obratimyh matric vida ( 1 β 0 γ ) nad polem K.

O PROMEȷUTOQNYH PODGRUPPAH 15

Teorema. Gruppa G = GL(2, K) dopuskaet faktorizaci¸

G = G_0 · G_1, G_0 ∩ G_1 = {e}. (6)

Dokazatel~stvo. Pust~ ξ, η, λ, μ, β, γ – fflementy polØ K, pri-

qem ξξ − bηη, λλ − bμμ i γ otliqny ot nulØ. Matrica ( ξ bη η ξ ) ( 1 β 0 γ ) ( λ bμ μ λ )

prinadleßit podgruppe G_1 togda i tol~ko togda, kogda lineænaØ sistema { ξλ + (ξβ + bηγ)μ = 1, ηλ + (ηβ + ξγ)μ = 0 otnositel~no λ i μ imeet rexenie. �to tak, ibo ee opredelitel~ raven (ξξ − bηη)γ ≠ 0. Tak qto G_0 · G_1 = G_1 · G_0. Netrudno ubedit~sØ, qto poslednee proizvedenie ravno G. Trivial~nost~ pereseqeniØ G_0 ∩G_1 vytekaet iz edinstvennosti rexeniØ ukazannoæ lineænoæ sistemy.

Teorema dokazana.

Zameqanie. V ravenstve ( ξ bη η ξ ) ( 1 β 0 γ ) ( λ bμ μ λ ) = ( 1 β1 0 γ1 ) (7) fflementy λ, μ, β_1, γ_1 odnoznaqno opredelØ¸tsØ fflementami ξ, η, β, γ po formulam λ = ηβ + ξγ (ξξ − bηη)γ , μ = − η (ξξ − bηη)γ , β_1 = 1 γ(ξξ − bηη) (ξη(ββ + bγγ − b) + βγξ2 + bβγη2),

γ_1 = (ηβ + ξγ)(ηβ + ξγ) − bηη γ(ξξ − bηη) . Sledstvie. Esli H – promeßutoqnaØ podgruppa, G0 6 H 6 G,

to ona nasleduet faktorizaci¸ (6):

H = G_0 · H_1, H_1 = H ∩ G_1.

Dokazatel~stvo oqevidno.

16 A. A. BONDARENKO

Lemma. Esli H – promeßutoqnaØ podgruppa i^{( 1 β}_{0 γ}^) ∈ H, to ( 1 −β 0 γ ) ∈ H i ( 1 2β 0 1 ) ∈ H. Dokazatel~stvo. Pust~ β, γ ∈ K (γ ≠ 0). Rassmotrim ravenstvo [q] ( 1 β 0 γ ) = ( 1 −β 0 γ ) [q1], gde q, q_1 ∈ D^∗. Vvidu zameqaniØ k teoreme matrica [q_1] ∈ G_0 odnoznaqno opredelØetsØ matriceæ [q] ∈ G_0, esli takovaØ suwestvuet. Deæstvitel~no, esli

[q] = ( ξ bη η ξ )

udovletvorØet usloviØm η = rγ^{−1}β i ξ + ξ = r^{b−bγγ−ββ}_{γγ} , r ∈ k, to proizvedenie ( 1 −β 0 γ )_{−1} [q] ( 1 β 0 γ )

prinadleßit G_0. VtoraØ qast~ utverßdeniØ lemmy sleduet iz ravenstva (

1 2β 0 1 ) = ( 1 −β 0 γ )_{−1} ( 1 β 0 γ ) . §3. VerhnØØ i nißnØØ girlØndy Formuly (3), (4), (5) i rezul~taty §2 pozvolØ¸t dat~ Øvnoe opisanie verhneæ i nißneæ girlØnd Γ^∗ i Γ_∗ rexetki Lat (G_0, G).

Teorema 1. Imeet mesto ravenstvo Γ^∗ = Lat (G^G_0 , G), gde G^G_0 =

⟨g^{−1}[q]g : g ∈ G, q ∈ D^∗⟩, ØvlØetsØ polnoæ otnositel~no G_0 podgruppoæ v G i sovpadaet s poluprØmym proizvedeniem SL(2, K) h ( 1 0 0 N (D^∗) ) . Krome togo, G^G_0 dopuskaet faktorizaci¸

G^G_0 = G_0 ( 1 K 0 N (D^∗) ) ,

O PROMEȷUTOQNYH PODGRUPPAH 17 gde N – otobraßenie normy.

Dokazatel~stvo sleduet neposredstvenno iz formul (3), (5) i sledstviØ §2.

Pust~ S^1 = Ker N_{K/F} – Ødro normy.

Teorema 2. Normalizator NG(G0) podgruppy G0 v G sovpadaet

s poluprØmym proizvedeniem podgrupp G_0 i N_1 = ( 1 0 0 S1 ) . Pri fftom imeet mesto ravenstvo Γ_∗ = Lat (G_0, N_G(G_0)).

Dokazatel~stvo. Soglasno sledstvi¸ normalizator N0=NG(G0)

razlagaetsØ v proizvedenie – oqevidno, poluprØmoe – N_0 = G_0 h N_1, N_1 = N_0 ∩ G_1.

Pust~ ( 1 β 0 γ ) ∈ N_1. Togda pri l¸byh ξ, η ∈ K G_0 soderßit matricu ( 1 β 0 γ )_{−1} ( ξ bη η ξ ) ( 1 β 0 γ ) = = ( ξ − γ^{−1}βγ ξβ − γ^{−1}β^2η + bηη − bξ γ^{−1}η γ^{−1}ηβ + ξ ) . V qastnosti, ξ − γ^{−1}βη = ξ + γ^{−1}ηβ ili γ^{−1}βη + γ^{−1}βη = 0 pri l¸bom η ∈ K = F ( √ a). Tak pri η = 1 poluqaem γ^{−1}β + γ^{−1}β = 0, a pri η = i γ^{−1}βi+γ^{−1}βi = 0 ili γ^{−1}β −γ^{−1}β = 0, to γ^{−1}β = 0, β = 0. No togda bγ^{−1}η = bγη ili γ^{−1} = γ, γγ = 1, t.e. γ ∈ S^1 = Ker N_{K/k}. Takim obrazom, dokazano ravenstvo

N_G(G_0) = G_0 h ( 1 0 0 S1 ) . Pust~ teper~ H – podgruppa iz intervala Lat (G_0, N_G(G_0)).

Togda pri vseh ξ, η ∈ K (ξξ−bηη ≠ 0) i ( 1 β 0 γ ) ∈ N_G(H) naædetsØ

matrica ( 1 0 0 δ ) ∈ H_1 6 N_1 takaØ, qto

g = ( 1 β 0 γ )_{−1} ( ξ bη η ξ ) ( 1 β 0 γ ) ( 1 0 0 δ ) ∈ G_0, t.e. ( ξ − γ^{−1}βγ ξβδ − γ^{−1}β^2ηδ + bγηδ − βξδ γ^{−1}η γ^{−1}ηβδ + ξδ ) ∈ G_0.

18 A. A. BONDARENKO Otkuda N_{K/F} (ξ − γ^{−1}βγ) = N_{K/F} (ξ + γ^{−1}βη). Poloßiv ξ = γ^{−1}βη, poluqim, qto N_{K/F} (γ^{−1}βη + γ^{−1}βη) = 0, t.e. γ^{−1}βη + γ^{−1}βη = 0. PrimenØØ teper~ rassußdenie iz pervoæ qasti dokazatel~stva, vnov~ poluqim ravenstvo β = 0. �to znaqit, qto g = ( ξ bγηδ γ^{−1}η ξδ ) ∈ G_0, tak qto ξ = ξδ i bγ^{−1}η = bγηδ. Sledovatel~no, δ = 1 i γγ = 1, γ ∈ S^1 . Itak, N_G(H) 6 N_G(G_0) = N_0 i Γ_∗ = Lat (G_0, N_0).

Teorema 2 dokazana polnost~¸.

Sledstvie. PromeßutoqnaØ podgruppa H prinadleßit nißneæ

girlØnde Γ_∗ togda i tol~ko togda, kogda ona ne soderßit netrivial~nyh fflementarnyh transvekciæ.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto G0 transvekciæ ne soderßit. V silu

ravenstva N_0 = G_0 h ( 1 0 0 S1 )

ne soderßit transvekciæ i normalizator N_0 = N_G(G_0).

Pust~ teper~ H – promeßutoqnaØ podgruppa bez transvekciæ. Vvidu ravenstva ( 0 b 1 0 ) ( 1 α 0 1 ) ( 0 1 b^{−1} 0 ) = ( 1 0 b^{−1}α 1 )

dostatoqno vesti req~ o transvekciØh vida ( 1 α 0 1 ) . Iz lemmy

§2 sleduet, qto dlØ l¸boæ matricy ( 1 β 0 γ ) ∈ H imeem β = 0.

�to oznaqaet, qto v ravenstve (7)

β_1 = ξη(bγγ − b) γ(ξξ − bηη) = 0,

t.e. γγ = 1, γ ∈ S^1. Otkuda sleduet, qto faktor H_1 dannoæ podgruppy H soderßitsØ v faktore N_1 = ( 1 0 0 S1 ) normalizatora N_0, i, znaqit, H 6 N_0 = N_G(G_0).

Qto i trebovalos~ dokazat~.

O PROMEȷUTOQNYH PODGRUPPAH 19

§4. Kol~ca mnoßiteleæ Kak obyqno, kaßdoæ promeßutoqnoæ podgruppe H, soderßaweæ G_0, my stavim v sootvetstvie sledu¸wie parametry: modul~ transvekciæ

A = A(H) = { α ∈ K : ( 1 α 0 1 ) ∈ H } i kol~co mnoßiteleæ R = R(H) = {ρ ∈ K : ρA ⊆ A} . Oqevidno, qto A – abeleva gruppa po sloßeni¸, kotoraØ ØvlØetsØ R-modulem.

Opredelenie. Pust~ A – podgruppa additivnoæ gruppy polØ k, A 6 k^+, R = R(A) – kol~co mnoßiteleæ modulØ A. Para (R, A)

nazyvaetsØ dopustimoæ, esli dlØ nekotoroæ promeßutoqnoæ podgruppy H, G_0 6 H 6 G, A sovpadaet s modulem transvekciæ podgruppy H, a R s ego kol~com mnoßiteleæ: A = A(H), R = R(H). V qastnosti, my nazyvaem podkol~co R polØ k dopustimym, esli dlØ nekotoroæ promeßutoqnoæ podgruppy H my imeem R = R(H).

DlØ togo, qtoby dat~ opisanie (s nekotrymi ograniqeniØmi) dopustimyh v pole K par (R, A), nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma, dokazatel~stvo kotoroæ celikom osnovano na ravenstve (7) (sm. zameqanie §2).

Lemma. Pust~ (R, A) – dopustimaØ para. Togda modul~ A soder-

ßit vse fflementy vida 4 ξξ − bηη (ξ2α + bη2α), 2ξηαα ξξ − bηη , 2ξη(α2 + α2) ξξ − bηη (8) i ih soprØßennye, a kol~co R soderßit Ødro normy S^1 =

Ker N_{K/k}, vse fflementy vida

4(ξ2 + bη2) ξξ − bηη , 8ξ2 ξξ − bηη , 8bη2 ξξ − bηη , 4(ξ − bη2) ξξ − bηη , (9)

gde ξ + jη– nenulevoæ kvaternion, α ∈ A.

V qastnosti, iz lemmy, sleduet, qto A = A.

Oboznaqim qerez R_0 podkol~co polØ K, poroßdennoe gruppoæ S^1, fflementami (8) i fflementami (9):

20 A. A. BONDARENKO

R_0 = ring_{q∈D}� ⟨ S^1, 4(ξ2 ± bη2) ξξ − bηη ⟩ . V dal~neæxem my budem sqitat~, qto 2 ∈ R^∗_0. Togda, kak netrudno pokazat~,

R_0 = ring_{q∈D}� ⟨ ξ^2 ± bη^2 ξξ − bηη ⟩ ili R_0 = ring_{λ∈K} ⟨ S^1, b λλ − b ⟩ . Poskol~ku dlØ l¸bogo c ∈ F^∗ imeet mesto izomorfizm algebr kvaternionov ( a, b F ) ≈ ( a, bc^2 F ) , to my moßem vybrat~ b ∈ R^∗_0.

Imeet mesto rezul~tat, analogiqnyæ sledstvi¸ §2 [12].

Teorema. Pust~ a = −1. Podkol~co R polØ K dopustimo togda i

tol~ko togda, kogda R ⊇ R_0.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto vsØkoe dopustimoe podkol~co R so-

derßit R_0 (sm. lemmu).

Obratno. Pust~ R_0 ⊆ R. Rassmotrim mnoßestvo

H = G_0 ( 1 A 0 (1 + A)^∗ ) , gde A – celyæ ideal kol~ca R. Pokaßem, qto H – gruppa, t.e. v ravenstve (7) β_1 ∈ A, γ^1 ∈ (1+A)^∗. �ti vkl¸qeniØ stanut oqevidnymi, kak tol~ko my pokaßem, qto dlØ l¸bogo λ ∈ K^{bλ}_{λλ−b} ∈ R_0.

V kol~ce R_0 rassmotrim summu b λλ − b + b μμ − b . PolagaØ μ =^{b−λ}_{1−λ} , my poluqaem vkl¸qenie b(λ + λ) λλ − b ∈ R_0. PolagaØ μ =^{b+iλ}_{i−λ} i uqityvaØ, qto i^2 = −1 i S^1 ⊂ R^∗_0, poluqaem vkl¸qenie b(λ − λ) λλ − b ∈ R_0.

O PROMEȷUTOQNYH PODGRUPPAH 21 Otkuda sleduet, qto^{bλ}_{λλ−b} ∈ R_0.

Itak, H – promeßutoqnaØ podgruppa, soderßawaØ G_0. Ee modul~ transvekciæ, oqevidno, raven A, t.e. para (R, A) dopustima. V qastnosti, dopustimo kol~co R.

Teorema dokazana.

§5. Sluqaæ algebry gamil~tonovyh kvaternionov

Rassmotrim odin qastnyæ sluqaæ, kogda F = R – pole vewestvennyh qisel, a D = H – telo gamil~tonovyh kvaternionov. Togda K = C – pole kompleksnyh qisel, G = GL(2, C ), a G_0 = [H^∗ ]. Iz poluqennyh vyxe rezul~tatov vytekaet

Teorema. Pust~ G = GL(2, C ) i G0 = [H^∗ ]. Rexetka Lat (G0, G)

raspadaetsØ v ob¨edinenie Γ^∗ ∪Γ_∗ svoih verhneæ i nißneæ girlØnd. Pri fftom Γ^∗ = Lat (G^G_0 , G), Γ_∗ = Lat (G_0, N_G(G_0)),

G^G_0 = SL(2, C )λ ( 1 0 0 R+ ) = G0 ( 1 C 0 R+ ) , N_G(G_0) = G_0λ ( 1 0 0 S1 ) , gde R+-mnoßestvo vseh poloßitel~nyh vewestvennyh qisel, a

S^1-ediniqnaØ kompleksnaØ okrußnost~ s centrom v nule.

Dokazatel~stvo. Pust~ (R, A) – dopustimaØ para, t.e. dlØ ne-

kotoroæ promeßutoqnoæ podgruppy R(H) = R i A(H) = A. Po lemme §4 R soderßit ediniqnu¸ kompleksnu¸ okrußnost~ S^1 i vse vewestvennye qisla vida^8_{x2+1} , x ∈ R, inaqe govorØ, vewestvennyæ interval (0; 8]. Togda oqevidno, qto R = C , i A = C ili A = 0. Vvidu teorem 1, 2 i sledstviØ §3 ffto oznaqaet, qto H ∈ Γ^∗ ili H ∈ Γ_∗.

Teorema dokazana.

Sledstvie. Podgruppa G0 = [H^∗ ] polinormal~na v gruppe GL(2, C ).

Pri fftom ime¸t mesto izomorfizmy

G/G^G_0 ≈ N_G(G_0)/G_0 ≈ R/Z.

Literatura

1. A. H. Al~ Hamad, A. A. Bondarenko, Z. I. Boreviq, Normalizator gruppy “diagonal~nyh” avtomorfizmov v algebrah nad kommutativnym kol~- com. — Zap. nauqn. semin. POMI 191 (1991), 5–8.

22 A. A. BONDARENKO

2. A. H. Al~ Hamad, GirlØndy v lineænyh gruppah, svØzannye s kol~cami normirovaniØ. Kand. diss., SPb. 1992.

3. M. S. Ba, Z. I. Boreviq,, O raspoloßenii promeßutoqnyh podgrupp.

Kol~ca i lineænye gruppy. Sb. nauqn. trudov, Krasnodar (1988), 14–41. 4. A. A. Bondarenko, Raspoloßenie podgrupp, soderßawih nerazvetvlennyæ tor v polnoæ lineænoæ gruppe stepeni 2 nad lokal~nym qislovym polem (p 6= 2). — Zap. nauqn. semin. POMI 221 (1994), 67–79.

5. A. A. Bondarenko, Raspoloßenie podgrupp, soderßawih nerazvetvlennyæ tor v polnoæ lineænoæ gruppe stepeni 2 nad lokal~nym qislovym polem (p = 2). — Zap. nauqn. semin. POMI 221 (1994), 80–90.

6. A. A. Bondarenko, Raspoloßenie podgrupp, soderßawih razvetvlennyæ kvadratiqnyæ tor, v polnoæ lineænoæ gruppe stepeni 2 nad lokal~nym qislovym polem (p 6= 2). — Vestn. SPbGU, Ser. 1, Vyp. 4 No. 22 (1993), 7–15.

7. Z. I. Boreviq, O raspoloßenii podgrupp. — Zap. nauqn. semin. LOMI 94 (1979), 5–12.

8. Z. I. Boreviq, V. A. Koæbaev, Qan Ngok Haæ, Rexetki podgrupp v

GL(2, Q), soderßawih nerasweplennyæ tor. — Zap. nauqn. semin. LO-

MI 191 (1991), 24–43.

9. Z. I. Boreviq, V. A. Koæbaev, O kol~cah mnoßiteleæ, svØzannyh s promeßutoqnymi podgruppami dlØ kvadratiqnogo tora. — Vestn. SPbGU, Ser. 1 No. 2 (1993), 5–10.

10. Z. I. Boreviq, O. N. MacedonskaØ, O rexetke podgrupp. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 103 (1980), 13–19.

11. V. A. Koæbaev, Podgruppy gruppy GL(2, Q), soderßawie neraswepimyæ maksimal~nyæ tor. — Dokl. AN SSSR 312, No. 1 (1990), 36–38.

12. V. A. Koæbaev, Podgruppy grupp GL(2, k), soderßawie neraswepimyæ maksimal~nyæ tor. — Zap. nauqn. semin. POMI 221 (1994), 136–145.

13. V. A. Koæbaev, Normalizator gruppy avtomorfizmov modulØ, voznika¸- wego pri rasxirenii osnovnogo kol~ca. — Zap. nauqn. semin. POMI 221 (1994), 133–135.

14. R. Pirs, Associativnye algebry. M., 1986.

Bondarenko A. A. On the intermediate subgroups of the general linear group containing group of quaternions.

Let G = G(2, K) be a general linear group over a quadratic extention K of the

field F (char F 6= 2) and let D = ( a,bF ) be an algebra of quaternions with division containing F .

The subgroups H of G containing a matrix realisation of multiplicative group D� of

the algebra D considered. The discription of the rings of multipliers of the intermediate

subgroups is gived.

Postupilo 18 sentØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet