M. V. Bondarko, S. V. Vostokov RAZLOȷENIE IDEALOV V ABELEVYH p–RASXIRENI˚H POLNYH DISKRETNO NORMIROVANNYH POLE`

Vvedenie

Rabota ØvlØetsØ prodolßeniem rabot [1, 2], v kotoryh byli naædeny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ razloßimosti idealov v abelevom p-rasxirenii polnogo diskretno normirovannogo polØ. Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftih rabot.

Pust~ K/k – abelevo p-rasxirenie polnogo diskretno normirovannogo polØ k nulevoæ harakteristiki s polem vyqetov harakteristiki p > 2. Predpoloßim, qto sootvetstvu¸wee rasxirenie poleæ vyqetov – separabel~no. Pust~ G = Gal (K/k), o – kol~co celyh polØ k i M – maksimal~nyæ ideal kol~ca celyh polØ K.

Avtory blagodarny za podderßku Rossiæskomu Fondu Fundamental~nyh issledovaniæ.

Teorema 1. Ideal M^– razloßim v tom i tol~ko v tom sluqae,

esli indeks vetvleniØ p^m rasxireniØ K/k delit differentu ϑ fftogo rasxireniØ i pri fftom vypolneno odno iz dvuh usloviæ: a) p|κ b) v p-adiqeskom razloßenii

κ = κ_0 + κ_1p + . . . , 0 6 κ_i 6 p − 1,

naædetsØ kofffficient κ_i, 0 6 i 6 m − 1, takoæ, qto ℏ < κ_i, gde ℏ – vyqet maksimal~nogo skaqka vetvleniØ h rasxireniØ K/k po mod p.

Zameqanie. Esli pole k soderßit vse p-ye korni iz 1, to raz-

loßimost~ ideala M– proishodit togda i tol~ko togda, kogda p^m|ϑ, p|κ. 23

24 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV

V nastoØweæ rabote my nahodim razloßenie ideala na nerazloßimye slagaemye pri vypolnenii usloviæ razloßimosti.

OboznaqeniØ

k – polnoe diskretno normirovannoe pole nulevoæ harakteristiki s proizvol~nym polem vyqetov harakteristiki p > 2;

o – kol~co celyh polØ k;

M0 – maksimal~nyæ ideal kol~ca o;

v_0 – normirovanie na k;

e = v_0(p) – absol¸tnyæ indeks vetvleniØ polØ k; p^s – porØdok p-kruqeniØ v k^∗;

ζ_r – pervoobraznyæ koren~ stepeni p^r iz 1;

K/k – abelevo p-rasxirenie;

G = Gal (K/k) – gruppa Galua;

σ – obrazu¸wiæ avtomorfizm gruppy G, v sluqae, kogda G – cikliqeskaØ gruppa;

ϑ – differenta rasxireniØ K/k;

tr = tr_{K/k} – operator sleda;

p^m – indeks vetvleniØ rasxireniØ K/k; p^n = [K : k]; μ = min(n, s); ζ := ζ_μ;

M – maksimal~nyæ ideal kol~ca celyh polØ K.

§1. Vspomogatel~nye rezul~taty 1.1. Nißesledu¸wie dva predloßeniØ svodØt rassmotrenie vo-

prosa o razloßimosti idealov k vpolne razvetvlennym cikliqeskim p-rasxireniØm.

Pust~ T – podpole inercii v abelevom p-rasxirenii K/k, o_T – kol~co celyh polØ T i G_1 = Gal (K/T ).

Predloßenie 1.1.1. L¸boe o[G] – razloßenie ideala iz K ØvlØ-

etsØ o[G_1]-razloßeniem (sm. predloßeniØ 4.6.1 i 4.6.2 raboty [1]).

Pust~ K/k – normal~noe vpolne razvetvlennoe p-rasxirenie s gruppoæ Galua G i skaqkami vetvleniØ h_1, . . . , h_n.

Predloßenie 1.1.2. Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

a) Differenta ϑ delitsØ na indeks vetvleniØ p^m

RAZLOȷENIE IDEALOV 25

b) Rasxirenie K/k – cikliqeskoe i pri fftom h_i − [ h_i p ] = p^{i−1}e, i = 1, 2, . . . , m (1) (sm. predloßenie 1.5 raboty [1]).

Takim obrazom, pri issledovanii razloßeniØ ideala na nerazloßimye slagaemye my moßem sqitat~, soglasno uslovi¸ teoremy 1 i predloßeniæ 1.1.1 i 1.1.2, qto naxe rasxirenie K/k ØvlØetsØ vpolne razvetvlennym cikliqeskim p-rasxireniem, v kotorom skaqki vetvleniØ udovletvorØ¸t usloviØm (1).

1.2. Pust~ K/k – vpolne razvetvlennoe cikliqeskoe p-rasxire-

nie stepeni p^m i pust~ ζ_m ∈ k. Togda K = k(θ), gde θ^{pm} ∈ k.

Lemma 1.2. Esli skaqki vetvleniØ rasxireniØ K/k vzaimno pro-

sty s p, to v(θ) ≡ 0 mod p.

Dokazatel~stvo. Esli (v(θ), p) = 1, to v kaqestve θ^{pm} moßno

vzØt~ prostoæ fflement polØ k, a togda skaqki vetvleniØ rasxireniØ K/k budut delit~sØ na p (sm. [5], gl. IV, §2 ili [4], gl. III), qto protivoreqit uslovi¸.

1.3. Pust~, opØt~, K/k – vpolne razvetvlennoe cikliqeskoe p-

rasxirenie stepeni p^m, p^s – porØdok p-kruqeniØ v k^∗, s ¿ 1, i

μ = min(m, s). Rassmotrim promeßutoqnye rasxireniØ

k = k_0 − k_1 − . . . − k_m = K, (2)

gde k_i/k_{i−1} – cikliqeskoe rasxirenie stepeni p. Oboznaqim qe-

rez mi – maksimal~nyæ ideal kol~ca celyh polØ ki. ˚sno, qto

k_{i+μ} = k_i(θ_i), 0 6 i 6 m − μ,

gde θ^{pμ}_i = α_i ∈ k_i.

Lemma 1.3.1. Moßno vybrat~ fflementy α0, α1, . . . , αm−μ v polØh

k_0, k_1, . . . , k_{m−μ} tak, qto

a = v_0(α_0) = v_1(α_1) = . . . = v_{m−μ}(α_{m−μ}),

gde v_i – normirovanie v pole k_i.

Dokazatel~stvo. Proverim, qto esli kμ+1 = k1(θ1), to kμ =

k_0(η), gde η^{pμ} = N m_{k1/k0} (α_1).

26 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV

Deæstvitel~no, η^{σ−1} = θ^{(σ−1)(1+σ+...+σp} �1_) = θ^{σp −1}_1 = ζ_μ.

Dalee, η^{σpμ −1} = θ^{(σpμ} �1_{−1)(1+σp}μ�1_{+...+σp}μ�1_{(p}�_{1) )} = ζ^{pμ}_μ = 1

znaqit, η ∈ k_μ i pofftomu k_μ = k_0(η). Takim obrazom moßno sqitat~, qto α_0 = N m_{k1/k0} (α_1), otkuda v_0(α_0) = v_1(α_1). ProdolßaØ process, poluqim utverßdenie lemmy.

Pust~ K/F – podrasxirenie v K/k stepeni p^r i pri fftom r 6 μ. Pust~ m_F – maksimal~nyæ ideal kol~ca celyh polØ F , o^′ – kol~co celyh polØ k_{m−μ} i K = k_{m−μ}(θ), gde θ^{pμ} = α ∈ k_{m−μ}.

Lemma 1.3.2. Modul~ m^a_F θ^j ØvlØetsØ o[G]-modulem dlØ vseh a i j.

Dokazatel~stvo. Tak kak σ^{pm�μ} (θ) = ζμθ, to σ^{pm�μ} (σθ/θ) = 1.

Znaqit, σθ = zθ, gde z ∈ o^′ ⊂ o_F . Ots¸da sleduet, qto σ(m^a_F θ^j ) ⊂

m^a_F θ^j . Lemma dokazana.

Lemma 1.3.3. Iz vsØkogo netrivial~nogo o[G]-razloßeniØ m^a_F θ^j = Aθ^j ⊕ Lθ^j sleduet netrivial~noe o[H]-razloßenie ideala m^a_F = A ⊕ L, gde H = Gal (K/km−μ), i (j, p) = 1.

Dokazatel~stvo. Harakteristiqeskiæ mnogoqlen operatora σ na m^a_F θ^j raven X^{pm�r} − ζ^j_r i imeet v kol~ce k[X] pri (j, p) = 1

razloßenie na neprivodimye mnoßiteli v vide X^{pm} �r − ζ^j_r = ∏ i mod p^μ�^r (X^{pm} �μ − ζ^{j+ipr}_μ ). Ots¸da sleduet, qto l¸boe k[G]-razloßenie prostranstva F θ^j ØvlØetsØ k_{m−μ}-razloßeniem, a znaqit, o[G]-razloßenie modulØ

m^a_F θ^j ØvlØetsØ o^′-modul~nym. Pofftomu poluqaem o^′-razloßenie m^a_F = A ⊕ L. Pust~ x ∈ A, togda σ^{pm�μ} (xθ^j ) = (σ^{pm�μ} x)ζ^j_μθ^j ∈ Aθ^j ,

t.k. Aθ^j – G-modul~. Ots¸da sleduet: σ^{pm}�^μ x ∈ A, t.k. ζ^j_μ ∈ o ⊂ o^′. Znaqit, A i L – H-moduli. Lemma dokazana.

Pust~ K/F – podrasxirenie stepeni p i F_i = Ker (σ^{pn}�^1 − ζ^i_1),

o 6 i 6 p − 1.

RAZLOȷENIE IDEALOV 27

Lemma 1.3.4. Iz o[G]-razloßeniØ M^– = A ⊕ L sleduet o[G]-

razloßenie

F^(–^)_i = F_i ∩ M– = (F_i ∩ A) ⊕ (F_i ∩ L), 0 6 i 6 p − 1.

Dokazatel~stvo. Esli c ∈ F^{(–)}_i ⊂ M^–, to c = a + b, gde a ∈ A,

b ∈ L. Togda 0 = (σ^{pm} �1 − ζ^i_1)(c) = (σ^{pm} �1 − ζ^i_1)(a) + (σ^{pm} �1 − ζ^i_1)(b),

otkuda σ^{pm}�^1 a = ζ^i_1a, σ^{pm}�^1 b = ζ^i_1b, i znaqit, a, b ∈ F_i. Lemma dokazana.

1.4. Pust~ K/k – cikliqeskoe vpolne razvetvlennoe rasxirenie

stepeni p so skaqkom vetvleniØ h. Esli pri fftom h delitsØ na p, to pole k soderßit vse korni stepeni p iz 1 i K = k(θ), gde

θ^p = π – prostoæ fflement polØ k (sm. [5], gl. IV, §2). Oqevidno,

qto fflementy {θ^i, κ 6 i < κ + p} obrazu¸t bazis ideala M– nad o. Pofftomu poluqaem sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 1.4. Esli v cikliqeskom vpolne razvetvlennom

rasxirenii K/k stepeni p skaqok vetvleniØ h delitsØ na p, to imeet mesto o[G]-razloßenie:

M^– =^{p−1⨁}_{i=0} o θ^{–+i} .

1.5. S fftogo momenta sqitaem, qto indeks vetvleniØ p delit dif-

ferentu ϑ i pri fftom (h, p) = 1. Pust~ pole k soderßit vse p-ye korni iz 1, togda K = k(θ), gde v kaqestve θ^p = ε moßno vzØt~ glavnu¸ edinicu polØ k (sm. lemmu 1.2). Esli pri fftom p|ϑ, to

h =^{pe}_{p−1} − 1 (sm. predloßenie 1.1.2) i pofftomu v_0(ε − 1) = 1. Iz

fftih soobraßeniæ legko poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Predloßenie 1.5. Pust~ K/k – cikliqeskoe vpolne razvetvlen-

noe rasxirenie stepeni p, v kotorom p|ϑ i skaqok vetvleniØ h vzaimno prost s p. Togda dlØ ideala M–, p|κ, imeem sledu¸wee

o[G]-razloßenie:

M^– =^{p−1⨁}_{i=0} M^{–/p}_0 θ^i,

28 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV

gde M0 – maksimal~nyæ ideal polØ k.

Zameqanie 1.6. M^{–/p}_0 θ^i = M^– ∩ Ker (σ − ζ^i), gde σ – obrazu¸wiæ

avtomorfizm gruppy Galua Gal (K/k), a ζ := ζ_1.

§2. Razloßenie ideala 2.1. Pust~ K/k – cikliqeskoe vpolne razvetvlennoe rasxirenie

stepeni p^m, v kotorom p^m delit differentu. Predpoloßim, qto pole k soderßit vse p-ye korni iz 1, i pust~ μ = min(m, s), gde

p^s – porØdok kruqeniØ v k^∗.

Rassmotrim vsevozmoßnye deliteli krugovogo mnogoqlena X^{pm} − 1: φ_{ij}(X) = X^{pi} − ζ^j , ζ := ζ_μ, gde 0 6 i 6 m, 0 6 j < p^μ, i esli j > 0, to i − v_p(j) 6 m − μ (zdes~

v_p – p-adiqeskiæ pokazatel~). Rassmotrim, dalee, o[G]-moduli

Nij = M^– ∩ Ker φij(σ), (3)

gde σ – obrazu¸wiæ avtomorfizm gruppy G = Gal (K/k).

DlØ j > 0 imeem, soglasno (2) k_{i−vp(j)+μ} = k_{i−vp(j)}(θ_{i−vp (j)}) i krome togo, Nij = m^{–ij}_i θ^{j1}_{i−vp (j)}, gde j = p^{vp(j)}j_1. ˚sno, qto dlØ j = 0 poluqim

Ni,0 = m^{–i,0}_i .

2.2. Opredelim sovokupnost~ indeksov I. Pust~

I^{(m)}_0 = { (m, 0), esli κ_{m,0} ≡ 0 mod p

∅, esli κ_{m,0} ≢ 0 mod p, dalee, dlØ α = 1, 2, . . . , μ − 1 pust~ I^{(m)}_α = {(m − α, j) |j = p^{μ−α}j^′, 1 6 j^′ < p^α, (j^′, p) = 1 pri fftom (κ_{m−α,j,p}) = 1, a pary (m − α + i, p^ij) ∉ I^{(m)}_{α−i}, 1 6 i 6 α}

RAZLOȷENIE IDEALOV 29

i nakonec,

I^{(m)}_μ {(m − μ, j) | 1 6 j < p^μ, (j, p) = 1 pri fftom (m − μ − i, p^ij) ∉ I^{(m)}_{μ−i}, 1 6 i 6 μ}. Pust~ teper~

I^{(m)} = μ⋃ α=0 I^{(m)}_α .

Analogiqno obrazu¸tsØ mnoßestva indeksov I^{(m−1)}, . . . , I^{(μ)}, rassmatrivaØ idealy N_{m−1,0}, . . . , N_{μ,0}, priqem esli mnoßestvo I^{(α)} sostoit tol~ko iz pary (α, 0), to mnoßestvo I^{(β)} , μ 6 β < α, po opredeleni¸ sqitaem pustym. Pust~, nakonec, I = m⋃ α=μ I^{(α)}.

2.3. V fftom punkte proverim osnovnoæ rezul~tat raboty. Pust~

K/k – cikliqeskoe vpolne razvetvlennoe rasxirenie stepeni p^m, v kotorom p^m|ϑ i skaqok vetvleniØ h vzaimno prost s p.

Teorema 2. Pust~ k soderßit vse p-ye korni iz 1. Ideal M^–, p|κ,

polØ K razloßim kak o[G]-modul~ na nerazloßimye slagaemye v vide

M^– =^⨁_{(i,j)∈I} Nij,

gde o[G]- moduli Nij opredeleny v (3), a mnoßestvo indeksov I v

p. 2.2.

Dokazatel~stvo provedem indukcieæ po m. V sluqae m = 1 teo-

rema dokazana v predloßenii 1.5.

Pust~ m > 1. Iz predloßeniØ 1.5 i zameqaniØ 1.6 poluqaem

o[G]-razloßenie M^– =^{p−1⨁}_{α=0} N_{m−1,p}μ�1_α.

Modul~ N_{m−1,0} ØvlØetsØ idealom polØ k_{m−1} (sm. (3)) i po indukcionnomu predpoloßeni¸ predstavim v vide Nm−1,0 =^⨁_{i,j∈I\I(m)} Ni,j.

30 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV

UqityvaØ lemmu 1.3, legko vyqislit~ pokazatel~ κ_{ij} dlØ vseh j, a imenno κ_{ij} = − [ aj p^μ − κ p^{m−i} ] . (4)

Modul~ N_{m−1,j}, j = p^{μ−1}j_1, 1 6 j_1 < p, libo nerazloßim, esli pokazatel~ κ_{m−1}, j iz (4) ne delitsØ na p (sm. teoremu 1 i lemmu 1.3.3), libo razloßim, esli fftot pokazatel~ delitsØ na p, soglasno lemmam 1.3.3 i 1.3.4, v vide Nm−1,j =^⨁_{pj0≡j mod pμ} Nm−2,j0 i takim obrazom, p−1⨁ j1=1 N_{m−1,p}μ�1_{j1} =^⨁_{(m−1,j)∈I(m)} 1 Nm−1,j ⊕^⨁_{(m−1,j0)∈J (m)} 1 Nm−2,j0, gde I^{(m)}_1 ∪J^{(m)}_1 – sovokupnost~ vseh par N_{m−2,j}0, libo nerazloßim, libo raskladyvaetsØ v vide Nm−2,j0 =^⨁ pj00_{≡j}0_{mod p}μ�1 Nm−3,j00 i togda ⨁ 16j1<p N_{m−1,p}μ�1_{j1} = = ⨁ (m−1,j)∈I(^m)1 Nm−1,j ⊕^⨁_{(m−2,j0)∈I(m)} 2 Nm−2,j0⊕ ⨁ (m−2,pj00)∈J (^m)2 Nm−3,j00, gde I^{(m)}_2 ∪ J^{(m)}_2 – sovokupnost~ vseh par (m − 2, j), j = p^{μ−2}j_2, 1 6

j_2 < p^2, (j_2, p) = 1. ProdolßaØ process, prihodim k razloßeni¸

teoremy. Teorema dokazana.

2.4. Rassmotrim teper~ razloßenie ideala v sluqae, kogda

osnovnoe pole k ne soderßit netrivial~nyh p-korneæ iz 1. Iz-za tehniqeskih trudnosteæ my dadim lix~ formulirovku rezul~- tata v fftom sluqae (dlØ cikliqeskogo rasxireniØ stepeni p sm. rabotu [3]).

RAZLOȷENIE IDEALOV 31

Pust~

k^′ = k(ζ_1), K^′ = K(ζ_1 ), G = Gal (K/k) = ⟨σ⟩;

p^s – porØdok p-kruqeniØ v k^′. μ = min(m, s), gde p^m = [K : k]; G^′ = Gal (k^′/k) = ⟨g⟩, e_0 – indeks vetvleniØ rasxireniØ k^′/k.

Rassmotrim vsevozmoßnye neprivodimye deliteli mnogoqlena Xp^m − 1 v pole k vida: φ_{ij}(X) = ∏ g∈G0 (X^{pm} �i − ζ^{ig}), 0 6 i 6 m, 0 < j < p^μ, i + bp(j) > μ. Pust~ Nij = M^– ∩ φij (σ). Ideal M–, κ = κ_0 + κ_1p + . . . , razloßim v rasxirenii K/k, togda i tol~ko togda, kogda libo κ_0 = 0, libo suwestvuet r : 1 6

r 6 m, takoe qto 0 < κ0 6 ℏ, 0 6 κ1 6 ℏ, . . . , 0 6 κr−2 6 ℏ, κr−1 > ℏ

(sm. teoremu 1). Togda imeem o[G]-razloßenie

M^– = (tr K/k_r^/p^r)(M^–) ⊕ M–

tak kak (θ_{K/kr} /p^r)(M–) = m^{cr}_r , gde c_r = [κ/p^r]+1, i znaqit p^r c_r ¿ κ, a pofftomu tr_{K/kr} /p^r – idempotentnyæ operator na ideale M– (sm. takße predloßenie 2.4.1 raboty [2]).

Teorema 3. Pust~ K/k – vpolne razvetvlennoe cikliqeskoe ras-

xirenie stepeni p^m s maksimal~nym skaqkom h, v kotorom p^m|ϑ. Pust~ M– - ideal polØ K, dlØ stepeni kotorogo κ = κ_0 + κ_1p + . . . vypolneno uslovie: libo κ_0 = 0, libo suwestvuet r, 1 6 r 6 m, takoe, qto 0 < κ_0 6 ℏ, 0 6 κ_1 6 ℏ, . . . , 0 6 κ_{r−2} 6 ℏ, κ_{r−1} > ℏ.

Togda imeet mesto o[G]-razloßenie

M^– = (tr K/k_r^/p^r)(M^–) ⊕ M–.

Pri fftom

1) M– – nerazloßim, esli r ¿ 2 2) M– – razloßim pri e0 = p − 1 togda i tol~ko togda, kogda

κ ≡ 0 mod p^i, i ¿ 2. Esli pri fftom κ ≢ 0 mod p^{i+1} ili i = μ, to

M– =^⨁

j mod p^i j≡1 mod p Nij

32 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV i vse moduli N_{ij} – nerazloßimy.

3) M– – razloßim pri e0 < p − 1 togda i tol~ko togda, kogda

libo κ_0 > ℏ, libo κ_0 = 0 i pri fftom vypolneno odno iz usloviæ:

a) ℏ = (p − 1)/e_0, κ ≡ 1 mod ℏ, b) e_0 =^{p−1}_2 , ℏ = 2c, p + 1 ≡ 0 mod 2c, κ ≡ c mod 2c (1 < c <

e_0, (c, e_0) = 1).

Pri vypolnenii a) ili b) dlØ M– imeet mesto sledu¸wee

o[G]-razloßenie M– = M–,1 ⊕ . . . ⊕ M–,n, gde M–,α = M^– ∩ Ker φα(σ^{pm�1} ), α = 1, 2, . . . , n, φα(X) – neprivo-

dimye deliteli v pole k mnogoqlena 1 + X + . . . + X^{p−1} .

Priqem, esli vypolneno uslovie b), to vse moduli M–_{,α} nerazloßimy; esli ße imeem uslovie a) i dlØ stepeni κ =

κ_0 + κ_1p + . . . suwestvu¸t i (2 6 i 6 n), β (1 6 β 6 e_0) ta-

kie, qto (β − 1)ℏ 6 κ_1, . . . , κ_{i−1} 6 βℏ, κ_0 = βℏ + 1 i pri i < μ,

κ_i ∉ [(β − 1)ℏ, βℏ], to imeet mesto o[G]-razloßenie

M–,α =^⨁

j mod p^i j≡j_α mod p Nij i vse moduli N_{ij} nerazloßimy.

Literatura

1. M. Bondarko, S. Vostokov, I. ȷukov, Additivnye moduli Galua v polnyh diskretno normirovannyh polØh. Algebra i analiz 3 (1997).

2. M. Bondarko, S. Vostokov, Razloßimost~ idealov kak moduleæ Galua v polnyh diskretno normirovannyh polØh. v peqati.

3. Z. Boreviq, S. Vostokov, Kol~co celyh fflementov rasxireniØ prostoæ stepeni lokal~nogo polØ kak modul~ Galua. Zap. nauqn. semin. LOMI 31 (1973), 24–37.

4. I. Fesenko and S. Vostokov, Local field and their extensions: A constructive approach., AMS. Providence, RI, 1993.

5. J.-P. Serre, Local fields. Graduate Texts Mathematics, vol. 67, Springer-Verlag, Berlin–Heidelberg–New York, 1979.

Bondarko M. V., Vostokov S. V. A decomposition of ideals in an Abelian p-extension of complete discretely valuated fields.

RAZLOȷENIE IDEALOV 33 A decomposition of an ideal as a Galois module in an Abelian pextension of a complete discretely valuated field on undecomposited summunds is finded.

Postupilo 1 dekabrØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet