N. A. Vavilov, V. I. Mysovskih, ı. G. Teterin VYQISLITEL^NA˚ TEORI˚ GRUPP V PETERBURGE

Vvedenie

Cel~¸ nastoØweæ zametki ØvlØetsØ osvewenie istorii razvitiØ v Leningrade – S.-Peterburge vaßnogo i interesnogo napravleniØ komp~¸ternoæ algebry – vyqislitel~noæ teorii grupp. Za poslednie desØtiletiØ ffta sfera nauqnoæ deØtel~nosti poluqila xirokoe rasprostranenie, issledovaniØ po sootvetstvu- ¸weæ tematike provodØtsØ vo mnogih nauqnyh centrah po vsemu miru. Razrabotano neskol~ko mownyh sistem komp~¸ternoæ algebry, specializirovannyh na vyqisleniØh v gruppah (GAP,

Magma, Cayley), nakoplen takße bogatyæ opyt ispol~zovaniØ si-

stem komp~¸ternoæ algebry obwego naznaqeniØ (Maple, Mathe-

matica, Axiom, MuPAD i t.d.) dlØ teoretiko-gruppovyh vyqisle-

niæ. Privleqenie faktiqeskogo materiala, poluqaemogo pri pomowi simvol~nyh vyqisleniæ v razliqnyh klassah grupp, stalo harakternoæ qertoæ sovremennogo razvitiØ teorii grupp. V podtverßdenii fftogo fakta umestno napomnit~, qto pervonaqal~noe postroenie mnogih sporadiqeskih prostyh koneqnyh grupp suwestvenno ispol~zovalo vyqisleniØ na komp~¸tere.

x1. Nekotorye osobennosti oblasti

V kaqestve poØsneniØ k posledu¸wemu my otmetim zdes~ nekotorye osobennosti nynexnego urovnØ razvitiØ oblasti, imenuemoæ teper~ vyqislitel~noæ teorieæ grupp (Computational Group

Theory – CGT). Preßde vsego, sovremennye sistemy komp~¸ter-

noæ algebry, orientirovannye na gruppy, sposobny proizvodit~ vyqisleniØ s neskol~kimi raznovidnostØmi poslednih. V pervu¸ oqered~, ffto gruppy podstanovok, matriqnye gruppy i koneqnopredstavimye gruppy (zadannye koneqnym qislom obrazu¸wih i sootnoxeniæ, fp-gruppy dlØ kratkosti). DlØ pervyh dvuh klassov imeetsØ mnoßestvo ffffektivnyh algoritmov, orientirovannyh na raznye tipy zadaq. Tak, naprimer, nekotorye 42

VYQISLITEL^NA˚ TEORI˚ GRUPP V PETERBURGE 43 vidy vyqisleniæ v gruppah podstanovok mogut byt~ provedeny s ispol~zovaniem polinomial~nyh ili daße poqti lineænyh po vremeni algoritmov (sm. [23]).

SituaciØ s fp-gruppami znaqitel~no sloßnee. Zdes~ est~ principial~naØ trudnost~, sostoØwaØ v nerazreximosti problemy toßdestva slov v obwem sluqae. ImeetsØ ves~ma ograniqennyæ nabor bazisnyh algoritmov: metod Todda–Koksettera pereqisleniØ smeßnyh klassov i nedavno realizovannaØ procedura Knuta–Bendiksa po perepisyvani¸ slov v nekotoroæ normal~noæ forme putem sbora vseh suwestvennyh par ffkvivalentnyh slov. V qastnyh podklassah fp-grupp, v kotoryh problema toßdestva slov razrexima, opØt~ imeetsØ bol~xoe qislo ffffektivnyh metodov i algoritmov. UpomØnem zdes~ koneqnye fpgruppy, a takße policikliqeskie gruppy (ime¸wie koneqnyæ subnormal~nyæ rØd s cikliqeskimi faktorami). Osobenno ffffektivnye algoritmy razrabotany dlØ pereseqeniØ fftih klassov, t.e. dlØ koneqnyh razreximyh grupp. Nekotorye iz vnedrennyh zdes~ metodov daße prevoshodØt po bystrodeæstvi¸ svoih analogov v gruppah podstanovok.

Nakonec otmetim, qto suwestvennymi i, vozmoßno, naibolee vaßnymi instrumentami CGT ØvlØ¸tsØ teoriØ predstavleniæ i apparat, svØzannyæ s deæstviem grupp na mnoßestvah. �to vytekaet iz togo fakta, qto dlØ grupp podstanovok i matriqnyh grupp umerennyh razmernosteæ ime¸tsØ naibolee mownye vyqislitel~nye sredstva.

x2. Gruppy bernsaædovskogo tipa

Pereædem k osnovnoæ teme naxeæ zametki. Odnim iz pervyh sredi leningradskih algebraistov naqal ispol~zovat~ metody komp~¸ternoæ algebry pri rexenii teoretiko-gruppovyh voprosov Aleksandr Ivanoviq Skopin. NaqinaØ s 70-h godov, ego interesovali voprosy o stroenii nißnego central~nogo rØda grupp bernsaædovskogo tipa primarnoæ ffksponenty. V to vremØ poloßitel~noe rexenie ograniqennoæ problemy Bernsaæda bylo izvestno lix~ dlØ prostoæ ffksponenty [2], pofftomu poluqenie l¸boæ informacii o stroenii takih grupp fiksirovannoæ nebol~xoæ primarnoæ, no ne prostoæ ffksponenty, predstavlØlo znaqitel~nyæ interes. Snaqala A. I. Skopin provodil qisto teoretiqeskie issledovaniØ po fftoæ tematike (sm. [5, 6, 8]), no

44 N. A. VAVILOV, V. I. MYSOVSKIH, ı. G. TETERIN zatem pod vliØniem svoego uqitelØ i osnovatelØ leningradskoæ– peterburgskoæ algebraiqeskoæ nauqnoæ xkoly D. K. Faddeeva perexel k realizacii svoih ideæ i algoritmov na komp~¸tere.

Napomnim, qto v konce 60-h godov vyxla seriØ rabot zarubeßnyh avtorov po issledovani¸ bernsaædovskih metabelevyh grupp ffksponenty p^k (p – prostoe, k – natural~noe). Naprimer, v [18] byla naædena ocenka klassa nil~potentnosti takih grupp v zavisimosti ot qisla obrazu¸wih. V takoæ situacii bylo oqen~ estestvenno zafiksirovat~ ffksponentu i qislo obrazu¸- wih i provesti bolee detal~nyæ analiz nißnego central~nogo rØda gruppy prØmymi vyqisleniØmi ego faktorov. �to i bylo sdelano A. I. Skopinym dlØ ffksponent 8, 9, 27 grupp s dvumØ obrazu¸wimi [9, 10].

V processe fftoæ raboty A. I. Skopin vnes v dannu¸ oblast~ celyæ rØd original~nyh ideæ i metodov. Vo-pervyh, pri additivnoæ zapisi gruppovoæ operacii (v neabelevom sluqae!) i oboznaqenii operacii vzØtiØ kommutatora fflementov v vide umnoßeniØ, osnovnoe sootnoxenie – sobiratel~naØ formula F. Holla – obrawaetsØ v simvol~nyæ polinom. Sledovatel~no, moßno bylo primenØt~ metody komp~¸ternoæ algebry, v kotoroæ vyqisleniØ s mnogoqlenami zanima¸t central~noe mesto. Odnako otsutstvie sootvetstvu¸wih sistem v Rossii v to vremØ i bol~- xaØ resursoemkost~ zadaqi vynußdali k sozdani¸ sobstvennyh programm na Øzyke vysokogo urovnØ (Pascal), kotorye sloßnee pri napisanii, no zato gorazdo ffffektivnee po bystrodeæstvi¸.

Vtoroæ kl¸qevoæ ideeæ A. I. Skopina v fftih issledovaniØh stalo primenenie dlØ takih vyqisleniæ lineæno-algebraiqeskih metodov, v qastnosti, analoga metoda iskl¸qeniØ Gaussa. Otmetim, qto v naxi dni lineænye metody v nil~potentnyh i razreximyh gruppah poluqili dal~neæxee razvitie, s ih pomow~¸ poluqeno mnoßestvo vaßnyh i interesnyh rezul~tatov (sm., naprimer, [19]).

Sloßnost~ vyqisleniæ v bernsaædovskih gruppah obuslovlena celym rØdom priqin. Preßde vsego, fiksaciØ bazisa (t.e. bazisnyh monomov, ili bazisnyh kommutatorov na mul~tiplikativnom Øzyke) sootvetstvu¸weæ svobodnoæ gruppy s tem ße qislom obrazu¸wih ne obespeqivaet odnoznaqnosti predstavleniØ fflementa v nizleßaweæ bernsaædovskoæ gruppe. Inymi slovami, meßdu bazisnymi odnoqlenami ime¸tsØ zavisimosti (so-

VYQISLITEL^NA˚ TEORI˚ GRUPP V PETERBURGE 45 otnoxeniØ), kotorye i trebuetsØ postroit~. Sredi razliqnyh deformaciæ sootnoxeniæ, ispol~zovannyh A. I. Skopinym, vydelØ¸tsØ neskol~ko tipov podstanovok peremennyh v sootvetstvu¸wiæ simvol~nyæ mnogoqlen.

Oqen~ interesnoæ i plodotvornoæ ideeæ A. I. Skopina ØvlØetsØ razrabotka grafiqeskogo sposoba nahoßdeniØ sobiratel~- noæ formuly [15], konkretizirovannoæ dlØ rassmotrennyh im tipov grupp. Sut~ metoda sostoit v nahoßdenii kofffficientov pri bazisnom odnoqlene qerez qislo vozmoßnyh “razmeweniæ” grafa na koneqnom lineæno-uporØdoqennom mnoßestve, sohranØ- ¸wih porØdok raspoloßeniØ verxin.

Po okonqanii raboty s metabelevymi gruppami A. I. Skopin rexil provesti podobnye vyqisleniØ v bolee xirokih klassah bernsaædovskih grupp, nazvannyh im v [7] transmetabelevymi gruppami I i II tipa. Pervye vydelØ¸tsØ trebovaniem abelevosti tret~ego qlena nißnego central~nogo rØda, t.e. usloviem

(G^3)^2 = 0 v original~nom oboznaqenii. Vtorye udovletvorØ¸t

trebovani¸: klass nil~potentnosti kommutanta gruppy raven dvum, ili (G^2)^3 = 0. Transmetabelevy gruppy oboih tipov ØvlØ- ¸tsØ vaßnymi raznovidnostØmi polinil~potentnyh [17]. Pri vyqisleniØh v nih okazyvaetsØ, qto znaqitel~noe qislo koordinat, t.e. kofffficientov pri razloßenii fflementov takih grupp po bazisnym monomam, nulevye. �to obstoØtel~stvo delaet ffffektivnym ispol~zovanie razrabotannoæ A. I. Skopinym original~noæ simvol~noæ formy zapisi polinomov. Odnako pri perehode k transmetabelevym gruppam rezko vozrastaet sloßnost~ vyqisleniæ, pofftomu ih udalos~ provesti do konca lix~ dlØ ffksponent 8 i 9 (sm. [1, 13]). V nastoØwee vremØ provoditsØ rabota po ffffektivizacii algoritmov [16] i sopostavleni¸ metodov s nq-algoritmom (ot nilpotent quotient) i strategieæ “collection

from the left”, razrabotannymi zapadnoevropeæskimi i avstra-

liæskimi specialistami (C. R. Leedham–Green, M. F. Newman,

M. R. Vaughan–Lee i drugie).

V zaverxenie fftogo razdela otmetim, qto doktorskaØ dissertaciØ A. I. Skopina, zawiwennaØ v 1991 g. na algebraiqeskom uqenom sovete, byla pervoæ v Leningrade rabotoæ podobnogo roda, gde aktivno ispol~zovalis~ metody vyqislitel~noæ teorii grupp.

46 N. A. VAVILOV, V. I. MYSOVSKIH, ı. G. TETERIN x3. Metody teorii predstavleniæ i harakterov

Kak uße upominalos~ v konce x1, teoriØ predstavleniæ igraet suwestvennu¸ rol~ v vyqislitel~noæ teorii grupp. Sredi rabot leningradskih algebraistov v fftom napravlenii vydelim issledovaniØ A. V. Rukolaæne. V 1984 godu on naqal zanimat~- sØ vyqisleniem kompleksnyh harakterov koneqnyh grupp s pomow~¸ �VM. Pri fftom bylo sostavleno neskol~ko programm na Øzyke ALGOL-GDR dlØ �VM B�SM-6 v sisteme KRAB, kotorye realizu¸t vyqislenie kompleksnyh harakterov koneqnyh grupp sledu¸wim metodom. VyqislØ¸tsØ kompleksnye haraktery koneqnoæ gruppy G, inducirovannye lineænymi harakterami cikliqeskih podgrupp gruppy G. K nim prisoedinØ¸tsØ, naprimer, kornevye haraktery, znaqeniØ kotoryh na fflemente g gruppy ravny qislu korneæ zadannoæ stepeni iz fflementa g. Dalee rassmatrivaetsØ modul~ celoqislennyh lineænyh kombinaciæ poluqennyh harakterov, v kotorom vydelØ¸tsØ obrazu¸wie putem minimizacii kvadratiqnoæ formy na fftom module, znaqeniØ kotoroæ ravny vnutrennemu proizvedeni¸ harakterov. DlØ nekotoryh koneqnyh grupp G takim sposobom poluqa¸tsØ vse neprivodimye kompleksnye haraktery gruppy (sm. [3]).

V dal~neæxem dlØ nekotoryh koneqnyh grupp byli postroeny moduli virtual~nyh (obobwennyh) harakterov, dlØ obrazu- ¸wih kotoryh znaqenie vnutrennego proizvedeniØ haraktera na sebØ ravno 2 i vnutrennee proizvedenie razliqnyh obrazu¸wih ravno 1 za edinstvennym iskl¸qeniem, kogda ono ravno 0. Esli qislo obrazu¸wih ne menee pØti, to v fftom sluqae odnoznaqno vosstanavliva¸tsØ nekotorye neprivodimye haraktery, sostavlØ¸wie rassmotrennye vyxe obrazu¸wie [4]. Takoe vosstanovlenie nekotoryh neprivodimyh harakterov poluqeno A. V. Rukolaæne nezavisimo ot ffkvivalentnogo vyqisleniØ, predloßennogo R. Parkerom i opisannogo v [20].

S konca 1994 g. v Peterburge poØvilas~ mownaØ sistema komp~¸ternoæ algebry GAP (Groups, Algorithms and Programming) [22], predostavlennaØ blagodarØ l¸beznosti prof. J. Neubüser’a

(RWTH, Aachen). �tot ogromnyæ paket, soderßawiæ obxirnu¸

dokumentaci¸ i ëmkie biblioteki raznyh urovneæ, orientirovan na algebraiqeskie vyqisleniØ na personal~nyh komp~¸terah. Akcent sdelan na realizacii teoretiko-gruppovyh algoritmov. S pomow~¸ sistemy GAP A. V. Rukolaæne prodolßil

VYQISLITEL^NA˚ TEORI˚ GRUPP V PETERBURGE 47 ranee naqatu¸ rabotu s kompleksnymi harakterami koneqnyh grupp. DlØ nekotoryh prostyh sporadiqeskih grupp, ispol~zuØ opisannu¸ vyxe tehnologi¸ vyqisleniæ, byli povtorno naædeny mnogie neprivodimye kompleksnye haraktery, priqem dlØ nekotoryh sporadiqeskih grupp – vse neprivodimye haraktery. Takie vyqisleniØ predstavlØ¸t interes, poskol~ku oni vypolnØ¸tsØ edinym metodom i skorost~ vyqisleniæ vyxe, qem s pomow~¸ izvestnogo algoritma Diksona–Xnaædera (sm. [21]).

x4. Drugie napravleniØ

Sredi drugih napravleniæ issledovaniæ po vyqislitel~- noæ teorii grupp v Peterburge moßno upomØnut~ raboty o vyqislenii strukturnyh konstant nekotoryh iskl¸qitel~nyh grupp Xevalle, o (2,3)-poroßdenii nekotoryh prostyh koneqnyh grupp, o testirovanii podgrupp koneqnyh grupp na nekotorye svoæstva vloßeniØ tipa pronormal~nosti i paranormal~nosti, ob issledovanii grupp avtomorfizmov kodov nad koneqnym alfavitom i grupp inercii funkciæ k-znaqnoæ logiki. V nasto- Øweæ zametke my ne imeem vozmoßnosti rassmotret~ ih podrobnee.

V zakl¸qenie avtory stat~i pol~zu¸tsØ vozmoßnost~¸ serdeqno pozdravit~ ot imeni vseh avtorov nastoØwego sbornika A. I. Skopina s 70-letnim ¸bileem, poßelat~ emu dal~neæxih tvorqeskih uspehov, a takße mnogostoronnego razvitiØ zaloßennyh im ideæ i metodov v oblasti vyqislitel~noæ teorii grupp ego uqenikami.

Literatura 1. F. A. Ivanov, A. I. Skopin, Maksimal~naØ 2-poroßdennaØ transmetabeleva gruppa pervogo tipa ffksponenty 9. Algebra i analiz 2, No. 6 (1990), 150–160.

2. A. I. Kostrikin, O probleme Bernsaæda. Dokl. AN SSSR 119, No. 6 (1958), 1081–1084.

3. A. V. Rukolaæne, Vyqislenie kompleksnyh harakterov koneqnyh grupp s pomow~¸ �VM. X Vseso¸znyæ simpozium po teorii grupp. Tezisy dokladov. Gomel~, 1986, s. 199.

4. A. V. Rukolaæne, Vyqislenie kompleksnyh harakterov koneqnyh grupp s pomow~¸ �VM. II. XI Vseso¸znyæ simpozium po teorii grupp. Tezisy soobweniæ. Sverdlovsk, 1989, s. 100–101.

5. A. I. Skopin, O sobiratel~noæ formule. Zap. nauqn. semin. LOMI 46 (1974), 59–63.

48 N. A. VAVILOV, V. I. MYSOVSKIH, ı. G. TETERIN

6. A. I. Skopin, O sootnoxeniØh v gruppah ffksponenty 8. Zap. nauqn. semin. LOMI 57 (1976), 129–169.

7. A. I. Skopin, Transmetabelevy gruppy. Zap. nauqn. semin. LOMI 75 (1978), 159–163.

8. A. I. Skopin, Metabeleva gruppa ffksponenty 9 s dvumØ obrazu¸wimi.

Zap. nauqn. semin. LOMI 103 (1980), 124–131.

9. A. I. Skopin, Faktory nil~potentnogo rØda nekotoryh metabelevyh grupp primarnoæ ffksponenty. Zap. nauqn. semin. LOMI 132 (1983), 129–163.

10. A. I. Skopin, Issledovanie na B�SM-6 struktury nil~potentnogo rØda metabelevoæ 2-poroßdennoæ gruppy ffksponenty 27. Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 247–256.

11. A. I. Skopin, O realizacii vyqisleniæ na �VM v transmetabelevyh gruppah. Vestn. LGU. Ser.1, vyp. 1 (1988), 20–23.

12. A. I. Skopin, Toßdestvo ˚kobi i sobiratel~naØ formula F. Holla v transmetabelevyh gruppah dvuh tipov. Zap. nauqn. semin. LOMI 175 (1989), 106–112.

13. A. I. Skopin, Nißniæ central~nyæ rØd maksimal~noæ 2-poroßdennoæ transmetabelevoæ gruppy I tipa ffksponenty 8. Algebra i analiz 2, No. 5 (1990), 198–220.

14. A. I. Skopin, Bazisy svobodnyh metabelevyh i transmetabelevyh grupp.

Zap. nauqn. semin. LOMI 191 (1991), 126–139.

15. A. I. Skopin, Grafiqeskoe postroenie sobiratel~noæ formuly dlØ nekotoryh tipov grupp. Zap. nauqn. semin. LOMI 191 (1991), 140–151.

16. A. I. Skopin, ı. G. Teterin, Uskorenie algorifma postroeniØ sobiratel~noæ formuly F. Holla. Zap. nauqn. semin. POMI 227 (1995), 106–112.

17. A. L. Xmel~kin, Svobodnye polinil~potentnye gruppy. Izv. AN SSSR. Ser mat. 28, No. 1 (1964), 91–122.

18. S. Bachmuth, H. Heilbroun, and H. Y. Mochisuki, Metabelian Burnside groups.

Proc. Roy. Soc. London. Ser. A 307 (1968), 235–250.

19. B. Huppert, N. Blackburn, Finite Groups II. Springer-Verlag, 1982, 531 p.

20. H. Pahlings, Computing with characters of finite groups. Acta Appl. Math. 21

(1990), 41–56.

21. A. V. Rukolaine, Root characters in computer calculations with complex characters of some sporadic simple groups. Intern. Algebraic Conf. dedicated to the memory of D. K. Faddeev. Abstracts. St. Petersburg, 1997, pp. 109–111.

22. M. Schönert et al, GAP – Groups, Algorithms and Programming. Lehrstuhl D für Mathematik, RWTH, Aachen, 1994.

23. A. Seress, An Introduction to Computational Group Theory. Notices AMS 44, No. 6 (1997), 671–679.

24. Ch. C. Sims, Computation with finitely presented groups. Cambrige University

Press, 1994.

Vavilov N. A., Mysovskikh V. I., and Teterin Yu. G. Computational Group Theory in St. Petersburg.

VYQISLITEL^NA˚ TEORI˚ GRUPP V PETERBURGE 49 The paper is devoted to the history of Computational Group Theory in St. Petersburg. Some features of the scientific area are pointed out. We mention here some results of A. I. Skopin concerned with computations in Burnside groups of small prime-power exponents as well as A. V. Rukolaune’s work on computation of ordinary characters of some finite simple groups. The note is dedicated to the 70th anniversary of A. I. Skopin’s birthday.

Postupilo 22 oktØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN