A. I. Vinogradov SRAVNENIE SPEKTROV. II

K 80-leti¸ N. M. Korobova

Vvedenie

V rabote [1] byla dokazana gipoteza Sel~berga dlØ kongruffncgrupp Γ_0(q) bez mul~tiplikatora. Nebol~xoe vidoizmenenie shemy raboty [1] pozvolØet poluqit~ gipotezu Sel~berga i dlØ varianta kongruffnc-gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ(σ) v invariantnom ravenstve dlØ sobstvennyh funkciæ: f_j(σz) = χ(σ) · f_j (z), gde χ = χ_q – kvadratiqnyæ harakter veduwego modulØ q: χ(σ) = χ_q(d), σ = ( a b c d ) ∈ Γ_0(q).

V fftom sluqae nado vidoizmenit~ dvoænu¸ svertku iz [1], snabdiv ee harakterom χ: L(~s, χ) = ∞∑ n=−∞ (n,q)=1 ∞∑ m=1 q·m+n>0 σ_{−Δ}(n, χ) · τ_{ν1} (m) · τ_{ν2} (q · m + n) (q · m)^{s1} · (qm + n)^{s2} (0.1)

s tem ße samym naborom parametrov ~s = (s_1, s_2, ν_1, ν_2, Δ), qto i v rabote [1]. Pri fftom dlØ n ∈ Zi n ≠ 0 polagaem σ_n(n, χ) = ∑ c/n, c>0 χ(c) · c^s, s ∈ C . (0.2)

Pri n = 0 polagaem, qto

σ_s(0, χ) ≡ 0, dlØ vseh s ∈ C .

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI (Grant No. 96–01–00679). 50

SRAVNENIE SPEKTROV. II 51

S odnoæ storony dvoænu¸ svertku (0.1) moßno zapisat~, po analogii s ravenstvom (5), [1], v vide: L(~s, χ) = ∞∑ n=1 (n,q)=1 σ_{−Δ}(n, χ) · [ζ_{q,n}(~s) + ζ_{q,−n}(~s)], (0.3) gde ζ_{q,±n}(~s) = ∞∑ m=1 q·m±n>0 τ_{ν1} (m) · τ_{ν2} (qm ± n) (q · m)^{s1} · (qm ± n)^{s2} (0.4)

i znaki ±n sledva i sprava v ravenstve (0.4) soglasovany.

Svertka (0.4) ØvlØetsØ tipiqnoæ svertkoæ dlØ kongruffncgruppy Γ_0(q) bez mul~tiplikatora, spektral~noe razloßenie kotoroæ podrobno izuqeno v rabote [2]. PodstavlØØ ee spektral~- noe razloßenie iz raboty [2] v ravenstvo (0.3) i summiruØ ego zatem po n ¿ 1, (n, q) = 1, poluqaem spektral~noe razloßenie dvoænoæ svertki (0.1) v prostranstve bez mul~tiplikatora, gde gipoteza Sel~berga uße dokazana.

S drugoæ storony, vvodØ novyæ qislovoæ parametr l = qm + n (i sledovatel~no, n = l − qm) my moßem peregruppirovat~ summirovanie (0.1) i zapisat~ dvoænu¸ svertku v novom vide: L(~s, χ) = ∞∑ l=1 (l,q)=1 τ_{ν2} (l) l^{s2} · ζ_l(~s, χ), (0.5) gde ζ_l(~s, χ) = ∞∑ m=1 τ_{ν1} (m) · σ_{−Δ}(qm − l; χ) (qm)^{s1} . (0.6)

Svertka (0.6) ØvlØetsØ tipiqnoæ svertkoæ dlØ kongruffnc-gruppy

Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ, kotoru¸ udobno razlagat~ po spek-

tru, ispol~zuØ summy Klostermana nulevoæ verxiny fundamental~noæ oblasti F_q gruppy Γ_0(q). DlØ togo, qtoby ubudit~sØ v fftom dostatoqno podstavit~ ravenstvo (0.2) v (0.6) pri s = −Δ i pomenØt~ porØdki summirovaniØ. V rezul~tate ravenstvo (0.6) preobrazuetsØ k vidu dvoænogo rØda: ζ_l(~s, χ) = ∞∑ c=1 (c,q)=1 χ(c) c^Δ ∞∑ m=1 qm≡l (mod c) τ_{ν1} (m) (qm)^{s1} . (0.7)

52 A. I. VINOGRADOV

Iz raboty [3] sleduet, qto dvoænoæ rØd (0.7) razlagaetsØ po spektru kongruffnc-grupy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ = χ_q v nulevoæ verxine fundamental~noæ oblasti F_q gruppy Γ_0(q). No tehnika spektral~nogo razloßeniØ raboty [3] udobna tol~ko pri fiksirovannom sdvige l, v to vremØ kak nam trebuetsØ usrednit~ ffto razloßenie v (0.5) po vsem l ¿ 1, (l, q) = 1. Pofftomu v dannom sluqae udobnee snova vospol~zovat~sØ rabotoæ [2], vmesto [3], no uße v variante s mul~tiplikatorom. V rezul~tate poluqaetsØ vtoroe spektral~noe razloßenie dvoænoæ svertki (0.1) dlØ sluqaØ kongruffnc-gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ = χ_q . SravnivaØ ffto razloßenie s pervym – bez mul~tiplikatora, gde gipoteza Sel~berga uße dokazana, my poluqaem ego gipotezu i v variante s mul~tiplikatorom. V raboqem variante svertki (0.1) nado vvesti sglaßiva¸wu¸ funkci¸, kak ffto bylo sdelano v §1, [1]. V fftom sluqae sglaßiva¸waØ funkciØ usloßnitsØ i primet vid: exp [ − |n| qm − |n| T_1 · (qm + n) − qm + n T_2 · |n| ] . (0.8)

Zdes~ poØvlØ¸tsØ dva svobodnyh parametra T_1 ¿ 1 i T_2 ¿ 1 vmesto odnogo T v [1]. Oba ffti parametra v dal~neæxem my ustremim k ∞ nezavisimo drug ot druga, kak ffto bylo s parametrom T v [1].

Takoe usloßnenie vesovoæ funkcii (0.8) po sravneni¸ s [1] svØzano s tem, qto v dvuh raznyh spektral~nyh razloßeniØh fftoæ raboty ispol~zu¸tsØ raznye verxiny fundamental~noæ oblasti F_q, v to vremØ kak v [1] verxina byla odna v dvuh sluqaØh.

DlØ spektral~nogo razloßeniØ svertki (0.4) pri fiksirovannom n funkciØ (0.8) primet vid: exp [ − 1 x^2 − 1 T_1 · (x^2 ± 1) − x^2 ± 1

T_2 ] , (0.9)

gde x = √_{qm} |n| – spektral~nyæ parametr. Pri fftom dlØ svertok

ζ_{q,n}(~s), (n > 0, v opredelenii (0.9) nado vzØt~ kvadratiqnyæ po-

linom so znakom +1: (x^2 +1) i s intervalom izmeneniØ parametra x vida (0 6 x 6 ∞). DlØ svertki ζ_{q,−n}(~s), n > 0, nado vzØt~ kvadratnyæ polinom so znakom −1: (x^2 −1) i s intervalom izmeneniØ parametra x vida (1 6 x 6 ∞).

DlØ spektral~nogo razloßeniØ svertki (0.6) dlØ fiksirovannogo sdviga l = qm + n (t.e. n = l − qm) vesovaØ funkciØ (0.8)

SRAVNENIE SPEKTROV. II 53

preobrazuetsØ k vidu: exp [ − |qm − l| qm − |qm − l| T_1 · l − l T_2 · |qm − l| ] . (0.10)

Na Øzyke spektral~nogo parametra y = √_{qm} l funkciØ (0.10) primet vid: exp [ − |y^2 − 1| y^2 − |y^2 − 1| T_1 − 1 T_2 · |y^2 − 1| ] . (0.11)

Pri fftom spektral~nyæ parametr y menØetsØ v intervale (0 6

y 6 ∞)._{HotØ vesovye funkcii (0.9) i (0.11) otliqa¸tsØ ot vesovyh}

funkciæ iz [1], no ffto otliqie ne principial~noe. I v tom i v drugom sluqae ffti funkcii prinadleßat odnomu klassu gladkih funkciæ, obespeqiva¸wih horoxu¸ shodimost~ vseh spektral~- nyh summ i integralov.

§1. RØdy Gekke, skruqennye s harakterom

EdinstvennaØ tonkost~, kotoraØ otliqaet fftot variant ot ishodnoæ raboty [1] – ffto poØvlenie zdes~ rØdov Gekke, skruqennyh s kvadratiqnym harakterom χ_q , qeæ modul~ q sovpadaet s kongruffnc-modulem gruppy Γ_0(q). Po estestvennym priqinam takie rØdy ne mogli poØvit~sØ v rabote [1], t.k. tam net haraktera.

PoØvlenie takih rØdov zdes~ svØzano s tem, qto v spektral~- nom razloßenii (0.3) voznikaet rØd-svertka posle summirovaniØ po n ¿ 1: L_j(w, −Δ; χ) = ∞∑ n=1 σ_{−Δ}(n, χ) n^w · ρ_j (n). (1.1)

Pri fftom ρ_j (n) – kofffficient Fur~e otnositel~no verxiny ∞ dlØ sobstvennoæ funkcii f_j (z) diskretnogo spektra operatora Laplasa iz prostranstva bez mul~tiplikatora.

TrebuetsØ analitiqeski prodolßit~ rØd (1.1) v levu¸ poluploskost~ Re w 6 1 i poluqit~ ego funkcional~noe uravnenie.

Esli podstavit~ v (1.1) Øvnyæ vid summy σ_{−Δ} iz (0.2) i pomenØt~ porØdki summirovaniØ, to ravenstvo (1.1) primet vid

L_j (w, 0; χ) = L_j(w) · L_j (w, χ) L_j(2w, χ) . (1.2)

54 A. I. VINOGRADOV

V ravenstve (1.2) my vzØli dlØ prostoty naibolee vaßnu¸ toqku

Δ = 0 iz vsego intervala izmeneniæ fftogo parametra (0 6 Δ 6 ∞). V pravoæ qasti ravenstva (1.2) poØvilis~ L-rØdy Gekke, skruqennye s kvadratiqnym harakterom: L_j (w, χ) = ∞∑ n=1 χ(n) n^w · ρ_j (n), Re w > 1. (1.3)

Pri fftom sqitaem, qto L_j (w) ≡ L_j(w, 1).

Seæqas teoriØ rØdov (1.3) suwestvuet tol~ko v sluqae, kogda modul~ haraktera χ i kongruffnc-modul~ gruppy Γ_0(q) vzaimno prosty [4]. No v naxem sluqae kak raz naoborot, modul~ haraktera χ iz (1.3) sovpadaet s kongruffnc-modulem gruppy Γ_0(q). Pofftomu udobnee izuqat~ levu¸ qast~ ravenstva (1.2), ishodØ iz neposredstvennogo opredeleniØ ee v (1.1), kak svertki rØda �æzenxteæna s mul~tiplikatorom χ i sobstvennoæ funkcieæ diskretnogo spektra f_j (z), u kotoryh edinaØ invariantnaØ gruppa avtomorfnosti Γ_0(q). Takoæ podhod daet polnu¸ teori¸ takih rØdov-svertok vmeste s funkcional~nym uravneniem vektornomatriqnogo tipa dlØ svertok na vseh verxinah.

Poluqiv fftu teori¸, my poluqaem odnovremenno i teori¸ rØdov (1.3), ishodØ iz mul~tiplikativnogo predstavleniØ (1.2).

Otmetim takße, qto fftot podhod ves~ma obwiæ. On goditsØ i dlØ sluqaØ, kogda modul~ q_1 kongruffnc-gruppy Γ_0(q_1) s mul~tiplikatorom χ = χ_{q1} ne sovpadaet s modulem q_2 kongruffnc-gruppy

Γ_0(q_2) prostranstva bez mul~tiplikatora. V fftom sluqae svert-

ku tipa (1.1) nado rassmatrivat~ otnositel~no gruppy pereseqeniØ Γ_0 (_{q1·q2} k ) , gde k = (q_1, q_2). Pofftomu takoæ podhod goditsØ i dlØ sluqaØ vzaimnoæ prostoty (q_1, q_2) = 1 iz [4].

DlØ konkretnogo primeneniØ modulØrnoæ i avtomorfnoæ tehniki k svertke (1.1) ee nado perevesti na standartnyæ Øzyk svertok Rankina dvuh avtomorfnyh funkciæ.

DlØ fftogo nado zamenit~ summu σ_{−Δ}(n, χ) polnym kofffficientom Fur~e τ_s(n, χ) rØda �æzenxteæna E(z, s; χ) dlØ verxiny ∞ gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ: τ_s(n, χ) = χ(n) · |n|^{s−12} · σ_{1−2s}(n, χ), (1.4) a summirovanie v (1.1) po natural~nomu rØdu n ∈ N zamenit~

SRAVNENIE SPEKTROV. II 55

vsem kol~com celyh qisel n ∈ Zbez nulØ: L_j (w, s; χ) = ∑ n≠0 τ_s(n, χ) |n|^w · ρ_j (n), (1.5)

pri fftom s ∈ C l¸boe, s usloviem Re s ¿^1_2 . V rezul~tate v (1.5) poluqilas~ svertka Rankina s integral~nym predstavleniem po ediniqnoæ polose Π = {z = x + iy, |x| 6^1_2 , y > 0}:

Γ_j (w, s; χ) · L_j (w, s; χ) = ∫∫ Π E(z, s; χ) · f_j (z) · y^w · dμ(z),

Re w > 1 + | |Re s − 1 2 | | , (1.6)

dμ(z) =^{dx dy}_{y2} – invariantnyæ differencial, Γ_j(w, s; χ) – pere-

hodnyæ kofffficient:

Γ_j(w, s; χ) = 2 ·

(2π)^{−w} · q^12^{−s} ξ(2s, χ) · ∞∫ 0 K_i–_j (y) · K_{s−} 1_2 (y) · y^{w−1} dy,

ξ(s, χ) = ε_χ · ( q π )_− s_2 · Γ ( s 2 ) · L(s, χ). (1.7)

ε_χ – znak summy Gaussa haraktera χ = χ_q, L(s, χ) – klassiqeskiæ

rØd Dirihle haraktera χ. Integral v pravoæ qasti (1.7) ot dvuh k-funkciæ – tabliqnyæ, on raven veliqine: 2^{w−3} Γ(w)

· Π Γ ( w ± i–_j ± ( s −^1_2 ) 2 ) . (1.8)

V (1.8) my ispol~zovali dlØ kratkosti simvol proizvedeniØ Π, oznaqa¸wiæ, qto nado vzØt~ proizvedenie qetyreh Γmnoßiteleæ s qetyr~mØ kombinaciØmi znakov, ukazannyh v argumente.

SvoraqivaØ ediniqnu¸ polosu Π v pravoæ qasti (1.6) na fundamental~nu¸ oblast~ F_q gruppy Γ_0(q) s ispol~zovaniem dvuh invariantnyh ravenstv: E(σz, s; χ) = χ(σ) · E(z, s; χ) f_j (σz) = f_j(z), σ ∈ Γ_0(q)

56 A. I. VINOGRADOV

my privedem integral pravoæ qasti (1.6) k vidu: ∫∫ F_q f_j (z) · E(z, w; χ) · E(z, s; χ)dμ(z). (1.9) ZnaØ povedenie rØda �æzenxteæna E(z, w; χ) po parametru w vo vseæ kompleksnoæ w-ploskosti, my poluqaem analitiqesku¸ prodolßimost~ po w i dlØ svertki (1.5).

Analogiqnu¸ prodolßimost~ moßno poluqit~ i po parametru s. DlØ poluqeniØ funkcional~nogo uravneniØ nado ispol~zovat~ analogi svertki (1.6) dlØ vseh verxin α: Γ_j (w, s; χ) · L_{j,α}(w, s; χ) = ∫∫ Π E(σ_αz, s; χ) · f_j (σ_αz) · y^w dμ(z), gde σ_α – normirovannaØ matrica, perevodØwaØ verxinu ∞ v α:

σ_α(∞) = α. Podrobnu¸ strukturu fftih matric moßno naæti v

[5].

Pofftomu zadaqa o svertke (1.1) svoditsØ k voprosu o tom, kogda ona ffkvivalentna svertke (1.5). A fftot vopros v svo¸ oqered~ ffkvivalenten voprosu o svØzi meßdu kofffficientami Fur~e ρ_j (n) i ρ_j (−n), potomu qto svertku (1.5) moßno perepisat~ na Øzyke summy po natural~nomu rØdu n ∈ N v vide: ∞∑ n=1 1 n^w [τ_s(n, χ) · ρ_j(n) + τ_s(−n, χ) · ρ_j (−n)]. (1.10)

Ispol~zuØ Øvnyæ vid kofffficienta τ_s(n, χ) iz (1.4), my vidim, qto dlØ nego spravedlivo ravenstvo: τ_s(−n, χ) = χ(−1) · τ_s(n, χ). Pofftomu kofffficient rØda (1.10) privoditsØ k vidu:

τ_s(n, χ) · [ρ_j(n) + χ(−1) · ρ_j (−n)]. (1.11)

V dal~neæxem my pokaßem, qto dlØ obweæ verxiny α spravedlivo ravenstvo: ρ_{j,α}(−n) = ξ_j · ρ_{j,α}(n), (1.12) gde ξ_j = ±1 sobstvennoe qislo operatora otraßeniØ funkcii f_j :

(T_{−1}f_j)(z) = f(−z̄) = ξ_j · f_j (z).

SRAVNENIE SPEKTROV. II 57

K tomu ße my dal~xe dokaßem, qto dlØ verxiny α = ∞ vse kofffficienty ρ_{j,∞}(n) ≡ ρ_j (n) vewestvenny dlØ vseh n ≠ 0: ρ_{j,∞}(n) = ρ_{j,∞}(n), n ≠ 0. Pofftomu dlØ nih ravenstvo (1.12) prinimaet bolee prostu¸ formu: ρ_{j,∞}(−n) = ξ_j · ρ_{j,∞}(n). Sledovatel~no kofffficient (1.11) imeet vid:

τ_s(n, χ) · ρ_j (n) · [1 + χ(−1) · ξ_j ]. (1.13)

Pofftomu svertka (1.5) ffkvivalentna svertke (1.1), esli vypolnØetsØ ravenstvo:

χ(−1) · ξ_j = +1. (1.14)

Esli qetnosti haraktera χ i funkcii f_j ne sovpada¸t:

χ(−1) · ξ_j = −1, (1.15)

togda svertka (1.5) vyroßdaetsØ i ee nado zamenit~ drugoæ svertkoæ vida: L_j (w, s; χ) = ∑ n≠0 n · τ_s(n, χ) |n|^{w+1} · ρ_j (n). (1.16)

�ta svertka sootvetstvuet qastnoæ proizvodnoæ sobstvennoæ funkcii: ∂ ∂x · f_j (z), podstavlennoæ v Ødro integrala (1.6) na mesto samoæ funkcii

f_j (z) i zameny parametra w na (w + 1).

Takie svertki podrobno izuqeny v rabote [6], pofftomu my otsylaem qitatelØ v fftom punkte k fftoæ rabote. Sledovatel~no, s uqetom raboty [6], zadaqa ob ffkvivalentnosti svertok (1.1) i (1.16) po analogii s (1.5) svoditsØ k analogu kofffficienta (1.13):

τ_s(n, χ) · ρ_j (n) · [1 − χ(−1) · ξ_j ]. (1.17)

S uqetom usloviØ (1.15) svertka (1.16) ne vyroßdena v fftom sluqae kak ffto vidno iz (1.17), qto obespeqivaet nam teori¸

58 A. I. VINOGRADOV

prodolßimosti i funkcional~nogo uravneniØ dlØ svertki (1.1) kak v sluqae (1.14) tak i v (1.15).

Pofftomu naxa zadaqa o svertke (1.1) svelas~ k izuqeni¸ svoæstv kofffficientov Fur~e ρ_{j,α}(n) dlØ vseh verxin α i vseh

n ≠ 0 i glavnoe – ustanovit~ spravedlivost~ ravenstva (1.12).

K rexeni¸ fftoæ zadaqi my i perehodim.

§2. Diskretnyæ spektr operatora Laplasa

Rassmotrim beskoneqnomernoe Gil~bertovo prostranstvo avtomorfnyh funkciæ nulevogo vesa invariantnyh otnositel~no gruppy Γ_0(q). V kaqestve bazisa vyberem vse lineæno nezavisimye sobstvennye funkcii diskretnogo spektra operatora Laplasa Δ:

Δ · u_j(z) = λ_j · u_j(z), (2.1) gde Δ = −y^2 · ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 ) . (2.2)

Iz samosoprØßennosti operatora Δ i ego otricatel~noæ normirovki v (2.2) sleduet, qto vse sobstvennye qisla λ_j iz ravenstv (2.1) qisto vewestvenny i poloßitel~ny: λ_j > 0. Sluqaæ λ_j = 0 sootvetstvuet nulevoæ sobstvennoæ funkcii u_0(z) ≡ 0 i v dal~- neæxem my ego rassmatrivat~ ne budem.

Iz Øvnogo vida operatora Laplasa (2.2) sleduet ego razloßenie v proizvedenie dvuh kompleksno-soprØßennyh lineænyh mnoßiteleæ: Δ = −L · L̄, L = y · ( ∂ ∂x + i ∂ ∂y ) . Sledovatel~no bazis {u_j(z)}^∞_{j=1} vmeste s kaßdoæ svoeæ funkcieæ

u(z) soderßit ee kompleksnoe soprØßenie u(z).

Iz vewestvennosti sobstvennyh qisel λ v uravnenii (2.1) sleduet, qto funkcii u(z) i u(z) prinadleßat odnomu i tomu ße sobstvennomu qislu λ: Δ · u = λ · u, Δ · ū = λ · ū. (2.3) Na osnove funkciæ u(z) i u(z) postroim lineænym obrazom dve novye funkcii:

v_1(z) = 1 2 [u(z) + u(z)] (2.4)

SRAVNENIE SPEKTROV. II 59 i v_{−1}(z) = 1 2 [u(z) − u(z)]. (2.5)

Iz opredeleniæ (2.4) i (2.5) sleduet, qto funkciØ v_1(z) qisto vewestvenna, a v_{−1}(z) – qisto mnima.

Iz sistemy dvuh ravenstv (2.3) sleduet, qto funkcii v_j(z),

j = ±1, tak ße ØvlØ¸tsØ sobstvennymi funkciØmi operatora

Laplasa Δ i prinadleßat tomu ße sobstvennomu qislu λ:

Δ · v_j = λ · v_j, j = ±1. (2.6)

Iz invariantnosti funkciæ u(z) i u(z) otnositel~no gruppy

Γ_0(q) sleduet analogiqnaØ invariantnost~ i dlØ funkciæ v_j(z), j = ±1:

v_j(σz) = v_j (z), σ ∈ Γ_0(q). (2.7)

Pofftomu funkcii v_j (z), j = ±1, moßno razloßit~ v rØd Fur~e otnositel~no l¸boæ verxiny α fundamental~noæ oblasti F_q gruppy Γ_0(q):

v_j (σ_α · z) = ∑ n≠0 ψ_{j,α}(n) · √ y · K_i–_j (2π|n|y)e^{2πinx}. (2.8) �to razloßenie ØvlØetsØ standartnym dlØ l¸boæ sobstvennoæ funkcii diskretnogo spektra invariantnoæ otnositel~no gruppy Γ_0(q). Pri fftom –_j = √ λ_j − 1/4, j = ±1. V naxem sluqae λ_1 = λ_{−1} = λ.

σ_α – normirovannaØ matrica, perevodØwaØ verxinu ∞ v α: σ_α(∞) = α. Podrobnosti o strukture fftih matric qitatel~ mo-

ßet eaæti v rabote [5].

Iz qistoæ vewestvennosti funkcii v_1(z), a sledovatel~no i dlØ v_1(σ_αz), poluqaetsØ ravenstvo dlØ ee kofffficientov Fur~e iz (2.8) pri j = 1:

ψ_{1,α}(−n) = ψ_{1,α}(n). (2.9)

Iz fftogo ravenstva i razloßeniØ (2.8) sleduet qetnost~ funkcii

v_1(z):

v_1(−z̄) = v_1(z). (2.10)

Toqno tak ße iz qistoæ mnimosti funkcii v_{−1}(z), a sledovatel~no i dlØ v_{−1}(σ_αz), sleduet ravenstvo dlØ ee kofffficientov Fur~e (2.8) dlØ j = −1: ψ_{−1,α}(−n) = −ψ_{−1,α}(n). (2.11)

60 A. I. VINOGRADOV

Iz fftogo ravenstva i razloßeniØ (2.8) sleduet neqetnost~ funkcii v_{−1}(z):

v_{−1}(−z̄) = −v_{−1}(z). (2.12)

Esli vvesti operator otraßeniØ T_{−1}:

T_{−1} · v_j (z) = v_j(−z̄), (2.13)

togda ravenstva (2.12) i (2.10) moßno ob¨edinit~ v odno:

T_{−1} · v_j (z) = v_j(−z̄) = ξ_j · v_j (z), (2.14)

gde ξ_{±1} = ±1.

Ravenstva (2.9) i (2.11) tak ße moßno ob¨edinit~ v odno: ψ_{j,α}(−n) = ξ_j · ψ_{j,α}(n). (2.15) Pofftomu na osnove ishodnogo bazisa {u_j(z)} my postroim novyæ bazis {v_j (z)} kanoniqeskiæ otnositel~no operatora otraßeniØ

T_{−1}.

V sluqae odnokratnosti sobstvennogo qisla λ, t.e. kogda funkciØ u(z) libo qisto vewestvenna, libo qisto mnima, togda perehod k v-bazisu dlØ fftogo sluqaØ trivialen. Polagaem u(z) = v_1(z) v pervom sluqae i u(z) = v_{−1}(z) – vo vtorom.

Iz ravenstv (2.6) i (2.14) sleduet kommutacionnoe sootnoxenie dlØ operatorov Δ i T_{−1} na bazise {v_j (z)}^∞_{j=1}:

(Δ ⊗ T_{−1}) · v_j (z) = (T_{−1} ⊗ Δ) · v_j(z). (2.16)

Ots¸da sleduet, qto ono spravedlivo i na vsem prostranstve.

Na v-funkciØh bazisa opredelim deæstvie kol~ca operatorov Gekke T_m dlØ l¸bogo celogo m ¿ 1 ravenstvom:

T_m · v_j(z) = 1 √ m ∑ a·d=m 16b6d v_j ( az + b d ) . (2.17)

Iz fftogo ravenstva srazu sleduet kommutacionnoe sootnoxenie dlØ v-bazisa:

(Δ ⊗ T_m)v_j (z) = (T_m ⊗ Δ) · v_j(z). (2.18)

Pofftomu Øsno, qto ono sohranØet svo¸ spravedlivost~ i na vsem prostranstve.

SRAVNENIE SPEKTROV. II 61

Iz opredeleniØ (2.17) legko sleduet i kommutacionnoe sootnoxenie operatora T_{−1} i operatorov Gekke T_m, m ¿ 1:

(T_{−1} ⊗ T_m)v_j (z) = (T_m ⊗ T_{−1})v_j (z). (2.19)

Kommutacionnye sootnoxeniØ dlØ operatorov Gekke:

(T_n ⊗ T_m)v_j(z) = (T_m ⊗ T_n)v_j(z) (2.20)

horoxo izvestny so vremen samogo Gekke.

ImeØ kommutacionnye sootnoxeniØ (2.16), (2.18), (2.19) i (2.20) my moßem vospol~zovat~sØ izvestnoæ teoremoæ iz teorii operatorov Gil~bertova prostranstva i zamenit~ bazis {v_j (z)} novym kanoniqeskim bazisom {f_j(z)}, sostoØwim iz sobstvennyh funkciæ vseh kommutiru¸wih operatorov odnovremenno:

Δ · f_j (z) = λ_j · f_j(z), (2.21)

T_m · f_j(z) = t_j (m) · f_j (z), m ¿ 1, (2.22)

T_{−1} · f_j (z) = ξ_j · f_j(z). (2.23)

Ots¸da vidno, qto net osoboæ problemy v podkl¸qenii operatora otraßeniØ T_{−1} k kol~cu vseh operatorov Gekke gruppy Γ_0(q), esli prostranstvo poroßdeno sobstvennymi funkciØmi klassiqeskogo operatora Laplasa Δ.

TakaØ problema voznikaet tol~ko pri perehode k obwemu operatoru Laplasa–Bel~trami.

§3. Vewestvennost~ i mnimost~ qetnyh i neqetnyh funkciæ bazisa

OsnovnaØ teorema o kommutiru¸wih operatorah v Gil~bertovom prostranstve ne garantiruet avtomatiqeskogo perenosa vseh poleznyh svoæstv v-bazisa na f-bazis. Req~, koneqno, idet o qistoæ vewestvennosti qetnyh v-funkciæ i qistoæ mnimosti neqetnyh.

Tem ne menee ffti svoæstva sohranØ¸tsØ i dlØ obwego kanoniqeskogo f-bazisa s sistemoæ ravenstv (2.21)–(2.23). �to my seæqas i dokaßem.

62 A. I. VINOGRADOV

Iz ravenstva (2.21) i usloviæ avtomorfnosti f-bazisa otnositel~no gruppy Γ_0(q) sleduet standartnoe razloßenie Fur~e l¸boæ fiksirovannoæ f-funkcii bazisa {f_j (z)} otnositel~- no verxiny ∞: f(z) = ∑ n≠0 ρ(n) · √ y · K_i–(2π|n|y) · e^{2πinx}, (3.1) gde – =^√λ − 1/4, λ > 0 – sobstvennoe qislo, kotoromu prinad-

leßit funkciØ f(z).

DlØ fftoæ funkcii tak ße spravedlivo utverßdenie, qto i ee kompleksnoe soprØßenie f(z) tak ße prinadleßit kanoniqeskomu bazisu {f_j(z)}. Po fftim dvum funkciØm my snova vvedem dve funkcii vida

v_{±1}(z) = 1 2 [f(z) ± f(z)] (3.2)

po analogii s ravenstvami (2.4) i (2.5).

DlØ fftih funkciæ takße spravedlivo razloßenie Fur~e v verxine ∞:

v_j(z) = ∑ n≠0 ψ_j (n) · √ y · K_i–_j (2π|n|y) · e^{2πinx}, (3.3) gde j = ±1.

˚vnyæ vid kofffficientov Fur~e ψ_j(n) legko poluqit~ iz dvoænogo ravenstva (3.2), esli tuda podstavit~ rØdy Fur~e (3.1) i (3.2):

ψ_{±1}(n) = 1 2 [ρ(n) ± ρ(−n). (3.4) S drugoæ storony, pol~zuØs~ ortogonal~nost~¸ rØdov Fur~e na ediniqnom intervale ( −^1_2 6 x 6^1_2 ) poluqaem iz (3.3) integral~- noe predstavlenie dlØ kofffficientov Fur~e: ψ_j(n) · √ y · K_i–_j (2π|n|y) = 1 2∫ − 12 v_j (z) · e^{−2πinx} dx. (3.5) SdvaivaØ integral (3.5), zapixem ego v vide summy dvuh integralov:_1 2∫ 0 [v_j(z) · e^{−2πinx} + v_j (−z̄) · e^{2πinx}]dx. (3.6)

SRAVNENIE SPEKTROV. II 63

No funkcii v_j (z), j = ±1, ØvlØ¸tsØ sobstvennymi funkciØmi operatora otraßeniØ T_{−1}, kak ffto bylo ustanovleno v §2. Pofftomu integral (3.6) moßno zapisat~ v novom vide: 1 2∫ 0 v_j(z) · [e^{−2πinx} + ξ_j · e^{2πinx}]dx. (3.7) Ots¸da sleduet, qto dlØ qetnoæ funkcii v_j(z), kogda j = +1, integral (3.7) raven:

2 · 1 2∫ 0 v_1(z) · cos 2πnx dx. (3.8)

A dlØ neqetnoæ funkcii v_j(z), kogda j = −1, integral (3.7) raven:

−2i · 1 2∫ 0 v_{−1}(z) · sin 2πnx dx. (3.9)

No qetnaØ funkciØ v_{+1}(z) – qisto vewestvennaØ, a neqetnaØ

v_{−1}(z) – qisto mnimaØ. Pofftomu kak integral (3.8) tak i (3.9)

oba qisto vewestvennye veliqiny.

Krome togo, pri y > 0 veliqina √y qisto vewestvenna i poloßitel~na, t.k. my berem tol~ko glavnu¸ vetv~ kornØ.

K-funkciØ Makdonal~da: K_i–_j (2π|n|y) = 1 2 ∞∫ 0 u^i–^j · e^{−π|n|y}(^{u+ 1u} ) du u (3.10)

tak ße qisto vewestvenna. �to srazu sleduet iz razbieniØ intervala integrirovaniØ (3.10) na dve qasti: (0, ∞) = (0, 1)∪(1, ∞) i zameny peremennoæ integrirovaniØ u →^1_u v pervom intervale (0.1).

Vse ffto vmeste privodit k vewestvennosti kofffficientov

ψ_j (n) v ravenstve (3.5) kak dlØ j = +1, tak i dlØ j = −1, a

qerez ravenstva (3.4) i k vewestvennosti kofffficientov ρ(n) i

ρ(−n), a sledovatel~no i ρ(−n).

64 A. I. VINOGRADOV

S drugoæ storony l¸baØ fiksirovannaØ funkciØ f(z) naxego bazisa ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ operatora otraßeniØ, kak ffto sleduet iz ravenstva (2.23): f(−z̄) = ξ · f(z), ξ = ±1. PodstavlØØ v ffto ravenstvo ee razloßenie Fur~e (3.1), poluqaem sootnoxenie meßdu ee kofffficientami Fur~e: ρ(−n) = ξ · ρ(n), ξ = ±1. (3.11) No my tol~ko qto ustanovili vewestvennost~ vseh kofffficientov Fur~e ρ(n), n ≠ 0. Pofftomu ravenstvo (3.11) ffkvivalentno ravenstvu ρ(−n) = ξ · ρ(n). (3.12) PodstavlØØ ffto ravenstvo v (3.1) dlØ otricatel~nyh nomerov kofffficientov, poluqaem qistu¸ vewestvennost~ qetnoæ funkcii

f(z) i qistu¸ mnimost~ neqetnoæ.

Esli λ odnokratno, t.e. f(z) qisto vewestvenna libo qisto mnima, to predyduwaØ procedura ne nußna.

Tem samym s pomow~¸ razloßeniØ Fur~e v verxine ∞, my vosstanovili ffffekt total~noæ vewestvennosti qetnyh funkciæ bazisa {f_j(z)}^∞_{j=1} i total~noæ mnimosti dlØ neqetnyh.

No ffti kaqestva bazisa ot verxiny ne zavisØt i osta¸tsØ spravedlivymi dlØ vseæ fundamental~noæ oblasti F_q. Pofftomu my moßem imi vospol~zovat~sØ dlØ perenosa na bazis {f_j (z)} osnovnyh ravenstv (2.15) dlØ kofffficientov Fur~e vseh funkciæ

f_j (z), 1 6 j 6 ∞, l¸boæ verxiny α fundamental~noæ oblasti F_q:

f_j (σ_αz) = ∑ n≠0 ρ_{j,α}(n) · √ y · K_i–_j (2π|n|y) · y^{2πnx}. (3.13) Po tem ße soobraßeniØm poluqaem spravedlivost~ analoga ravenstva (2.15) i dlØ kofffficientov razloßeniØ (3.13): ρ_{j,α}(−n) = ξ_j · ρ_{j,α}(n), 1 6 j 6 ∞. (3.14) K tomu ße teper~ my znaem, qto dlØ verxiny α = ∞ qertu kompleksnogo soprØßeniØ v ravenstve (3.14) moßno snØt~ iz-za total~noæ vewestvennosti vseh kofffficientov ρ_{j,∞}(n), n ≠ 0.

No dlØ drugih verxin fftogo sdelat~ nel~zØ, t.k. dokazatel~- stvo vewestvennosti kofffficientov ρ_{j,∞}(n) ne rabotaet dlØ drugih verxin.

SRAVNENIE SPEKTROV. II 65

Teori¸ operatorov Gekke (2.17) my tradicionno prinimaem na Øzyke verxiny ∞, hotØ ona moßet byt~ sozdana i dlØ l¸boæ drugoæ verxiny α fundamental~noæ oblasti F_q. Pofftomu meßdu kofffficientami Fur~e ρ_{j,∞}(±n), n ¿ 1, razloßeniØ (3.13) dlØ verxiny α = ∞ i sobstvennymi qislami operatorov Gekke t_j (n),

n ¿ 1, iz ravenstva (2.22) suwestvuet lineænaØ zavisimost~:

ρ_{j,∞}(±n) = ρ_{j,∞}(±1) · t_j (n), n ¿ 1. (3.15)

IshodØ iz vewestvennosti kofffficientov ρ_{j,∞}(±n), poluqaem ravenstvo (3.14) v qastnom sluqae n = 1: ρ_{j,∞}(−1) = ξ_j · ρ_{j,∞}(1). Pofftomu ravenstvo (3.15) dlØ otricatel~nyh nomerov moßno zapisat~ v mul~tiplikativnoæ forme:

ρ_{j,∞}(−n) = ξ_j · ρ_{j,∞}(1) · t_j (n), n ¿ 1. (3.16)

Otmetim, qto normirovoqnyæ kofffficient ρ_{j,∞}(1) opredelØetsØ ortonormirovannym ravenstvom: ∫∫ F_q |f_j (z)|^2dμ(z) = 1, otkuda sleduet, qto ρ^{(1)}_{j,∞} ≠ 0.

Ravenstvo (3.16) dopolnØet ravenstva (1.13) i (1.17) mul~- tiplikativnoæ strukturoæ sobstvennyh qisel operatorov Gekke

t_j(n), kotoroæ my vospol~zovalis~ v neØvnom vide pri poluqenii

ravenstva (1.2).

Podrobnosti o strukture sobstvennyh qisel operatorov Gekke t_j(n), v qastnosti, ob ih ffrmitovosti, moßno naæti, naprimer, v rabotah [5, 7]. V dopolnenie k fftim rabotam zametim, qto iz total~noæ vewestvennosti kofffficientov ρ_{j,∞}(n) sleduet ffrmitovost~ operatorov Gekke i dlØ deliteleæ kongruffnc–modulØ q.

Otmetim takße, qto vse skazannoe v §2 i §3 fftoæ raboty ostaetsØ spravedlivym i dlØ prostranstva s mul~tiplikatorom χ, esli on ØvlØetsØ kvadratiqnym harakterom χ = χ_q. V fftom sluqae mul~tiplikator χ invarianten pri operacii kompleksnogo soprØßeniØ, pofftomu vse rassußdeniØ osta¸tsØ vernymi i dlØ nego. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto rabota [2] ostaetsØ vernoæ i v variante s mul~tiplikatorom.

66 A. I. VINOGRADOV

V zakl¸qenii otmetim, qto vo vseh rabotah, na kotorye my ssylalis~, ispol~zuetsØ total~no-vewestvennyæ bazis prostranstva, v to vremØ, kak v fftoæ rabote total~no-vewestvennye tol~ko qetnye funkcii f_j (z), a neqetnye – qisto mnimy. No ffto razliqie qisto formal~noe, tak kak total~naØ vewestvennost~ bazisa – ffto vopros ego normirovki.

Esli na osnove naxego bazisa {f_j (z)}^∞_{j=1} opredelit~ novyæ bazis {u_j(z)}^∞_{j=1} s pomow~¸ ravenstv:

u_j(z) = { f_j(z), ξ_j = +1 −i · f_j (z), ξ_j = −1, (3.17)

to my poluqim total~no-vewestvennu¸ sistemu sobstvennyh funkciæ v smysle raboty [5] i drugih rabot v spiske literatury. DlØ togo, qtoby pokazat~, qto vse teoremy raboty [5] osta- ¸tsØ spravedlivymi i dlØ bazisa {f_j(z)} fftoæ raboty voz~mem rØd Fur~e funkcii u_j(z) iz (3.17) dlØ l¸boæ verxiny α:

u_j (σ_αz) = ∑ φ_{j,α}(n) · √ y · K_j–_j (2π|n|y)e^{2πinx}. (3.18) Togda kofffficienty Fur~e (3.18) budut svØzany s kofffficientami Fur~e (3.13) lineænoæ zavisimost~¸: φ_{j,α}(n) = 1 2 [(1 + ξ_j ) − i(1 − ξ_j)]ρ_{j,α}(n). (3.19)

�to ravenstvo srazu ße sleduet iz opredeleniØ (3.17) funkcii

u_j(z).

Iz ravenstva (3.19) sleduet spravedlivost~ ravenstva dlØ ffrmitovyh proizvedeniæ fftih kofffficientov: φ_{j,α}(n) · φ_{j,β}(m) = ρ_{j,α}(n) · ρ_{j,β}(m). Pofftomu formuly summirovaniØ Kuznecova iz raboty [5] dlØ ffrmitovyh proizvedeniæ kofffficientov odni i te ße kak dlØ bazisa {f_j(z)}, tak i dlØ {u_j(z)}.

DlØ obyqnyh proizvedeniæ oni otliqa¸tsØ mnoßitelem ξ_j = ±1 – sobstvennym qislom operatora otraßeniØ: φ_{j,α}(n) · φ_{j,β}(m) = ξ_j · ρ_{j,α}(n) · ρ_{j,β}(m). V konce raboty hoqu vyskazat~ iskrenn¸¸ blagodarnost~ svoim kollegam po Institutu L. D. Faddeevu, A. G. Izerginu i M. M. Skriganovu za mnogoqislennye konsul~tacii po teorii operatorov v Gil~bertovyh prostranstvah.

SRAVNENIE SPEKTROV. II 67

Literatura

1. A. I. Vinogradov, Sravnenie spektrov. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 228 (1996), 1–10.

2. V. Bykovsky, N. Kuznetsov, A. Vinogradov, Generalized summation formula for ingomogeneous convolution. — International conference automorphic function and their application (27 June – 4 Jule, 1988), 18–64, Khabarovsk,.

3. A. I. Vinogradov, Spektral~noe razloßenie v raznyh verxinah. — Zap.

Nauqn. Semin. POMI 224 (1995), 129–146.

4. G. Shimura, Russkiæ perevod 1973, Introduction to the arithmetic theory of automorphic functions. 1971.

5. J.-M. Deshenillers, H. Jwaniec, Klostermann sums and Fourier coefficients of cusp-forms. — Inventiones Math. 70, No. 2 (1982), 218–288.

6. A. I. Vinogradov, Neodnorodnye svertki Rankina. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 226 (1996), 37–52.

7. H. Jwanice, Small eigenvalues of Laplacian for Γ0(N ). — Acta Arithmetica 56, No. 1 (1990), 65–82.

Vinigradov A. I. Comparison of the specrta. II.

The spectral Selberg conjecture is proved in a new version, i.e., for a congruence group with a nontrivial myltiplier.

Postupilo 27 noØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN