A. I. Generalov RAZMERNOST^ KRULL˚ KATEGORII MODULE` NAD NETEROVYMI SPRAVA POLUCEPNYMI KOL^CAMI

1. Vvedenie. Pust~ R – associativnoe kol~co s ediniceæ,

mod R – kategoriØ koneqno predstavimyh pravyh R-moduleæ.

Additivnyæ kontravariantnyæ funktor F : mod R → Ab, gde Ab – kategoriØ abelevyh grupp, nazyvaetsØ koneqno predstavimym, esli v kategorii (additivnyh) kontravariantnyh funktorov Fun ( (mod R)^{op} , Ab) suwestvuet toqnaØ posledovatel~nost~ vida (−, X) → (−, Y ) → F → 0, gde X, Y ∈ mod R, a takße dlØ kratkosti oboznaqaem (−, X) =

Hom_R(−, X). Qerez F oboznaqim polnu¸ podkategori¸ v Fun (( mod R)^{op} , Ab), sostoØwu¸ iz koneqno predstavimyh funktorov.

Izvestno, qto F – abeleva kategoriØ (sm. [1, s. 199]).

Govorim, qto kategoriØ mod R imeet razmernost~ KrullØ, esli dlØ fil~tracii KrullØ–GabrielØ (sm. [2]) {F_α} kategorii F suwestvuet ordinal γ takoæ, qto F_γ = F, a naimen~- xiæ takoæ ordinal nazyvaem razmernost~¸ KrullØ i oboznaqaem γ = K. dim (mod R).

Iz rezul~tatov [3] vytekaet, qto kol~co R imeet koneqnyæ tip predstavleniØ togda i tol~ko togda, kogda K. dim (mod R) = 0, t.e. l¸boæ koneqno predstavimyæ funktor F ∈ F imeet koneqnu¸ dlinu. DlØ ruqnyh nasledstvennyh algebr v [4] dokazano, qto K. dim (mod R) = 2. Takim obrazom, v fftom sluqae imeetsØ fil~traciØ KrullØ–GabrielØ

0 = F_{−1} ⊂ F_0 ⊂ F_1 ⊂ F_2 = F,

gde F_{i+1}/F_i – podkategoriØ ob¨ektov koneqnoæ dliny v faktorkategorii F/F_i. S drugoæ storony, dlØ mnogih klassov koneqnomernyh algebr (kak “dikih”, tak i “ruqnyh”) pokazano, qto razmernost~ KrullØ sootvetstvu¸wih kategoriæ moduleæ ne suwestvuet (sm. [2]). 73

74 A. I. GENERALOV

Cel~ nastoØweæ raboty – dokazatel~stvo sledu¸wego osnovnogo rezul~tata.

Teorema 1.1. DlØ neterova sprava polucepnogo kol~ca R, ne ØvlØ-

¸wegosØ artinovym, K. dim (mod R) = 1.

Zametim, qto artinovo polucepnoe kol~co R imeet koneqnyæ tip predstavleniØ, i v fftom sluqae K. dim (mod R) = 0.

2. Predvaritel~nye svedeniØ. Pust~ R – (dvustoronne) po-

lucepnoe neterovo sprava kol~co, ne ØvlØ¸weesØ artinovym. Qerez ind R oboznaqim mnoßestvo predstaviteleæ klassov izomorfnyh nerazloßimyh pravyh R-moduleæ. L¸boæ modul~ iz

ind R ØvlØetsØ cepnym [5]. Obyqno my otoßdestvlØem modul~ iz ind R i klass izomorfnyh emu moduleæ. Krome togo, budem dopol-

nitel~no predpolagat~, qto R dvustoronne nerazloßimo. Vvidu rezul~tatov [6–8] (sm. takße [9, teorema 2.11]) takoe kol~co R Morita-ffkvivalentno odnomu iz kolec sledu¸wih tipov:

(A) H_m(V ) = V V . . . V p V . . . V . . . . . . . . . . . . p p . . . V ⊂ Mm(V ), (2.1) gde m – natural~noe qislo, V – lokal~naØ (ne obØzatel~no kommutativnaØ) oblast~ celostnosti s maksimal~nym idealom p; v fftom sluqae R ØvlØetsØ polusoverxennym hnp-kol~com; (B) ( H Z 0 B ) , (2.2)

gde H = H_m(V ), B – nerazloßimoe artinovo polucepnoe kol~co, Z – nekotoryæ (H, B)-bimodul~ takoæ, qto Z_B koneqno poroßden. Pri fftom kol~co B imeet prostoæ proektivnyæ modul~ (sm. [10]).

Analogiqno sluqa¸ koneqnomernyh algebr (sm., naprimer, [11]) vvoditsØ ponØtie kolqana Auslendera–Raæten Γ_R kol~ca R. V qastnosti, korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ v mod R

η : 0 → A → B^σ→ C → 0 (2.3)

nazyvaetsØ AR-posledovatel~nost~¸, esli ona ne rasweplØetsØ, A, C ∈ ind R i vypolnØetsØ uslovie: dlØ l¸bogo neizomorfizma f: X → C, gde X ∈ ind R, suwestvuet gomomorfizm f^′ : X → B takoæ, qto σf^′ = f.

RAZMERNOST^ KRULL˚ KATEGORII MODULE` 75

V rabotah [12, 13] (sm. takße [14]) faktiqeski opisany (hotØ i na inom Øzyke) svØznye komponenty kolqana Γ_R dlØ neterova sprava polucepnogo kol~ca R. Pri fftom my poluqaem “teoremu suwestvovaniØ” AR-posledovatel~nosteæ: dlØ l¸bogo neproektivnogo nerazloßimogo pravogo R-modulØ C suwestvuet ARposledovatel~nost~, okanqiva¸waØsØ v C.

DlØ proizvol~noæ korotkoæ toqnoæ posledovatel~nosti η v

mod R vida (2.3) funktor Coker (−, σ) ∈ F oboznaqim qerez F_η.

Togda s ispol~zovaniem ukazannoæ vyxe teoremy suwestvovaniØ analogiqno sluqa¸ artinovyh algebr (sr. [3, 11]) dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 2.1. Pust~ R – neterovo sprava polucepnoe kol~co.

Funktor F ∈ F ØvlØetsØ prostym ob¨ektom v F togda i tol~ko togda, kogda vypolnØetsØ odno iz sledu¸wih usloviæ:

1) suwestvuet AR-posledovatel~nost~ η v mod R takaØ, qto F ≃ F_η; 2) suwestvuet nerazloßimyæ proektivnyæ pravyæ R-modul~ C takoæ, qto vloßenie α : Rad C → C induciruet toqnu¸ posledovatel~nost~ 0 → (−, Rad C) → (−, C) → F → 0. DlØ kol~ca R tipa (A) kolqan Γ_R sostoit iz dvuh komponent:

“stabil~noæ trubki” E_1 ranga m (sm. [15]), sostoØweæ iz nerazloßimyh periodiqeskih moduleæ, i, sledovatel~no, ime¸wih koneqnu¸ dlinu, a takße komponenty E_2, sostoØweæ iz nerazloßimyh proektivnyh moduleæ P_1, . . . , P_m, so strelkami P_{i+1} → P_i,

i = 1, . . . , m, sootvetstvu¸wimi vloßeniØm P_{i+1} ≃ Rad P_i ⊂ P_i

(indeks i opredelen po modul¸ m). DlØ kratkosti komponentu

E_2 nazyvaem okrußnost~¸ (dliny m).

DlØ kol~ca R tipa (B) kolqan Γ_R sostoit iz treh komponent iz stabil~noæ trubki E_1 ranga m (ona sostoit iz H-moduleæ koneqnoæ dliny), iz (koneqnoæ) komponenty E_3, izomorfnoæ kolqanu Auslendera–Raæten Γ_B kol~ca B, a takße iz nekotoroæ koneqnoæ komponenty E_2, kotoraØ sostoit iz moduleæ P_{ij}, raspredelennyh po k (k ¿ 2) “okrußnostØm” dliny m: . . . → P_{ij} → P_{i−1,j} → . . . , j = 1, . . . , k, (t.e. P_{ij} ≃ Rad P_{i−1,j}), pri fftom krome strelok, leßawih na fftih okrußnostØh, v E_2 ime¸tsØ strelki P_{ij} → P_{i,j−1} (i = 1, . . . , m;

76 A. I. GENERALOV

j = 2, . . . , k), sootvetstvu¸wie ffpimorfizmam s prostymi Ødra-

mi, leßawimi v E_3. Takim obrazom, kak i dlØ kolec tipa (A), sredniæ qlen l¸boæ AR-posledovatel~nosti soderßit ne bolee dvuh nerazloßimyh prØmyh slagaemyh. Moduli P_i = P_{ik},

i = 1, . . . , m, – ffto vse nerazloßimye proektivnye pravye R-

moduli, ne ime¸wie koneqnoæ dliny. Krome togo, moduli, leßawie na odnoæ i toæ ße okrußnosti v E_2 ime¸t odnu i tu ße “artinovu qast~” A_j = a(P_{ij}), j = 1, . . . , k, t.e. naibol~xiæ artinov podmodul~ v P_{ij}, pri fftom A_1 = 0, a moduli A_j, j > 1, leßat v E_3 i ime¸t dlinu l_R(A_j) = j − 1. Zametim, qto moduli Q_i = P_i/A_k ≃ P_{i1}, i = 1, . . . , m, sostavlØ¸t polnoe mnoßestvo poparno neizomorfnyh nerazloßimyh proektivnyh H-moduleæ.

Nakonec, v oboih sluqaØh nenulevye morfizmy suwestvu¸t tol~ko iz komponenty E_j (j > 1) v komponentu E_{j−1}. Krome togo, v sluqae (B) dlØ X ∈ E_1, Y ∈ E_3 imeem Hom_R(X, Y ) = 0 =

Hom_R(Y, X) i Ext^1_R(X, Y ) = 0 = Ext^1_R(Y, X).

Napomnim, qto funktor F ∈ Fun ( (mod R))^{op} , Ab) nazyvaetsØ koneqno poroßdennym, esli suwestvuet ffpimorfizm (−, M ) → F dlØ nekotorogo M ∈ mod R.

Predloßenie 2.2. Pust~ U – koneqno poroßdennyæ podfunktor

funktora (−, M ), gde M ∈ mod R. Togda U koneqno predstavim.

Dokazatel~stvo. Pust~ (−, N ) → U – nekotoryæ ffpimorfizm,

N ∈ (mod R). Po lemme `onedy suwestvuet R-gomomorfizm θ: N → M takoæ, qto inducirovannoe estestvennoe preobrazovanie (−, θ) sovpadaet s kompozicieæ (−, N ) → U → (−, M ). Pust~ K = Ker θ. Togda legko videt~, qto toqna posledovatel~nost~ 0 → (−, K) → (−, N ) → U → 0. Esli F ∈ F – koneqno predstavimyæ funktor, ØvlØ¸wiæsØ prostym ob¨ektom v F, to suwestvuet edinstvennyæ modul~ M ∈

ind R takoæ, qto F (M ) ≠ 0. Standartnym obrazom s pomow~¸

indukcii poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 2.3. Esli F ∈ F imeet koneqnu¸ dlinu (kak ob¨ekt v F),

to nositel~ F Supp F = {X ∈ ind R|F (X) ≠ 0} koneqen.

Dokazatel~stvo sledu¸wego fakta ØvlØetsØ upraßneniem na diagrammnyæ poisk i predostavlØetsØ qitatel¸.

RAZMERNOST^ KRULL˚ KATEGORII MODULE` 77

Lemma 2.4. Pust~ v abelevoæ kategorii A dan universal~nyæ kva-

drat J : A^{′ α0}−−−−→ B^′ f g A^α−−−−→ B. Togda:

a) fftot kvadrat moßet byt~ vloßen v sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu s toqnymi strokami i stolbcami 0

A^{′ α0}−−−−→ B^′ −−−−→ C^′ −−−−→ 0 f g A^α−−−−→ B^β−−−−→ C −−−−→ 0 h 0 −−−−→ A^{′′} −−−−→ B^{′′} −−−−→ C^{′′} −−−−→ 0

0 0 0

.

b)Pri fftom toqna posledovatel~nost~ 0 → A^′ ( −f α^0 ) −→ A ⊕ B^{′ (α,g)}−→ B^{hβ}−→ C^{′′} → 0. Polezno otmetit~, qto uslovie universal~nosti kvadrata J v Lemme 2.4 ravnosil~no toqnosti posledovatel~nosti iz Lemmy 2.4 b) v qlenah A^′ i A ⊕ B^′.

Predloßenie 2.5. Pust~ R – proizvol~noe kol~co, i pust~ v ka-

tegorii mod R dana diagramma, sostoØwaØ iz biuniversal~nyh kvadratov A^{′ α0}−−−−→ B^{′ β0}−−−−→ C^′ f g h A^α−−−−→ B^β−−−−→ C. (2.4)

78 A. I. GENERALOV

Pust~ η_1 (sootvetstvenno η_2) – korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~, sootvetstvu¸waØ levomu (sootvetstvenno pravomu) kvadratu v (2.4), a η – korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~, sootvetstvu¸waØ ob¨eml¸wemu kvadratu diagrammy (2.4). Togda v F imeet mesto korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~

0 → F_{η1} → F_η → F_{η2} → 0.

Dokazatel~stvo. Postroim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ dia-

grammu η : 0 −−−−→ A^′ ( β^0 α^0 −f ) −−−−−→ C^′ ⊕ A^{(h,βα)}−−−−→ C −−−−→ 0 α^0 1^{⊕α} ‖ ‖ ‖

η_2 : 0 −−−−→ B^′ ( β^0 −g ) −−−−→ C^′ ⊕ B^{(h,β)}−−−−→ C −−−−→ 0. (2.5)

Levyæ kvadrat fftoæ diagrammy biuniversalen, i moßno rassmotret~ sootvetstvu¸wu¸ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ η^′ : 0 → A^′ → B^′ ⊕ C^′ ⊕ A → C^′ ⊕ B → 0. PrimenØØ vloßenie kategoriæ Φ : mod R → F, Φ(M ) = (−, M ), k levomu kvadratu v (2.5), poluqim universal~nyæ kvadrat, kotoryæ, pol~zuØs~ Lemmoæ 2.4, vloßim v kommutativnu¸ diagrammu s toqnymi strokami (−, A^′) −−−−→ (−, C^′ ⊕ A) −−−−→ V_1 −−−−→ 0 k (−, B^′) −−−−→ (−, C^′ ⊕ B^′) −−−−→ V_2 −−−−→ 0, gde k – monomorfizm i Coker k ≃ F_η0 . Legko videt~, qto η^′ izomorfna prØmoæ summe korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ

η_1 ⊕ η_0, gde η_0 : 0 → 0 → C^{′ 1}C^0→ C^′ → 0, i potomu F_η0 ≃ F_{η1} . ˚s-

no, qto V_1, V_2 moßno rassmotret~ kak podfunktory v (−, C), pri fftom F_η ≃ (−, C)/V_1, F_{η2} ≃ (−, C)/V_2. Sledovatel~no, k induciruet ffpimorfizm φ : F_η → F_{η2} s Ødrom, izomorfnym Coker k ≃ F_{η1} .

RAZMERNOST^ KRULL˚ KATEGORII MODULE` 79

3. Dokazatel~stvo Teoremy 1.1 dlØ kol~ca R tipa (A). DlØ

polusoverxennogo hnp-kol~ca R utverßdenie Teoremy 1.1, povidimomu, ØvlØetsØ fol~klornym faktom. DlØ polnoty privedem ego dokazatel~stvo.

V fftom razdele vs¸du predpolagaetsØ, qto R ≃ H_m(V ) (sm. (2.1)). Qerez T_0 : F → F/F_0 oboznaqaem funktor lokalizacii; vvidu [16] on toqen i biektiven na ob¨ektah. ˚sno, qto dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo M ∈ ind R ob¨ekt T_0(−, M ) v

F/F_0 imeet koneqnu¸ dlinu.

Predloßenie 3.1. Esli S – prostoæ pravyæ R-modul~, to

T_0(−, S) – prostoæ ob¨ekt v F/F_0.

Dokazatel~stvo. Tak kak funktor (−, S) otliqen ot nulØ na bes-

koneqnom qisle nerazloßimyh koneqno poroßdennyh moduleæ, a imenno, dlØ moduleæ na trubke E_1, dopuska¸wih ffpimorfizm na S, to vvidu Lemmy 2.3 (−, S) ∉ F_0, t.e. T_0(−, S) ≠ 0. DlØ dokazatel~stva predloßeniØ teper~ dostatoqno ubedit~sØ, qto dlØ l¸bogo koneqno poroßdennogo podfunktora 0 ≠ U ⊂ (−, S) libo U , libo (−, S)/U imeet koneqnu¸ dlinu. Pust~ dan ffpimorfizm

φ : (−, X) → U ; moßno sqitat~, qto X ∈ ind R. Po lemme `onedy

suwestvuet R-gomomorfizm θ: X → S takoæ, qto (−, θ) sovpadaet s kompozicieæ iφ, gde i: U → (−, S) – vloßenie. ˚sno, qto θ – ffpimorfizm. Rassmotrim korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ v mod R: η : 0 −−−−→ K^j−−−−→ X^θ−−−−→ S −−−−→ 0. (3.1) Esli X ∈ E_1, to i K ∈ E_1. Togda poluqaem toqnu¸ posledovatel~nost~ v F: 0 −−−−→ (−, K)^{(−,j)}−−−−→ (−, X)^{(−,θ)}−−−−→ (−, S), priqem Im(−, θ) ≃ U . Iz rezul~tatov [12] sleduet, qto dlØ poqti vseh Y ∈ ind R toqna posledovatel~nost~ abelevyh grupp 0 −−−−→ (Y, K) −−−−→ (Y, X) −−−−→ (Y, S) −−−−→ 0. i sledovatel~no, dlØ poqti vseh Y ∈ ind R imeem (Coker i)(Y ) = 0. Tak kak Supp (Coker i) ⊂ E_1, to naædetsØ nenulevoæ ideal I v R, annuliru¸wiæ vse moduli iz Supp (Coker i). Tak kak R/I – artinovo polucepnoe kol~co (sm., naprimer, [17, Teorema 3.3]),

80 A. I. GENERALOV

to rassmatrivaØ Coker i na kategorii mod (R/I), poluqaem, qto

Coker i ≃ (−, S)/U imeet koneqnu¸ dlinu.

Predpoloßim teper~, qto v posledovatel~nosti (3.1) X ∈ E_2, t.e. X proektiven. Togda iz PredloßeniØ 2.1 sleduet, qto funktor U ≃ Coker (−, j) prost.

Predloßenie 3.2. Esli M ∈ E1, to T0(−, M ) imeet koneqnu¸

dlinu v F/F_0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim korotku¸ toqnu¸ posledovatel~-

nost~ η: 0 → N^α→ M^σ→ S → 0, gde modul~ S prost, a takße inducirovannu¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ 0 −−−−→ (−, N )^{(−,α)}−−−−→ (−, M )^{(−,σ)}−−−−→ (−, S) −−−−→ U −−−−→ 0. Tak kak otnositel~no η proektivny poqti vse Y ∈ ind R, to

Supp U koneqen, i analogiqno dokazatel~stvu PredloßeniØ 3.1

poluqaem, qto U ∈ F_0. Takim obrazom, v kategorii F/F_0 poluqaem toqnu¸ posledovatel~nost~ 0 −−−−→ T_0(−, N ) −−−−→ T_0(−, M ) −−−−→ T_0(−, S) −−−−→ 0. Teper~ s pomow~¸ PredloßeniØ 3.1 indukcieæ po dline l =

l_R(M ) dokazyvaetsØ, qto T_0(−, M ) imeet koneqnu¸ dlinu, rav-

nu¸ l.

Predloßenie 3.3. Esli P ∈ E2, to T0(−, P ) prost v F/F0.

Dokazatel~stvo. Iz opisaniØ komponenty E2 (sm. razdel 2) s

pomow~¸ Lemmy 2.1 poluqaem, qto (−, P ) soderßit strogo ubyva¸wu¸ cep~ podfunktorov: . . . ⊂ (−, Rad (Rad P )) ⊂ (−, Rad P ) ⊂

(−, P ), i potomu T_0(−, P ) ≠ 0. Dalee, pust~ i : U → (−, P )

– vloßenie nenulevogo koneqno poroßdennogo podfunktora U ,

φ : (−, Q) → U – nekotoryæ ffpimorfizm. Moßno sqitat~, qto

Q – nerazloßimyæ modul~. Pust~ θ: Q → P – R-gomomorfizm takoæ, qto (−, θ) = iφ. Togda Q proektiven, a θ – monomorfizm, i sledovatel~no, U ≃ (−, Q); krome togo, Coker θ ∈ E_1. Rassmotrim W = Coker (−, θ) ∈ F. Esli Coker θ – prostoæ modul~, to po Predloßeni¸ 2.1 W prost v F . V obwem sluqae indukcieæ po

l_R(Coker θ) dokazyvaem, qto W imeet koneqnu¸ dlinu.

Kak otmeqeno v naqale razdela, iz Predloßeniæ 3.2 i 3.3 vytekaet utverßdenie Teoremy 1.1 dlØ kol~ca R ≃ H_m(V ).

RAZMERNOST^ KRULL˚ KATEGORII MODULE` 81

4. Dokazatel~stvo Teoremy 1.1 dlØ kol~ca R tipa (B). Da-

lee vs¸du R oboznaqaet “treugol~noe” kol~co (_{H Z} 0 B ) (sm. (2.2)).

Srazu otmetim, qto dlØ M ∈ E_3 funktor (−, M ) leßit v F_0, tak kak dlØ X ∈ E_3Hom_R(X, M ) = Hom_B (X, M ).

Predloßenie 4.1. Pust~ S ∈ E1 – prostoæ modul~. Togda T0(−, S)

– prostoæ ob¨ekt v F/F_0.

Dokazatel~stvo. Tak kak Supp (−, S) beskoneqen, to T0(−, S) ≠ 0.

Dalee, rassmotrim kompozici¸ (−, X)^φ→ U^i→ (−, S), gde X ∈

ind R, φ – nenulevoæ ffpimorfizm, i – vloßenie. Pust~ θ: X → S –

ffpimorfizm takoæ, qto (−, θ) = iφ. Rassmotrim korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ η : 0 −−−−→ K^j−−−−→ X^θ−−−−→ S −−−−→ 0. (4.1) Esli X ∈ E_1, to analogiqno dokazatel~stvu PredloßeniØ 3.1 poluqaem, qto (−, S)/U imeet koneqnu¸ dlinu. Predpoloßim teper~, qto X ∈ E_2. Esli X = P_i (v oboznaqeniØh razdela 2), to iz PredloßeniØ 2.1 sleduet, qto U ≃ Coker (−, j) – prostoæ ob¨ekt v F. Esli ße X = P_{ij} ∈ E_2, j < k, to moßno postroit~ ARposledovatel~nost~, okanqiva¸wu¸sØ v X: η^′ : 0 −−−−→ K^{′ α0}−−−−→ X^′ ⊕ K^σ−−−−→ X −−−−→ 0. Ona sootvetstvuet sledu¸wemu biuniversal~nomu kvadratu K^{′ j0}−−−−→ X^′ ρ^0 ρ K^j−−−−→ X, t.e. α = (_{−j0} ρ^0 ) , σ = (ρ, j), gde ρ i ρ^′ – ffpimorfizmy s prostym Ødrom T = Ker ρ^′ ≃ Ker ρ, leßawim v E_3. �tot biuniversal~nyæ kvadrat privodit k sledu¸weæ kommutativnoæ diagramme s toqnymi strokami 0 −−−−→ (−, K^′) −−−−→ (−, X^′) −−−−→ U^′ −−−−→ 0 h 0 −−−−→ (−, K) −−−−→ (−, X) −−−−→ U −−−−→ 0,

82 A. I. GENERALOV

gde vvidu Lemmy 2.4 h – monomorfizm i Coker h ≃ F_η0 . Teper~ indukcieæ po n = k − l_R(a(X)) ustanavlivaem, qto U imeet koneqnu¸ dlinu.

Sledstvie 4.2. Pust~ dana korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~

v mod R vida (4.1), gde K, X ∈ E_2, S ∈ E_1. Togda Coker (−, j) ∈ F_0.

Dokazatel~stvo. Esli lR(S) > 1, to predstavim j v vide kompo-

zicii monomorfizmov K^α→ X^{′ β}→ X, gde X^′ = Rad X, β – vloßenie. Togda poluqaem korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ v F: 0 −→ Coker (−, α) −→ Coker (−, j) −→ Coker (−, β) −→ 0.

Iz dokazatel~stva PredloßeniØ 4.1 sleduet, qto funktor

Coker (−, β) ∈ F_0. Teper~ indukcieæ po l_R(S) poluqaem trebuemoe

utverßdenie.

Predloßenie 4.3. Esli M ∈ E1, to T0(−, M ) imeet koneqnu¸

dlinu v F/F_0.

Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu PredloßeniØ 3.2.

Predloßenie 4.4. Esli P ∈ E2 – nerazloßimyæ proektivnyæ

modul~, to T_0(−, P ) – prostoæ ob¨ekt v F/F_0.

Dokazatel~stvo. Analogiqno Predloßeni¸ 3.3 poluqaem, qto

T_0(−, P ) ≠ 0. Predpoloßim, qto ime¸tsØ morfizmy (−, X)^φ→

U^i→ (−, P ), gde φ – nenulevoæ ffpimorfizm, i – vloßenie, X ∈ ind R. Pust~ θ: X → P – R-gomomorfizm takoæ, qto (−, θ) =

iφ. Predpoloßim snaqala, qto X ∈ E_3. Poskol~ku nositel~

Supp (−, X) leßit v E_3, to (−, X) imeet koneqnu¸ dlinu, i sledo-

vatel~no, U takße imeet koneqnu¸ dlinu. Pust~ teper~ X ∈ E_2. Togda θ – monomorfizm, X proektiven i U ≃ (−, X). Togda poluqaem korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ 0 → X^θ→ P → M → 0, gde M ∈ E_1. Esli X = Rad P , to Coker (−, θ) prost po Predloßeni¸ 2.1. V obwem sluqae indukcieæ po dline l = l_R(M ) dokazyvaetsØ, qto (−, P )/U imeet koneqnu¸ dlinu, ravnu¸ l.

RAZMERNOST^ KRULL˚ KATEGORII MODULE` 83

Predloßenie 4.5. Rassmotrim biuniversal~nyæ kvadrat v J : a(X)^{j0}−−−−→ X ν^0 ν a(M )^j−−−−→ M, (4.2)

gde X, M ∈ E_2, j, j^′ – vloßeniØ, ν, ν^′ – ffpimorfizmy s prostym Ødrom T = Ker ν^′ = Ker ν. Postroim sootvetstvu¸wu¸ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ η : 0 −−−−→ a(X) −−−−→ a(M ) ⊕ X −−−−→ M −−−−→ 0. Togda T_0F_η – prostoæ ob¨ekt v F/F_0.

Dokazatel~stvo. Poloßim X^′ = Rad X, M^′ = Rad M . Togda moß-

no postroit~ diagrammu, sostoØwu¸ iz biuniversal~nyh kvadratov: a(X)^{β0}−−−−→ X^{′ α0}−−−−→ X ν^0 ν a(M )^β−−−−→ M^{′ α}−−−−→ M, (4.3)

gde α^′, α – vloßeniØ, αβ = j, α^′β^′ = j^′, priqem pravyæ kvadrat sootvetstvuet AR-posledovatel~nosti η̃, okanqiva¸weæsØ v M . Ispol~zuØ Predloßenie 2.5, poluqaem korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ v F: 0 −−−−→ F^′ −−−−→ F_η −−−−→ F^{′′} −−−−→ 0, gde F^′ sootvetstvuet levomu kvadratu v (4.3), a F^{′′} sootvetstvuet pravomu kvadratu v (4.3). Togda po Predloßeni¸ 2.1 F^{′′} prost v F. PrimenØØ predyduwee rassußdenie k F^′ vmesto F_η, po indukcii stroim beskoneqnu¸ strogo ubyva¸wu¸ cep~ podfunktorov v F_η. Takim obrazom, T_0F_η ≠ 0.

Dalee, pust~ U – koneqno poroßdennyæ podfunktor v F_η, i:

U → F_η – sootvetstvu¸wee vloßenie, φ : (−, N ) → U – nekoto-

ryæ nenulevoæ ffpimorfizm, gde N ∈ mod R. Vvidu proektivnosti funktora (−, N ) v kategorii F suwestvuet R-gomomorfizm

θ : N → M takoæ, qto ρ(−, θ) = iφ, gde ρ : (−, M ) → F_η –

kanoniqeskiæ ffpimorfizm. Rassmotrim razloßenie N =^S⊕_{t=1}N_t,

84 A. I. GENERALOV

gde N_t ∈ ind R, θ = (θ_1, . . . , θ_S ), θ_t : N_t → M . Esli opredelit~ U_t = φ(−, N_t), to Øsno, qto U = ∑ t U_t. Esli nekotoryæ

modul~ N_t leßit v E_3, to Im θ_t ⊂ a(M ), t.e. θ_t prohodit qerez

j : a(M ) → M , i potomu Im(−, θ_t) ⊂ Ker ρ. Sledovatel~no, soot-

vetstvu¸wee U_t = 0. Analogiqno, esli dlØ nekotorogo N_t, prinadleßawego E_2, Ker θ_t ≠ 0, to θ_t prohodit qerez ν : X → M , i sledovatel~no, U_t = 0. Tak kak U ≠ 0, to dlØ nekotorogo

t N_t ∈ E_2, a sootvetstvu¸wee θ_t – monomorfizm. Vvidu Sled-

stviØ 4.2 Coker (−, θ_t) imeet koneqnu¸ dlinu. Krome togo, suwestvu¸t ffpimorfizmy Coker (−, θ_t) → Coker (−, θ) → F_η/U , i potomu F_η/U takße imeet koneqnu¸ dlinu.

Sledstvie 4.6. Pust~ η – korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~,

sootvetstvu¸waØ biuniversal~nomu kvadratu J vida (4.2), v kotorom X, M ∈ E_2, j, j^′ – vloßeniØ, a ν : X → M – nekotoryæ ffpimorfizm. Togda T_0F_η imeet koneqnu¸ dlinu v F/F_0.

Dokazatel~stvo. Esli modul~ T = Ker ν ≃ Ker ν^′ ∈ E3 ne prost,

to postroim sledu¸wu¸ diagrammu, sostoØwu¸ iz biuniversal~nyh kvadratov, ob¨eml¸wiæ kvadrat kotoroæ sovpadaet s dannym kvadratom J : a(X)^{α0}−−−−→ a(X^′)^{β0}−−−−→ a(M )

X^α−−−−→ X^{′ β0}−−−−→ M ; (4.4)

zdes~ gorizontal~nye strelki izobraßa¸t estestvennye ffpimorfizmy, vertikal~nye strelki – vloßeniØ, priqem Ødro

Ker α^′ ≃ Ker α ⊂ T prosto, a T /Ker α ≃ Ker β. Po Predloße-

ni¸ 2.5 imeet mesto korotkaØ posledovatel~nost~ v kategorii

F : 0 → F^′ → F_η → F^{′′} → 0, gde F^′(F^{′′}) sootvetstvuet levomu

(pravomu) kvadratu v (4.4). Po Predloßeni¸ 4.5 T_0F^′ prost. Togda indukcieæ po l_R(T ) poluqaem, qto T_0F_η imeet koneqnu¸ dlinu.

Predloßenie 4.7. Pust~ M ∈ E2. Togda T0(−, M ) imeet koneqnu¸

dlinu v F/F_0.

Dokazatel~stvo. Esli M proektiven, to ffto utverßdenie so-

derßitsØ v Predloßenie 4.4. Esli ße M ne proektiven, to moß-

RAZMERNOST^ KRULL˚ KATEGORII MODULE` 85

no postroit~ biuniversal~nyæ kvadrat a(P )^{j0}−−−−→ P ν^0 ν a(M )^j−−−−→ M, gde P ∈ E_2 – proektivnyæ modul~, ν^′, ν – ffpimorfizmy, j, j^′ – vloßeniØ. Pust~ η – korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~, sootvetstvu¸waØ fftomu kvadratu, i postroim inducirovannu¸ posledovatel~nost~¸ η toqnu¸ posledovatel~nost~ 0 −→ (−, a(P )) −→ (−, a(M ) ⊕ P )) −→ (−, M ) −→ F_η −→ 0. PrimenØØ k neæ funktor T_0, poluqaem korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ v F/F_0: 0 −−−−→ T_0(−, P ) −−−−→ T_0(−, M ) −−−−→ T_0F_η −−−−→ 0, i trebuemoe utverßdenie sleduet iz PredloßeniØ 4.4 i SledstviØ 4.6.

Takim obrazom, iz Predloßeniæ 4.3 i 4.7 vytekaet utverßdenie Teoremy 1.1 dlØ kol~ca R tipa (B).

Literatura

1. M. Auslander, Coherent functors. In: Proc. of the Conf. on Categorical Algebra (La Jolla, 1965). Springer, 1966, pp. 189–231.

2. W. Geigle, Krull dimension and artin algebras. — Lect. Notes Math. 1177 (1986), 135–155.

3. M. Auslander, Representation theory of artin algebras, II. — Commun. Algebra 1, No. 4 (1974), 269–310.

4. W. Geigle, The Krull–Gabriel dimension of the representation theory of a tame hereditary artin algebras and applications to the structure of exact sequences. — Manuscr. Math. 54, No. 1/2 (1985), 83–106.

5. ı. A. Drozd, Ob obobwenno odnorØdnyh kol~cah. — Matem. zametki 18, No. 5 (1975), 705–710.

6. G. O. Michler, Structure of semi-pekfect hereditary noetherian rings. — J. Algebra 13, No. 3 (1969), 327–344.

7. V. V. Kiriqenko, Obobwenno odnorØdnye kol~ca. — Preprint IM-75-1, In-t Mat. AN USSR (1975), Kiev.

8. V. V. Kiriqenko, Obobwenno odnorØdnye kol~ca. — Matem. sb. 99, No. 4 (1976), 559–581.

9. S. Singh, Serial right noetherian rings. — Canad J. Math. 36, No. 1 (1984), 22–37.

86 A. I. GENERALOV

10. R. B. Warfield, Serial rings and finitely presented modules. — J. Algebra 37, No. 2 (1975), 187–222.

11. P. Gabriel, Auslander–Reiten sequences and representation-finite algebras. — Lect. Notes Math. 831 (1980), 1–71.

12. A. I. Generalov, Induktivno zamknutye sobstvennye klassy nad ograniqennymi hnp-kol~cami. — Algebra i logika 25, No. 4 (1986), 384–404.

13. A. I. Generalov, Sobstvennye klassy korotkih toqnyh posledovatel~- nosteæ nad neterovymi polucepnymi kol~cami. — V kn.: Kol~ca i moduli. Predel. teoremy teor. ver. Vyp.I. Leningrad, 1986, s. 87–102.

14. A. I. Generalov, Gruppy Grotendika i korotkie toqnye posledovatel~- nosti nad neterovymi kol~cami. — V kn.: Abelevy gruppy i moduli. Vyp.9. Tomsk, 1990, s. 7–30.

15. C. M. Ringel, Tame algebras and integral quadratic forms. — Lect. Notes Math., 1099 (1984).

16. P. Gabriel, Des catégories abeliennes. — Bull. Soc. Math. France 90, No. 3 (1962), 323–448.

17. D. Eisenbud and J. C. Robson, Hereditary noetherian prime rings. — J. Algebra 16, No. 1 (1970), 86–104.

Generalov A. I. Krull dimension of the module category over right noetherian serial rings.

For a right noetherian serial ring R which is not artinian, it is proved that the Krull dimension of the category of finitely generated right Rmodules equals one.

Postupilo 17 fevralØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet