E. V. Dybkova NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY GIPERBOLIQESKO` UNITARNO` GRUPPY DL˚ HOROXEGO FORMENNOGO KOL^CA NAD POLEM

Okolo 20 let nazad professorom Z. I. Boreviqem byla opublikovana seriØ stateæ po opisani¸ podgrupp lineænyh grupp nad kol~cami s pomow~¸ seteæ idealov. PredlagaemaØ rabota primenØet fftot podhod k izuqeni¸ rexetki podgrupp giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy, soderßawih vse diagonal~nye unitarnye matricy, nad xirokim klassom poleæ (po povodu opredeleniØ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy sm. [10, 11] i [6]). Kak i v sluqae polnoæ lineænoæ gruppy (sm. [1, 2]), kaßdaØ takaØ podgruppa okazyvaetsØ svØzannoæ s set~¸ idealov sootvetstvu- ¸wego porØdka, i v fftom smysle opisanie rexetki naddiagonal~nyh podgrupp ØvlØetsØ standratnym. DlØ simplektiqeskih, ortogonal~nyh i klassiqeskih unitarnyh grupp qetnyh razmernosteæ dokazyvaemaØ zdes~ teorema obobwaet sootvetstvu¸wie rezul~taty rabot [3–5, 8, 9]. Metodika naxego dokazatel~stva ves~ma blizka k rassußdeniØm, ispol~zovannym v [4] i [5], i v znaqitel~noæ mere otliqaetsØ ot ideæ rabot [8] i [9], gde suwestvenno ispol~zovana specifika lokal~nyh poleæ.

Dokazatel~stvo bol~xinstva vspomogatel~nyh utverßdeniæ ves~ma gromozdki i ime¸t qisto tehniqeskiæ harakter, pofftomu my ograniqivaemsØ ukazaniem shemy rassußdeniæ, opuskaØ detali. Ispol~zuemye bez rasxifrovki terminologiØ i oboznaqeniØ vzØty iz [6] i [7].

Naqnem s ob¨ØsneniØ togo, o kakih horoxih formennyh kol~cah zdes~ idet req~. Pust~ R – pole s invol¸cieæ^− (vozmoßno, trivial~noæ), λ – ego fflement, dlØ kotorogo λλ = 1. Napomnim (sm. [11], 5.2V), qto vse formennye kol~ca (R, Λ) v fftoæ situacii opisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom. Esli invol¸ciØ deæstvuet na R netrivial~no i R_0 – podpole nepodvißnyh otnositel~no invol¸cii fflementov, to R/R_0 – kvadratiqnoe rasxirenie i kaßdoe λ, udovletvorØ¸wee ukazannomu uslovi¸, odnoznaqno opredelØet formennyæ parametr Λ = αR_0 pri ne- 87

88 E. V. DYBKOVA

kotorom nenulevom α iz R (giperboliqeskie unitarnye gruppy U (2n, R, Λ) nazyva¸tsØ v fftom sluqae klassiqeskimi unitarnymi gruppami, vse oni soprØßeny meßdu soboæ v polnoæ lineænoæ gruppe GL(2n, R)). Esli invol¸ciØ na R trivial~na, to λ = ±1; pri charR ≠ 2 l¸boe iz dvuh znaqeniæ λ odnoznaqno opredelØet formennyæ parametr: Λ = 0 pri λ = 1 (gruppa U (2n, R, Λ) v fftom sluqae ØvlØetsØ ortogonal~noæ gruppoæ qetnoæ razmernosti) i Λ = R pri λ = −1 (zdes~ U (2n, R, Λ) – simplektiqeskaØ gruppa). Sloßnee delo obstoit s trivial~noæ invol¸cieæ pri charR = 2 – v fftom sluqae λ = 1 i vse vozmoßnye formennye parametry Λ – ffto razliqnye R^2-podprostranstva polØ R; takim obrazom, v fftoæ situacii krome ortogonal~noæ gruppy U (2n, R, 0) i simplektiqeskoæ gruppy U (2n, R, R) voznikaet celaØ seriØ promeßutoqnyh giperboliqeskih unitarnyh grupp (sleduØ D~edonne, Han i O’Mira v [11] nazyva¸t ih defektivnymi ortogonal~nymi gruppami). Formennoe kol~co (R, Λ) nad polem R my nazyvaem horoxim, esli dlØ nego vypolneno hotØ by odno iz sledu¸wih treh usloviæ:

1) Λ = 0 ili 2) invol¸ciØ na R netrivial~na ili 3) charR ≠ 2.

GovorØ drugimi slovami, iz vseh giperboliqeskih unitarnyh grupp nad polØmi za predelami naxego rassmotreniØ ostalis~ simplektiqeskaØ gruppa nad polem harakteristiki 2 i defektivnye ortogonal~nye gruppy.

Sformuliruem teper~ sam rezul~tat.

Teorema. Pust~ (R, Λ) – horoxee formennoe kol~co nad polem R

i R_0 – ego podpole fflementov, ne menØemyh invol¸cieæ, priqem card R ¿ 13 i card R_0 ¿ 7. Togda dlØ l¸boæ podgruppy H giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy U (2n, R, Λ), soderßaweæ vse diagonal~- nye unitarnye matricy (Δ 6 H 6 U ), naædetsØ takaØ edinstvennaØ toqnaØ D-set~ idealov σ porØdka 2n, qto H zakl¸qena meßdu nadfflementarnoæ setevoæ podgruppoæ i normalizatorom obyqnoæ setevoæ podgruppy v U , sootvetstvu¸wimi fftoæ seti:

U_0(σ) 6 H 6 N_U (σ).

My naqnem dokazatel~stvo teoremy s postroeniØ maksimal~- noæ toqnoæ D-seti, fflementarnaØ setevaØ podgruppa kotoroæ soderßitsØ v dannoæ naddiagonal~noæ podgruppe. DlØ fftogo pri

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 89

l¸boæ podgruppe H gruppy U poloßim Γ_i = {α ∈ R ∩ Λ_i | T_{i,−i}(α) ∈ H} i rassmatrim nabor iz (2n)^2 podmnoßestv kol~ca R σ_{ij} = {α ∈ R | T_{ij}(α) ∈ H} pri i ≠ ±j, σ_{i,−i} = ∑ k≠±i σ_{ik} σ_{k,−i} + ⟨Γ_i⟩ i σ_{ii} = R (vse vstreqa¸wiesØ zdes~ indeksy prinadleßat mnoßestvu Ω = {1, . . . , n, −n, . . . , −1}). Lemma 1. Pust~ R – pole s invol¸cieæ, (R, Λ) – horoxee for-

mennoe kol~co nad fftim polem i card R ¿ 3. Esli H – podgruppa U , normalizuemaØ vsemi diagonal~nymi unitarnymi matricami, to postroennyæ vyxe nabor σ = (σ_{ij}) – toqnaØ D-set~ idealov porØdka 2n v (R, Λ) i EU (σ) 6 H. Esli τ = (τ_{ij}) – drugaØ toqnaØ set~, dlØ kotoroæ U (τ ) 6 H, to τ_{ij} 6 σ_{ij} pri vseh indeksah i i j (drugimi slovami, ukazannaØ set~ σ ØvlØetsØ edinstvennoæ maksimal~noæ sredi vseh toqnyh, q~i fflementarnye setevye podgruppy soderßatsØ v H).

DokazyvaetsØ ffta lemma neposredstvennoæ proverkoæ s ispol~zovaniem kommutacionnyh sootnoxeniæ dlØ unitarnyh transvekciæ (sm., naprimer, [10]). EdinstvennaØ trudnost~ voznikaet s ustanovleniem sledu¸wego fakta: esli α ∈ σ_{i,−i} ∩ Λ_i, to α ∈ Γ_i. DlØ Λ = 0 fftot fakt oqeviden, a v ostal~nyh sluqaØh dostatoqno ispol~zovat~ ravenstvo Λ = Λ_{min} dlØ horoxego formennogo kol~ca.

Dalee my pokaßem, qto imenno postroennaØ tol~ko qto set~ σ obladaet vsemi ukazannymi v formulirovke teoremy svoæstvami, no snaqala rassmotrim sluqaæ n = 1. V sluqae proizvol~- nogo polØ s invol¸cieæ proizvedenie N (α) = αα dlØ vsØkogo α iz R my budem nazyvat~ normoæ fftogo fflementa. Mul~tiplikativnaØ gruppa norm vseh nenulevyh fflementov oboznaqena qerez T (takim obrazom, T = R^{∗2}, esli invol¸ciØ na R trivial~na).

Lemma 2. Pust~ formennoe kol~co (R, Λ) udovletvorØet vsem

usloviØm teoremy i Δ(2, R, Λ) 6 H 6 U (2, R, Λ). Togda dlØ associirovannoæ s H v silu lemmy 1 toqnoæ D-seti σ ime¸tsØ vkl¸- qeniØ U_0(σ) 6 H 6 N_U (σ).

90 E. V. DYBKOVA

Dokazatel~stvo. Naxe utverßdenie trivial~no pri Λ = 0, po-

skol~ku v fftom sluqae imeetsØ tol~ko 2 naddiagonal~nye podgruppy Δ i U (sm. [11], 5.3A) i dlØ edinstvennoæ toqnoæ D-seti

σ_1 = ( R 0 0 R ) vypolneny ravenstva U_0(σ_1) = Δ i N_U (σ_1) = U .

Pri Λ ≠ 0 ne tol~ko σ_1, no i vse ostal~nye D-seti

σ_2 = ( R R 0 R ) , σ_3 = ( R 0 R R ) , σ_4 = ( R R R R ) toqny, priqem utverßdenie lemmy oqevidno, esli σ sovpadaet s odnoæ iz fftih treh seteæ. Pofftomu nam dostatoqno dokazat~ monomial~nost~ l¸boæ naddiagonal~noæ gruppy, ne soderßaweæ netrivial~nyh transvekciæ.

Deæstvu¸wu¸ na R invol¸ci¸ moßno sqitat~ netrivial~- noæ – inaqe naxe utverßdenie sleduet iz [12] (teorema 1). ProvedØ pri neobhodimosti skffæling formennogo kol~ca (sm. [11], primer 4 iz 5.1. S), budem sqitat~ λ = 1 i Λ = R_0. Esli H associirovana s set~¸ σ_1 i nemonomial~na, to ona soderßit proizvedenie T_{−1,1}(α)T_{1,−1}(β) = x(αβ) pri nekotoryh nenulevyh α, β ∈ R_0, αβ ≠ −1 (kaßdaØ iz transvekciæ fftogo proizvedeniØ gruppe H, koneqno, ne prinadleßit). DlØ beskoneqnogo polØ R naxe utverßdenie legko sleduet iz teoremy 1 i predloßeniØ 3 [12]: dostatoqno zametit~, qto x(α, β) prinadleßit pereseqeni¸ H ∩ SL(2, R_0), soderßawemu vse matricy d_1(θ) pri θ ∈ R^∗_0. SqitaØ dal~xe pole R koneqnym, uqtem, qto v fftoæ situacii T = R^∗_0. Pri l¸bom θ ∈ R^∗ gruppe H prinadleßit matrica

X(θ) = x(α, β) d_1(θ) x^{−1}(α, β) = = θ ( 1 + αβ −^{αβ}_{N (θ)} (^1_{N (θ)} − 1)β

(1 −^1_{N (θ)} )α(1 + αβ)^{1+αβ}_{N (θ)} − αβ ) . Vnediagonal~nye fflementy fftoæ matricy ravny 0 tol~ko pri N (θ) = 1, a diagonal~nye obrawa¸tsØ v 0 pri N (θ) =^{αβ}_{1+αβ} i

N (θ) =^{1+αβ}_{αβ} sootvetstvenno. Takim obrazom, pri 2αβ ≠ −1 my moßem naæti takoe θ ∈ R^∗, qto ukazannaØ matrica X(θ) soderßit rovno odin nulevoæ fflement, iz qego legko sleduet naliqie v H netrivial~noæ transvekcii. V sluqae 2αβ = −1 (i charR ≠ 2) dostatoqno x(α, β) zamenit~ na d^{−1}_1 (^1_2 (θ + θ^{−1}))X(θ), vybrav nenulevoæ θ, dlØ kotorogo N (θ)^4 ≠ 1 (ffto vozmoßno iz-za usloviØ card R_0 > 5). Lemma 2 dokazana.

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 91

Edinstvennost~ toqnoæ D-seti, dlØ kotoroæ U_0(σ) 6 H 6 N_U (σ), vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ o setØh proizvol~- nogo porØdka, spravedlivogo ne tol~ko dlØ horoxih formennyh kolec.

Lemma 3. Pust~ (R, Λ) – formennoe kol~co nad telom R i

card R ¿ 5. Esli dlØ nekotoryh indeksov i ≠ j i α iz R unitarnaØ transvekciØ T_{ij} (α) soderßitsØ v normalizatore N_U (σ) nekotoroæ D-setevoæ podgruppy U (σ), to ffta transvekciØ soderßitsØ v EU (σ). DlØ dokazatel~stva dostatoqno ispol~zovat~ kommutacionnye sootnoxeniØ i primer iz 6.1.A v [11].

Itak, pri n = 1 naxa teorema polnost~¸ dokazana. Pri ustanovlenii vkl¸qeniØ H 6 N_U (σ) dlØ n > 1 my ispol~zuem formuliruemoe niße sledstvie lemmy, dokazannoæ v [7].

Lemma 4. Pust~ (R, Λ) – formennoe kol~co, priqem R – pole i

card R ¿ 5, σ – toqnaØ D-set~ v (R, Λ), matrica a prinadleßit gruppe U . Togda a prinadleßit N_U (σ) togda i tol~ko togda, kogda pri vseh indeksah i, j, k, l vypolnØ¸tsØ vkl¸qeniØ a_{ik} σ_{kl} a^′_{lj} 6 σ_{ij}. Privodimye dalee neskol~ko lemm pomogut nam v dal~neæxem proverit~ vypolnenie vkl¸qeniæ lemmy 4. PervaØ iz nih analogiqna lemme 6 iz [5] i lemme 5 iz [4], ee dokazatel~stvo my opuskaem.

Lemma 5. Pust~ (R, Λ) – formennoe kol~co, priqem R – pole i

card R ¿ 5. Esli H – podgruppa U , normalizuemaØ gruppoæ Δ, a – matrica iz fftoæ podgruppy i dlØ nekotorogo indeksa r imeem a_{rj} = 0 pri vseh j ≠ r, to dlØ vseh i ≠ ±r transvekcii T_{ir} (a_{ir}) leßat v H.

Sledu¸wie tri utverßdeniØ perenosØt na unitarnu¸ situaci¸ sootvetstvu¸wie fakty, ustanovlennye v [4] dlØ ortogonal~noæ gruppy pri charR ≠ 2 (sm. predloßeniØ 2, 3 i lemmu 9); dokazatel~stvo pri fftom, koneqno, suwestvenno usloßnØetsØ.

Lemma 6. Pust~ (R, Λ) – formennoe kol~co, priqem R – pole i

card R ¿ 7. Esli Δ 6 H 6 U , a ∈ H i dlØ nekotoryh indeksov

92 E. V. DYBKOVA

r i k fflement a_{rk} raven nul¸, to pri vseh i ≠ ±r transvekcii T_{ir}(a_{ik} a^′_{kr}) i T_{ir} (a_{i,−k} a^′_{−k,r}) prinadleßat H.

Dokazatel~stvo provoditsØ v neskol~ko xagov, ostanovimsØ na osnovnyh momentah; qerez b(θ) oboznaqena matrica b(θ) = ad_{−k}(θ) a^{−1}. 1) a_{r,−k} a^′_{−k,r} = 1 – matrica c(θ, –, η) = b(θ) d_r (–) b(η^{−1}) dlØ razliqnyh obratimyh θ i η, otliqnyh ot 1, i – =^{η(θ−1)}_{θ(η−1)} udovletvorØet usloviØm predyduweæ lemmy, dalee var~iruem θ i η. 2) a_{r,−k} = 0 – lemme 5 udovletvorØet b(θ). 3) a^′_{−k,r} = 0 – matrica b(θ) udovletvorØet uslovi¸ pervoæ qasti. 4) μ = a_{r,−k} a^′_{−k,r} ≠ 0, 1 i μ+μ ≠ 1 – pri θ =^{μ−1}_μ primenØem vtoru¸ qast~ k matrice b(θ). 5) μ + μ = 1 – pri θ, η ≠ 0, 1, −^μ , – =^{(θ−1)(ημ+μ)}_{(η−1)(θμ+μ)} i θ ≠ η matrica c(θ, –, η) udovletvorØet uslovi¸ lemmy 5 (zdes~ prihoditsØ rassmatrivat~ dva podsluqaØ μ /∈ R_0 i 2μ = 1 pri charR ≠ 2).

V sledu¸weæ lemme, kak i v [4], dlØ matricy a qerez Δ^{kl}_{ij} (a) oboznaqen ee minor 2-go porØdka Δ^{kl}_{ij} (a) = a_{ik} a_{jl} − a_{il}a_{jk}.

Lemma 7. Pust~ (R, Λ) – formennoe kol~co, priqem R – pole i

card R ¿ 7, Δ 6 H 6 U , a ∈ H. Predpoloßim, qto dlØ nekotoroæ qetverki indeksov i, r, k, l (r ≠ ±i, ±k) vypolneny sledu¸wie dva usloviØ

1) 6 fflementov a_{rl}, a_{r,−l}, a_{kl}, a_{k,−l}, a_{−k,l}, a_{−k,−l} matricy a otliqny ot 0 i

2) nenulevymi ØvlØ¸tsØ dva minora Δ^{l,−l}_{i,−r}(a) i Δ^{l,−l}_{k,−k}(a) fftoæ matricy.

Togda pri l¸bom α iz R transvekciØ T_{ir} (α) prinadleßit H.

OsnovnaØ ideØ dokazatel~stva ves~ma prosta: dlØ matricy b = b(θ) = ad_e(θ)a^{−1} pri vypolnenii usloviØ 1) fflement b_{rk} raven 0 libo pri N (θ) = 1, esli a_{rl} a^′_{lk} + a_{r,−l} a^′_{−l,k} = 0, libo tol~ko pri θ = 1, esli a_{rl} a^′_{lk} + a_{r,−l} a^′_{−l,k} ≠ 0 i N (a_{rl} a^′_{lk}) = N (a_{r,−l} a^′_{−l,k}), libo pri θ = 1 i ewe odnom znaqenii θ, ime¸wem neediniqnu¸ normu, v ostavxemsØ sluqae. Samo dokazatel~stvo vnov~ prihoditsØ delit~ na qasti, priqem naibolee trudoemkimi okazyva- ¸tsØ vyqisleniØ pri i = ±k. 1) N (a_{rl} a^′_{lk}) ≠ N (a_{r,−l} a^′_{−l,k}) ili N (a_{rl} a^′_{l,−k}) ≠ N (a_{r,−l} a^′_{−l,−k}) – vybiraem θ s neediniqnoæ normoæ, dlØ kotorogo b_{rk} ili b_{r,−k} obrawaetsØ v 0, i primenØem lemmu 6 k matrice b(θ) (pri i = ±k v osloßnennyh sluqaØh zamenØem a na T_{ri}(α)a dlØ podhodØwego α). Dalee sqitaem sootvetstvu¸wie pary norm odinakovymi (pri fftom uslovie na minory pozvolØet v

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 93

ostavxihsØ qastØh dokazatel~stva sqitat~ iskl¸qennym sluqaæ trivial~noæ invol¸cii dlØ charR = 2). 2) a_{rl} a^′_{lk} + a_{r,−l} a^′_{−l,k} = 0 ili a_{rl} a^′_{l−k} + a_{r,−l} a^′_{−l,−k} = 0 (ffta qast~ rassußdeniæ osobenno gromozdka pri i = ±k) – berem θ ≠ 0, 1 s ediniqnoæ normoæ i pri i ≠ ±k primenØem lemmu 6 k matrice b(θ), fftot ße priem goditsØ pri i = ±k, esli invol¸ciØ netrivial~na ili Λ = 0; v ostavxemsØ simplektiqeskom sluqae dlØ charR ≠ 2 osloßneniØ voznika¸t tol~ko pri a_{kl} a^′_{lk} = a_{k,−l} a^′_{−l,k} =^1_4 – v fftoæ situacii zamenØem a na b(η), podbiraØ η tak, qtoby b(η) udovletvorØla usloviØm pervoæ qasti dokazatel~stva pri l = k. Dalee sqitaem obe summy nenulevymi, qto v silu usloviæ na minory oznaqaet netrivial~nost~ invol¸cii. 3) a_{kl} a^′_{l,−k} + a_{k,−l} a^′_{−l,−k} = 0 ili a_{−k,l} a^′_{lk} + a_{−k,−l} a^′_{−l,k} = 0 – primenØem lemmu 6 k matrice b(θ) dlØ θ, ne prinadleßawego R_0 i ime¸wego ediniqnu¸ normu; v sluqae i = ±k zamenØem pri neobhodimosti a na T_{r,−i}(α)a dlØ podhodØwego α. Dalee obe summy sqitaem nenulevymi i polagaem μ = a_{kl} a^′_{lk} + a_{k,−l} a^′_{−l,k}. 4) μ + μ = 1 – snaqala pokazyvaem prinadleßnost~ H transvekciæ T_{r,±k}(α) dlØ l¸byh α iz R, rassmatrivaØ matricu b(θ)d_k(η)b(θ^{−1}) pri N (θ) = N (η) = 1 i primenØØ k neæ lemmu 6, a zatem fftu ße lemmu primenØem k odnomu iz proizvedeniæ T_{r,±k}(α)a dlØ podhodØxego α. 5) OstavxiæsØ sluqaæ – podbiraem θ s ediniqnoæ normoæ tak, qtoby matrica b(θ) udovletvorØla uslovi¸ pervoæ qasti dokazatel~stva pri l = k.

Lemma 8. Pust~ (R, Λ) – formennoe kol~co, priqem R – pole,

card R ¿ 13 i card R_0 ¿ 7, Δ 6 H 6 U . Esli dlØ nekotoroæ matricy a iz H i dlØ nekotoroæ troæki indeksov i, j, r (i ≠ ±j) 8 fflementov a_{±i,±r}, a_{±j,±r} fftoæ matricy otliqny ot 0, to transvekciØ T_{ij}(α) prinadleßit H pri vsØkom α.

Pri dokazatel~stve sqitaem, qto hotØ by odin iz minorov Δ^{r,−r}_{i,−i} (a) ili Δ^{r,−r}_{i,−j} (a) raven 0, – inaqe rabotaet lemma 7. RassmatrivaØ neskol~ko sluqaev, pokazyvaem, qto pri N (θ) ≠ 1 matrica b = b(θ) = ad_r(θ)a^{−1} udovletvorØet usloviØm lemmy 7 dlØ nekotoroæ qetverki indeksov. 1) Δ^{r,−r}_{i,−i} (a) = 0 – podbiraem θ tak, qtoby nenulevymi byli fflementy b_{j,±i}, b_{±i,±i} i minory Δ^{i,−i}_{i,−i}(b), Δ^{i,−i}_{i,−j}(b). 2) Δ^{r,−r}_{j,−j} (a) = 0 – obespeqivaem obratimost~ fflementov b_{−i,±j}, b_{±j,±j} i minorov Δ^{j,−j}_{j,−j}(b), Δ^{j,−j}_{i,−j} (b). 3) Oba minora Δ^{r,−r}_{i,−i} (a) i Δ^{r,−r}_{j,−j} (a) obratimy i Δ^{r,−r}_{i,−j} (a) = 0 – dobivaemsØ obratimosti

94 E. V. DYBKOVA fflementov b_{j,±j}, b_{±i,±j} i minorov Δ^{j,−j}_{i,−i} (b), Δ^{j,−j}_{i,−j} (b). Pristupim teper~ k neposredstvennoæ proverke vkl¸qeniæ lemmy 4. Pri k = l ih vypolnenie sleduet iz lemm 9 i 10.

Lemma 9. Pust~ (R, Λ) – formennoe kol~co, priqem R – pole,

card R ¿ 13 i card R_0 ¿ 7, Δ 6 H 6 U . Esli a ∈ H, to pri vseh indeksah i, j, k (i ≠ ±j) transvekciØ T_{ij}(a_{ik} a^′_{kj}) prinadleßit H.

Dokazatel~stvo pohoße na rassußdeniØ v predyduweæ lemme. 6 fflementov a_{ik}, a_{−i,k}. a_{−i,−k}, a_{jk}, a_{j,−k} i a_{−j,−k} moßno sqitat~ nenulevymi – inaqe utverßdenie libo trivial~no, libo sleduet iz lemmy 6; pri nenulevyh a_{i,−k} i a_{−j,k} primenØem lemmu 8. Dalee sqitaem a_{i,−k} a_{−j,k} = 0, rassmatrivaem matricu b = b(θ) = ad_k(θ) a^{−1} i podbiraem θ tak, qtoby b udovletvorØla usloviØm lemmy 7. DlØ fftogo dostatoqno sdelat~ nenulevymi b_{j,±j}, b_{±i,±j}, Δ^{j,−j}_{i,−i} (b) i Δ^{j,−j}_{i,−j} (b), esli libo a_{i,−k} = a_{−j,k} = 0, libo a_{i,−k} i Δ^{k,−k}_{i,−i} (a) otliqny ot 0, libo nenulevymi ØvlØ¸tsØ a_{−j,k} i Δ^{k,−k}_{j,−j} (a). Pri a_{i,−k} ≠ 0 i Δ^{k,−k}_{i,−i} (a) = 0 dostatoqno dobit~sØ obratimosti b_{j,±i}, b_{±i,±i}, Δ^{j,−j}_{j,−j}(b) i Δ^{j,−j}_{i,−j} (b), a pri a_{−j,k} ≠ 0 i Δ^{k,−k}_{j,−j} (a) = 0 – obratimosti b_{−i,±j}, b_{±j,±j}, Δ^{j,−j}_{j,−j}(b) i Δ^{j,−j}_{i,−j} (b). Lemma 10. Pust~ dlØ polØ R i formennogo kol~ca (R, Λ) vypol-

neny vse usloviØ teoremy, Δ 6 H 6 U i σ – associirovannaØ s H v silu lemmy 1 toqnaØ D-set~. Esli a ∈ H, to pri vseh indeksah i i k proizvedenie a_{ik} a^′_{k,−i} prinadleßit idealu σ_{i,−i}.

V dokazatel~stve sqitaem proizvedenie a_{ik} a^′_{k,−i} nenulevym,

n ¿ 2 i provodim indukci¸ po n. PredyduwaØ lemma i opre-

delenie seti pozvolØ¸t sqitat~ a^′_{kj} a_{jk} = a^′_{kj} a_{j,−k} = a^′_{−k,j} a_{jk} = 0 pri vseh j ≠ ±i, qto oznaqaet suwestvovanie r ≠ ±i, dlØ kotorogo a_{−r,k} = a_{−r,−k} = 0. Pofftomu v matrice b = b(θ) = ad_k(θ)a^{−1} dlØ l¸bogo θ imeem b_{sr} = 0 pri vseh s ≠ r i b_{−r,t} = 0 pri vseh t ≠ −r. Rassmatrivaem gruppu U^r unitarnyh matric porØdka 2n, u kotoryh vse vnediagonal~nye fflementy r-go stolbca i (−r)-oæ stroki nulevye, i ee gomomorfizm φ^r , vyqerkiva¸wiæ stroki i stolbcy s nomerami ±r, v gruppu U (2n − 2, R, Λ). PonØtno, qto H^r = φ^r(U^r ∩H) soderßit Δ(2n−2, R, Λ); v silu lemmy 1 s H^r associirovana nekotoraØ toqnaØ D-set~ τ porØdka 2n−2. S drugoæ storony, estestvennym obrazom voznikaet drugaØ (ne obØzatel~- no toqnaØ) D-set~ σ^r porØdka 2n − 2, poluqa¸waØsØ iz σ vyqer-

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 95

kivaniem strok i stolbcov s nomerami ±r. Ispol~zuØ predyduwu¸ lemmu i toqnost~ τ , ustanavlivaem vkl¸qenie τ_{lj} ⊆ σ_{lj} pri vseh l i j, otliqnyh ot ±r. Po indukcionnomu predpoloßeni¸ b_{ii} b^′_{i,−i} ∈ τ_{i,−i} – ostaetsØ vybrat~ θ tak, qtoby oba somnoßitelØ byli nenulevymi.

Zakanqivaet dokazatel~stvo naxeæ teoremy proverka ostavxihsØ vkl¸qeniæ.

Lemma 11. Esli pole R, formennoe kol~co (R, Λ) i gruppa H udo-

vletvorØet usloviØm teoremy, σ – associirovannaØ s H v silu lemmy 1 toqnaØ D-set~ i a ∈ H, to pri vseh i, j, k, l ime¸tsØ vkl¸qeniØ a_{ik} σ_{kl} a^′_{lj} ⊆ σ_{ij}.

V dokazatel~stve dlØ nenulevogo σ_{kl} dostatoqno primenit~ lemmu 9 ili lemmu 10 k matricam aT_{kl}(α)a^{−1} i a d_k(θ) T_{kl}(α)a^{−1}, vzØv netrivial~nu¸ transvekci¸ T_{kl}(α) iz H, esli k ≠ ±l ili k = −l pri nenulevom Λ, i razliqnye obratimye θ. DlØ Λ = 0 i σ_{k,−k} = R nahodim r ≠ ±k, pri kotorom σ_{kr} = σ_{r,−k} = R, vybiraem indeks l tak, qtoby proizvedenie a^′_{rl} a_{lr} bylo obratimym, a zatem ispol~zuem vkl¸qeniØ a_{ik} σ_{kr} a^′_{rl} ⊆ σ_{il} i a_{lr} σ_{r,−k} a^′_{−k,j} ⊆ σ_{lj} .

Teorema polnost~¸ dokazana. Dobavim k skazannomu, qto dlØ l¸boæ toqnoæ D-seti σ nad telom podgruppa U_0(σ) normal~na v N_U (σ). Pri Λ ≠ 0 ffto oqevidno, poskol~ku U_0(σ) sovpadaet s U (σ) v silu teoremy 2 iz [6]. Pri Λ = 0 po fftoæ ße teoreme gruppa U (σ) sovpadaet s proizvedeniem U_0(σ) i svoeæ abelevoæ podgruppy F (σ), poroßdennoæ matricami h_k dlØ indeksov, udovletvorØ¸wih uslovi¸ σ_{k,−k} = σ_{−k,k} = R. Po teoreme 1 iz [7] gruppa N_U (σ) takße predstavima v vide proizvedeniØ – podgruppy U (σ) i podgruppy P (σ), sostoØweæ iz vseh soderßawihsØ v N_U (σ) monomial~nyh unitarnyh matric. Poskol~ku F (σ) soderßitsØ v P (σ), spravedlivo ravenstvo N_U (σ) = U_0(σ) P (σ) – ostaetsØ zametit~, qto P (σ) normalizuet U_0(σ). Faktor-gruppa U (σ)/U_0(σ) v ortogonal~nom sluqae vyqislena v [6] (sm. teoremu 3). Faktor-gruppa N_U (σ)/U (σ) v obwem sluqae moßet byt~ opisana s pomow~¸ podstanovok (teorema 2 iz [7]): N_U (σ)/U (σ) ∼= Π(σ)/Σ(σ), gde Π(σ) – gruppa podstanovok π na mnoßestve Ω, dlØ kotoryh π(−i) = −π(i) pri l¸byh i i σ^π = σ, a Σ(σ) – podgruppa π, udovletvorØ¸wih uslovi¸ σ_{π(i),i} = σ_{i,π(i)} = R pri vseh i. S pomow~¸

96 E. V. DYBKOVA

podstanovok moßno opisat~ i faktor-gruppu N_U (σ)/U_0(σ) v ortogonal~nom sluqae – ona izomorfna Π(σ)/Σ_0(σ), gde podstanovki iz Σ_0(σ) ne tol~ko perevodØt v sebØ kaßdyæ klass ffkvivalentnosti, opredelØemoæ set~¸ σ, no k tomu ße koliqestvo poloßitel~nyh fflementov, prevrawa¸wihsØ v otricatel~nye, qetno dlØ kaßdogo samosoprØßennogo klassa.

Literatura

1. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

2. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Tr. MIAN SSSR 148 (1978), 43–57.

3. Z. I. Boreviq, S. L. Krupeckiæ, Podgruppy unitarnoæ gruppy, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 86 (1979), 19–29.

4. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp. — Sib.

matem. ß. 29:3 (1988), 12–25.

5. N. A. Vavilov, E. V. Dybkova, Podgruppy polnoæ simplektiqeskoæ gruppy, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LO- MI 103 (1980), 31–47.

6. E. V. Dybkova, O setevyh podgruppah v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe. — Algebra i analiz 9, No. 4 (1997), stranicy 79–86.

7. E. V. Dybkova, O soprØßennosti setevyh podgrupp v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe nad polem. — Vestn. S.–Peterburg. un–ta Ser. 1, No. 4 (1997), stranicy 6–8.

8. S. L. Krupeckiæ, O podgruppah unitarnoæ gruppy nad lokal~nym polem.

— Zap. nauqn. semin. LOMI 94 (1979), 81–103.

9. S. L. Krupeckiæ, O podgruppah unitarnoæ gruppy nad diadiqeskim lokal~nym polem. — Zap. nauqn. semin. LOMI 103 (1980), 79–89.

10. A. J. Hahn, O. T. O’Meara, The Classical Groups and K-Theory. Splinger, Berlin et al., 1989, 576p.

11. A. Bak, N. A. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups. I. Elementary subgroups. — Bielefeld, 44p. (to appear).

12. O. King, Subgroups of the special linear group containing the diagonal subgroup.

— J. Alg. 132 (1990), 198–204.

Dybkova E. V. Overdiagonal subgroups of the hyperbolic unitary group for a good form ring over a field.

In the hyperbolic unitary group over a field the lattice of subgroups containing

all diagonal unitary matrices, has the standard description. The corresponding form

ring has to satisfy some conditions, in particular for fields of characteristic 2 we don’t

consider the symplectic group and the defective orthogonal groups.

Postupilo 21 maØ 1997 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet