V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e ZADAQA POGRUȷENI˚ S METABELEVYM ˚DROM

Pust~ K/k – rasxirenie Galua s gruppoæ F i 1 → B → G^φ→ F → 1 rasxirenie koneqnyh grupp. Rassmotrim zadaqu pogrußeniØ (K/k, G, φ), (1) kotoraØ sostoit v postroenii rasxireniØ Galua (algebry Galua) L nad polem k s gruppoæ G, priqem ograniqenie avtomorfizmov g ∈ G na podpole K sovpadaet s φ(g). V nastoØweæ rabote my budem predpolagat~, qto K/k – p-rasxirenie, t.e. F – p-gruppa i Ødro B zadaqi pogrußeniØ ØvlØetsØ metabelevoæ gruppoæ, t.e. gruppoæ, kommutant kotoroæ abelev.

Pust~ B_0 = B ⊃ B_1 ⊃ . . . ⊃ B_n ⊃ . . . – ubyva¸wiæ pcentral~nyæ rØd gruppy B, t.e. posledovatel~nost~ podgrupp, kotoraØ stroitsØ po sledu¸wemu pravilu: B_1 = [B, B]B^p, . . . , B_n = [B_n�_1, B]B^p_n�_1, . . . , gde [B_n�_1, B] oznaqaet podgruppu gruppy B_n�_1, poroßdennu¸ vzaimnymi kommutatorami, t.e. fflementami [b_n�1, b], gde b_n�1 ∈ B_n�1, b ∈ B.

˚sno, qto vse podgruppy B_n normal~ny v G. Krome togo, tak kak B – koneqnaØ gruppa, to posledovatel~nost~ podgrupp B_n stabiliziruetsØ, t.e. suwestvuet nomer m takoæ, qto B_m = B_{m+1}. Poloßim B_m = C i G/C = H. Zametim, qto faktorgruppa B/C ØvlØetsØ p-gruppoæ. Krome togo, H – maksimal~naØ faktorgruppa gruppy G, ØvlØ¸waØsØ p-gruppoæ, toqnee, esli C_1 – normal~naØ podgruppa v G, soderßawaØsØ v C takaØ, qto G/C_1 – p-gruppa, to C_1 sovpadaet s C.

Rassmotrim zadaqu pogrußeniØ (K/k, H, φ1), (2) Rabota podderßana fondom RFFI (grant No. 96-01-00854). 97

98 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E gde φ_1 – estestvennyæ gomomorfizm gruppy H na F . V nastoØweæ rabote budet pokazano, qto pri sdelannyh predpoloßeniØh (F – p-gruppa i B – metabeleva gruppa) zadaqi (1) i (2) ffkvivalent- ny. Dokaßem snaqala teoretiko-gruppovu¸ lemmu.

Lemma. Rasxirenie 1 → C → G → H → 1 poluprØmoe. Dokazatel~stvo. Pust~ Gp – nekotoraØ silovskaØ p-podgruppa

gruppy G, togda C_p = C ∩ G_p – silovskaØ podgruppa gruppy C. Pokaßem, qto C_p – abeleva gruppa. Pust~ D – maksimal~naØ podgruppa abelevoæ gruppy B/[B, B], porØdok kotoroæ vzaimno prost s p, i D – ee polnyæ proobraz v B. Tak kak silovskaØ ppodgruppa gruppy D soderßitsØ v [B, B], to ona abeleva, t.k. B metabeleva. OstaetsØ zametit~, qto po postroeni¸ C ⊂ D.

Pust~ G – prØmoe proizvedenie grupp G i G_p s ob¨edinennoæ faktorgruppoæ H. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu s estestvennymi gomomorfizmami 1 1

C C

1 −−−−→ C_p −−−−→ G^ψ−−−−→ G −−−−→ 1 ‖ ‖ ζ φ2 1 −−−−→ C_p −−−−→ G_p −−−−→ H −−−−→ 1 .

1 1

(3)

Zametim, qto rasxirenie 1 → C_p → G_p → G_p → 1, gde G_p – silovskaØ p-podgruppa gruppy G, rasweplØetsØ, sledovatel~no, po teoreme Gax¸ca rasweplØetsØ i rasxirenie 1 → C_p → G_p → G → 1,

ZADAQA POGRUȷENI˚ S METABELEVYM ˚DROM 99 t.e. suwestvuet vloßenie μ : G → G takoe, qto ψμ = id. KompoziciØ ζμ – gomomorfizm gruppy G v G_p. Zametim, qto obraz gomomorfizma ζμ ØvlØetsØ p-gruppoæ, a ego Ødro soderßitsØ v podgruppe C, sledovatel~no, obraz ζμ izomorfen H. Lemma dokazana.

Dokaßem teper~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty.

Teorema 2. Zadaqi pogrußeniØ (1) i (2) ffkvivalentny. Dokazatel~stvo. Pust~ razrexima zadaqa (1). Zametim, qto za-

daqa (2) ØvlØetsØ soputstvu¸weæ zadaqeæ pervogo roda dlØ zadaqi (1), sledovatel~no, ona razrexima.

Obratno, pust~ razrexima zadaqa (2) i L – nekotoroe ee rexenie. Zametim, qto L moßet byt~ kak polem, tak i algebroæ Galua. Esli L – pole, to po lemme zadaqa pogrußeniØ (L/k, G, φ_2) poluprØmaØ, sledovatel~no, razrexima (sm. [1], teorema 1. 9). Esli L – algebra Galua i L_0 – pole-Ødro s gruppoæ H_0, to H_0 ØvlØetsØ podgruppoæ H. Oboznaqim qerez G_0 polnyæ proobraz gruppy H_0 v G otnositel~no gomomorfizma φ_2. Pust~ φ_0 – ograniqenie φ_2 na G_0, togda zadaqi pogrußeniØ (L/k, G, φ_0) i (L_0/k, G_0, φ_0) ffkvivalentny (sm. [1], §6, gl. 1).

Zametim, qto gruppa G_0 – poluprØmoe rasxirenie podgruppy C s pomow~¸ H_0. Deæstvitel~no, pust~ μ – vloßenie H → G, takoe, qto φ_2μ = id, togda podgruppa μ(H) ∩ G_0 izomorfna H_0 i ne peresekaetsØ s C. Takim obrazom, zadaqa (L_0/k, G_0, φ_0) poluprØmaØ, sledovatel~no, razrexima. OstaetsØ zametit~, qto razreximy zadaqi (L/k, G, φ_2) i (K/k, G, φ). Teorema dokazana.

Literatura 1. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii

Galua. Nauka, Moskva (1990).

Ishkhanov V. V., Lur’e B. B. The embedding problem with metabelian kernel.

A relationship of solvability conditions for the embedding problem with metabelian

kernel over a p-extension of fields and its assosiated embedding problem of the first

kind with maximal p-group is studied. It is proved that these problems are equivalent.

Postupilo 17 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN