V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e USLOVIE SOGLASNOSTI DL˚ ZADAQI POGRUȷENI˚ S P -RASXIRENIEM

Pust~ K/k – rasxirenie Galua poleæ s gruppoæ Galua F ,

1 → B → G^φ→ F → 1 – rasxirenie koneqnyh grupp. Zadaqa

pogrußeniØ (K/k, G, φ) (1) sostoit v postroenii algebry Galua L nad polem k s gruppoæ G, priqem pole K soderßitsØ v L i ograniqenie avtomorfizmov g ∈ G na podpole K sovpadaet s φ(g).

Neobhodimym usloviem suwestvovaniØ rexeniØ zadaqi (1) ØvlØetsØ uslovie soglasnosti Faddeeva–Hasse (sm. [1]), kotoroe sostoit v tom, qto v kaqestve “rexeniØ” moßno vybrat~ modul~ soglasnosti, t.e. K[B]-modul~ ranga 1, na kotorom deæstvu¸t operatory iz G (K[B] zdes~ gruppovoe kol~co gruppy B nad polem L).

Rassmotrim skrewennoe proizvedenie Λ = G×K, t.e. algebru nad polem k, sostoØwu¸ iz fflementov vida ∑ g2G gx_g, gde x_g ∈ K,

priqem vypolneny ravenstva g_1 x_{g1} g_2 x_{g2} = g_1 g_2 x^{φ(g2)}g_1 x_{g2} dlØ l¸- byh g_1, g_2 ∈ G i x_{g1} , x_{g2} ∈ K.

V rabote [1] bylo pokazano, qto uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (1) ffkvivalentno tomu, qto skrewennoe proizvedenie Λ ØvlØetsØ matriqnoæ algebroæ porØdka n nad nekotoroæ podalgebroæ, gde n – porØdok gruppy F .

V fftoæ stat~e my budem predpolagat~, qto F – p-gruppa. Pust~ G_p – nekotoraØ silovskaØ p-podgruppa v G i B_p – silovskaØ ppodgruppa Ødra B, soderßawaØsØ v G_p, t.e. B_p = G_p ∩ B. Oboznaqim qerez φ_p ograniqenie gomomorfizma φ na G_p. Moßno rassmatrivat~ zadaqu pogrußeniØ (K/k, G_p, φ_p). (2) V nastoØweæ rabote my pokaßem, qto v nekotoryh qastnyh sluqaØh usloviØ soglasnosti dlØ zadaq (1) i (2) ffkvivalentny. 100

USLOVIE SOGLASNOSTI 101

Lemma. Pust~ imeetsØ zadaqa pogrußeniØ (1) i G0 – nekotoraØ

podgruppa v G so svoæstvom φ_0(G_0) = F , gde φ_0 – ograniqenie gomomorfizma φ na G_0. Esli vypolneno uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (K/k, G_0, φ_0), to vypolneno uslovie soglasnosti i dlØ zadaqi (1).

Dokazatel~stvo. Pust~ Λ0 i Λ – skrewennye proizvedeniØ polØ

K s gruppami G_0 i G sootvetstvenno. Suwestvuet estestvennoe vloßenie Λ_0 v Λ. Esli gruppa G_0 soglasna s K, to v algebre

Λ_0 suwestvuet matriqnaØ algebra porØdka n, sledovatel~no, i

algebra Λ obladaet fftim svoæstvom, t.e. gruppa G soglasna s K.

Teorema 1. Esli Bp – normal~nyæ delitel~ v B, to usloviØ so-

glasnosti dlØ zadaq (1) i (2) ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Nam dostatoqno pokazat~, qto iz usloviØ so-

glasnosti dlØ zadaqi (1) sleduet uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (2). Predpoloßim, qto algebra Λ = G × K ØvlØetsØ matriqnoæ algebroæ porØdka n = |F | nad svoeæ podalgebroæ. Rassmotrim proizvol~nyæ central~nyæ minimal~nyæ idempotent e algebry Λ_p.

Pust~ G_e – podgruppa v G, sostoØwaØ iz fflementov, ostavlØ¸- wih e nepodvißnym, i g_1, . . . , g_t – predstaviteli smeßnyh klassov G po G_e. Togda idempotenty e_i = e^{gi} , gde i = 1, . . . , t, ØvlØ¸tsØ razliqnymi minimal~nymi idempotentami algebry Λ_p (my vospol~zovalis~ tem, qto G_p normal~na v G), i, sledovatel~no, oni poparno ortogonal~ny.

Rassmotrim E = ∑_t i=1 e_i. Tak kak e_i ortogonal~ny, to E ØvlØetsØ idempotentom, priqem E leßit v centre algebry Λ. Pokaßem, qto E ≠ 0. Deæstvitel~no, esli E = 0, to e = e_1 = −(e_2 + . . . + e_t). UmnoßaØ ravenstvo na e, imeem e^2 = 0, qto nevozmoßno, sledovatel~no, E ≠ 0.

Rassmotrim komponentu ΛE algebry Λ. Togda my imeem razloßenie algebry ΛE v prØmu¸ summu idealov Λ e_i, sledovatel~- no, po teoreme D. 1.2 iz [2] algebra ΛE ØvlØetsØ algebroæ matric porØdka [G : G_e] nad podalgebroæ eΛe. Zametim, qto algebra eΛe izomorfna algebre (G_e ×K)e. Tak kak algebra ΛE soderßit matriqnu¸ algebru porØdka n · [G : G_e], to algebra (G_e × K)e soderßit matriqnu¸ algebru porØdka n. Nam ostaetsØ izuqit~ algebru Λ_e e = (G_e×K)e, gde qerez Λ_e my oboznaqili skrewennoe proizvedenie G_e ×K.

102 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

Algebra Λ_p e estestvenym obrazom vkladyvaetsØ v algebru

Λ_e e, priqem razmernost~ algebry Λ_e e nad Λ_p e ravna indeksu

[G_e : G_p], t.e. vzaimno prosta s p. Pust~ Λ_e e = ∑_t i=1Λ_e e_i – razlo-

ßenie algebry Λ_e e na prostye komponenty, otveqa¸wee razloßeni¸ e = ∑_t i=1 e_i idempotenta e na primitivnye idempotenty.

˚sno, qto otobraßenie Λ_p e → Λ_e e_i in¨ektivno dlØ l¸bogo i v silu prostoty algebry Λ_p e. Poskol~ku razmernost~ algebry

Λ_e e nad Λ_p e vzaimno prosta s p, sredi komponent Λ_e e_i suwestvu-

et komponenta, razmernost~ kotoroæ nad Λ_p e vzaimno prosta s p. Pust~ dlØ opredelennosti ffto Λ_e e_1. V fftom sluqae centry algebr Λ_p e i Λ_e e_1 sovpada¸t (centr fftih algebr ØvlØetsØ podpolem polØ K, kotoroe ØvlØetsØ p-rasxireniem).

Tak kak vypolneno uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (1), algebra Λ_e e_1 soderßit matriqnu¸ algebru porØdka n. V to ße vremØ algebra Λ_e e_1 izomorfna tenzornomu proizvedeni¸ algebry Λ_p e_1 i ee centralizatora, razmernost~ kotorogo vzaimno prosta s p. Sledovatel~no, matriqnaØ algebra razmernosti n soderßitsØ v algebre Λ_p e_1, kotoraØ izomorfna algebre Λ_p e.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda Ødro B zadaqi pogrußeniØ – sverhrazreximaØ gruppa.

Teorema 2. Esli B – sverhrazreximaØ gruppa, to usloviØ soglas-

nosti dlØ zadaq (1) i (2) ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Nam dostatoqno pokazat~, qto iz usloviØ so-

glasnosti dlØ zadaqi (1) sleduet uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (2). Vospol~zuemsØ svoæstvom sverhrazreximosti gruppy, a imenno tem, qto kommutant B0 gruppy B ØvlØetsØ nil~potentnoæ gruppoæ (teorema 10.5.4 [3]). Zametim, qto B0 ØvlØetsØ normal~nym delitelem v G. Krome togo, B0 kak nil~potentnaØ gruppa ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem svoih silovskih podgrupp B_1, . . . , B_m, priqem kaßdaØ iz podgrupp B_i ØvlØetsØ normal~nym delitelem v G. Pust~ B_0 – podgruppa v B0, sostoØwaØ iz proizvedeniØ podgrupp B_i, porØdok kotoryh vzaimno prost s p. Zametim, qto B_0 moßet byt~ kak sobstvennoæ podgruppoæ v B0, tak i sovpadat~ s B0, no v l¸bom sluqae B_0 – normal~nyæ delitel~ v G, porØdok kotorogo vzaimno prost s p.

Rassmotrim soputstvu¸wu¸ dlØ zadaqi (1) zadaqu pogrußeniØ (K/k, G/B_0, φ_1), gde φ_1 – estestvennyæ gomomorfizm gruppy G/B_0 na F . Esli dlØ zadaqi (1) vypolneno uslovie soglasno-

USLOVIE SOGLASNOSTI 103 sti, to ono vypolneno i dlØ zadaqi (K/k, G/B_0, φ_1). Zametim, qto gruppa G_p ØvlØetsØ silovskoæ p-podgruppoæ i dlØ gruppy G/B_0. Krome togo, gruppa B_p ØvlØetsØ silovskoæ p-podgruppoæ gruppy B/B_0 i ØvlØetsØ v neæ normal~nym delitelem. Sledovatel~no, po teoreme 1 vypolneno uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (2). Teorema dokazana.

Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu s estestvennymi gomomorfizmami B

1 −−−−→ B_p −−−−→ G^ψ−−−−→ G −−−−→ 1 ξ φ 1 −−−−→ B_p −−−−→ G_p^{φp}−−−−→ F −−−−→ 1,

(3)

gde G – prØmoe proizvedenie grupp G_p i G s ob¨edinennoæ faktor-gruppoæ F , t.e. podgruppa prØmogo proizvedeniØ grupp G_p i G, sostoØwaØ iz par (g_1, g_2) so svoæstvom φ_p(g_1) = φ(g_2). V nekotoryh sluqaØh diagrammnyæ poisk, primenennyæ k (3) pozvolØet dokazat~ ffkvivalentnost~ usloviæ soglasnosti dlØ zadaq (1) i (3).

Teorema 3. Esli Bp – abeleva gruppa, to usloviØ soglasnosti dlØ

zadaq (1) i (2) ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim diagrammu (3). Zametim, qto po

predloßeni¸ 1.13.2 [2] silovskaØ p-podgruppa G_p gruppy G ØvlØetsØ poluprØmym raswireniem. Sledovatel~no, po teoreme Gax¸ca takovym ØvlØetsØ i G. Togda suwestvuet gomomorfizm μ : G → G, takoæ, qto ψμ = 1. Sledovatel~no, suwestvuet otobraßenie ξ : G → G_p takoe, qto kommutativen treugol~nik G φ G_p^{φp}−−−−→ F. Pust~ G_0 – obraz gomomorfizma ξ. Togda vypolneno uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (K/k, G_0, φ_0), gde φ_0 – ograniqenie go-

104 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E momorfizma φ na G_0, kotoraØ ØvlØetsØ soputstvu¸weæ dlØ zadaqi (1). Tak kak G_0 – podgruppa gruppy G_p, to po lemme vypolneno uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (2).

Teorema 4. Esli k i K – polØ algebraiqeskih qisel, to usloviØ

soglasnosti dlØ zadaq (1) i (2) ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 2.9 [2] dostatoqno dokazat~, qto

vypolneno uslovie soglasnosti dlØ soputstvu¸weæ zadaqi (K/k, G_p/B0_p, φ0), gde B0_p – kommutant gruppy B_p i φ0 – estestvennoe otobraßenie G_p/B0_p → F . Dokazatel~stvo teoremy sleduet iz rassußdeniæ, analogiqnyh rassußdeniØm predyduweæ teoremy, primenennym k diagramme B

1 −−−−→ B_p/B0_p −−−−→ G/B0_p −−−−→ G −−−−→ 1

1 −−−−→ B_p/B0_p −−−−→ G_p/B0_p −−−−→ F −−−−→ 1. Teorema 5. Esli zadaqa (1) razrexima, to vypolneno uslovie so-

glasnosti dlØ zadaqi (2).

Dokazatel~stvo. Pust~ L – rexenie zadaqi (1). Rassmotrim

zadaqu (L/k, G, φ), gde φ – estestvennoe otobraßenie G → G. Zametim, qto poslednØØ zadaqa poluqaetsØ pod¨emom zadaqi (2), sledovatel~no, usloviØ soglasnosti dlØ nih ffkvivalentny. Po teoreme 2.4 [2] usloviØ soglasnosti dlØ zadaqi (L/k, G, φ) i (L/k_p, G_p, φ_p) ffkvivalentny, gde G_p – silovskaØ p-podgruppa gruppy G, φ_p – ograniqenie φ na G_p i k_p – sootvetstvu¸waØ podalgebra. OstaetsØ zametit~, qto G_p – poluprØmoe rasxirenie, sledovatel~no, dlØ zadaqi (L/k_p, G_p, φ_p) vypolneno uslovie soglasnosti.

Teorema 6. UsloviØ soglasnosti dlØ zadaqi (1) i (2) ffkvivalent-

ny, esli G_p – faktorgruppa gruppy G.

V fftom sluqae zadaqa (2) soputstvuet zadaqe (1).

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant 96-01-00854.

USLOVIE SOGLASNOSTI 105

Literatura

1. B. N. Delone, D. K. Faddeev, IssledovaniØ po geometrii teorii Galua.

— Mat. sb. 15, No. 2 (1944), 243–284.

2. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii Galua. Nauka, Moskva, 1990, 272s.

3. M. Holl, TeoriØ grupp. IL, Moskva, 1962, 468s.

V. V. Ishkhanov, B. B. Lur’e. A compatibility condition for the embedding problem with p-extension.

Embedding problems with a group and its Sylow p-subgroup over a p-extension are considered. A Faddeev–Hasse compatibility condition for this problem are studied. It is proved that the compatibility condition for the problems considered are equivalent if the kernel is a supersolvable group or the Sylow p-subgroup is an invariant subgroup.

Postupilo 27 fevralØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN