V. I. Mysovskih O REXETKE PODGRUPP, NORMALIZUEMYH SIMMETRIQESKO` GRUPPO` V POLNO` MONOMIAL^NO` GRUPPE

§1. Vvedenie

Izuqenie rexetok podgrupp sostavlØet vaßnyæ i interesnyæ razdel teorii grupp, otraßennyæ v nedavno vyxedxeæ knige R. Schmidt’a [16]. Voprosy raspoloßeniØ promeßutoqnyh podgrupp aktivno issledovalis~ v Peterburge, blagodarØ usiliØm Z. I. Boreviqa i ego uqenikov. ObobwaØ situaci¸ standartnogo raspoloßeniØ v lineænyh gruppah [2], Z. I. Boreviq vvel i issledoval ponØtiØ veernoæ, polinormal~noæ i paranormal~noæ podgrupp v abstraktnoæ gruppe [3, 5]. Po suwestvu, polinormal~nost~ podgruppy D v gruppe G oznaqaet, qto dlØ kaßdoæ D-polnoæ promeßutoqnoæ podgruppy H (t.e. takoæ, qto D^H = H) suwestvuet subnormalizator v G i sovpadaet s ee normalizatorom N_G(D). �to trebovanie garantiruet “standartnoe” opisanie rexetki promeßutoqnyh podgrupp L(D, G). Rabota [1] i obzor [14] naibolee polno otraßa¸t svodku rezul~tatov, v qastnosti, svØzi s pronormal~nost~¸ [12], abnormal~nost~¸ [13] i ih slabymi analogami. Otmetim takße raboty [4, 6, 7], soderßawie opisanie rexetok v nepolinormal~nyh sluqaØh.

PredstavlØetsØ estestvennym rassmotret~ situaci¸ standartnogo raspoloßeniØ podgrupp i v drugih rexetkah. Tak, naprimer, v rabote [11] s fftoæ toqki zreniØ rassmotrena rexetka podgrupp normalizuemyh dannoæ. Vvedeno ponØtie sil~no polinormal~noæ podgruppy, otraßa¸wee standartnoe raspoloßenie, otmeqeny ego svØzi s polinormal~nost~¸.

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ issledovanie rexetki podgrupp polnoæ monomial~noæ gruppy H ≀ S_n, normalizuemyh simmetriqeskoæ gruppoæ S_n stepeni n. Dokazano, qto dlØ proizvol~noæ gruppy H (koneqnoæ ili beskoneqnoæ) ffta podgruppa obladaet neskol~ko bolee sil~nym, qem sil~naØ polinormal~- nost~, svoæstvom. Poslednee, qasto bolee udobnoe dlØ dokaza- 111

112 V. I. MYSOVSKIH

tel~stva, nazvano zdes~ po analogii s terminologieæ Z. I. Boreviqa sil~noæ paranormal~nost~¸. Analogiqnyæ rezul~tat poluqen dlØ znakoperemennoæ gruppy A_n pri n > 4.

Otmetim, qto poluqennye zdes~ teoremy suwestvenno usiliva¸t sootvetstvu¸wie rezul~taty raboty avtora [8], poskol~- ku rexetka podgrupp, normalizuemyh dannoæ v obwem sluqae znaqitel~no prevoshodit rexetku promeßutoqnyh podgrupp. V qastnosti, v sluqae simmetriqeskoæ gruppy imeet mesto nepri- ØtnaØ dlØ dokazatel~stva situaciØ razdvoeniØ (sm. [11]). Nakonec, sleduet otmetit~, qto interes avtora k rassmotrennym zdes~ podgruppam byl stimulirovan takße ego issledovaniØmi po gruppam inercii diskretnyh funkciæ i avtomorfizmov kodov nad koneqnym alfavitom [9].

§2. Sil~naØ paranormal~nost~

Pust~ G – gruppa. DlØ fflementov x, t ∈ G qerez x^t = t�^1xt oboznaqaem fflement, soprØßennyæ s x pri pomowi t; ih kommutator [x, t] = x�^1t�^1xt = x�^1x^t. Ispol~zuem zapis~ G = ⟨S⟩, esli gruppa G poroßdena svoim podmnoßestvom S. DlØ podgrupp H, D 6 G opredelen ih vzaimnyæ kommutant [H, D] = ⟨[h, d] : h ∈ H, d ∈ D⟩. DlØ fflementa x ∈ G i podgruppy D 6 G qerez [x, D] oboznaqaem podgruppu, poroßdennu¸ vsemi kommutatorami vida [x, d], d ∈ D. Otmetim, qto [x, D] ne obØzana byt~ normal~nym delitelem v poroßdenii ⟨x, D⟩. NarØdu s prostymi kommutatorami i kommutantami rassmatrivaem i vysxie. DlØ nih ispol~zuem levonormirovannu¸ zapis~, t.e. [H, K, D] = [[H, K], D]. Normalizator podgruppy H v G oboznaqaem N_G(H). Po opredeleni¸ gruppa H soverxenna togda i tol~ko togda, kogda [H, H] = H.

Napomnim dva kl¸qevyh opredeleniØ iz raboty [11].

Opredelenie. Pust~ D 6 G. Podgruppa H gruppy G nazyvaetsØ

D-soverxennoæ, esli [H, D] = H.

Opredelenie. Govorim, qto podgruppa D sil~no polinormal~na v

G, esli dlØ l¸bogo x ∈ G imeet mesto kommutatornoe ravenstvo [⟨x⟩, D, D] = [⟨x⟩, D]. Privedem rØd lemm o prostyh svoæstvah vzaimnyh kommutantov i D-soverxennyh podgrupp, neobhodimyh vposledstvii dlØ dokazatel~stva osnovnogo rezul~tata.

O REXETKE PODGRUPP 113

Lemma 1. Pust~ D – podgruppa v G i x ∈ G. Imeem:

1) podgruppa [x, D] normalizuetsØ D, t.e. D 6 N_G([x, D]); 2) dlØ vsØkogo natural~nogo k podgruppa [x, D, . . . , D_{| {z }} k raz

] normalizuet-

sØ D; 3) [x, D, D] C [x, D]; 4) dlØ vsØkogo d ∈ D imeem ravenstvo [x^d, D] = [x, D]; 5) esli D = ⟨d_i : i ∈ I⟩, to podgruppa [x, D] poroßdaetsØ mnoßestvom S = {[x, d_i]^d : d ∈ D, i ∈ I}. Dokazatel~stvo lemmy legko poluqaetsØ iz izvestnoæ kommutatornoæ formuly [xy, u] = [x, u]^y[y, u], prostyh svoæstv vzaimnyh kommutantov i normal~nyh podgrupp. Otmetim, qto utverßdenie p. 1 soderßitsØ v knige [17].

Lemma 2. Podgruppa, poroßdennaØ semeæstvom D-soverxennyh

podgrupp, sama D-soverxenna.

Dokazatel~stvo. Pust~ V = {Ht : t ∈ T } – semeæstvo D-

soverxennyh podgrupp, t.e. [H_t, D] = H_t dlØ vseh t ∈ T . Pust~ H = ⟨V ⟩. DlØ vsØkogo t ∈ T imeem: H_t = [H_t, D] 6 [H, D], otkuda poluqaem vkl¸qenie H 6 [H, D].

S drugoæ storony, vse podgruppy H_t normalizu¸tsØ podgruppoæ D, a potomu i H normalizuetsØ D. Sledovatel~no, [H, D] 6 H. Takim obrazom, H = [H, D], t.e. podgruppa H ØvlØetsØ D-soverxennoæ. Lemma dokazana.

Dadim opredelenie sil~noæ paranormal~nosti.

Opredelenie. Govorim, qto podgruppa D sil~no paranormal~na v

gruppe G, esli dlØ vsØkogo fflementa x ∈ G imeet mesto ravenstvo [x, D, D] = [x, D]. Oqevidno, qto v silu Lemmy 2 iz sil~noæ paranormal~nosti vytekaet sil~naØ polinormal~nost~. Esli podgruppa D sil~no paranormal~na v G, to ona i paranormal~na tam (v smysle raboty [5]). Obratnoe neverno.

114 V. I. MYSOVSKIH

§3. Sluqaæ simmetriqeskoæ gruppy

Pust~ S_n – simmetriqeskaØ gruppa stepeni n, H – proizvol~- naØ (ne obØzatel~no koneqnaØ) gruppa. Rassmotrim spletenie H ≀ S_n – polnu¸ monomial~nu¸ gruppu stepeni n nad H. Cel~¸ nastoØwego paragrafa ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ.

Teorema 1. Rassmotrim polnu¸ monomial~nu¸ gruppu G = H ≀Sn.

Pri n > 3 i proizvol~noæ gruppe H aktivnaØ podgruppa P = S_n sil~no paranormal~na v G.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ konstrukcieæ i oboznaqeniØ-

mi raboty [8]. Pust~ Z[H] – celoqislennoe gruppovoe kol~co dlØ H. Otoßdestvim gruppu G s monomial~noæ podgruppoæ v GL(n, Z[H]). Togda P okaßetsØ gruppoæ matric-podstanovok, poluqa¸wihsØ kak obraz simmetriqeskoæ gruppy pri monomorfizme φ : S_n → GL(n, Z[H]). Posledniæ sopostavlØet podstanovke π ∈ S_n matricu y_π s fflementami (y_π )_{ij} = δ_{i,π(j)}, gde δ – simvol Kronekera. V qastnosti, dlØ 1 6 i ≠ j 6 n qerez y_{ij} oboznaqaem obrazy transpoziciæ y_{ij} = φ((ij)). ˚sno, qto poslednie matricy poroßda¸t interesu¸wu¸ nas podgruppu P = ⟨y_{ij} : 1 6 i ≠ j 6 n⟩.

Baza spleteniØ predstavlena gruppoæ diagonal~nyh matric B, poroßdennoæ matricami d_r(ε), ε ∈ H. DlØ proizvol~noæ diagonal~noæ matricy b ∈ B vida

b = diag (ε_1, ε_2, . . . , ε_n) = d_1(ε_1)d_2(ε_2) . . . d_n(ε_n), ε_i ∈ H

oboznaqaem kommutatory u_{ij} = [b, y_{ij}] = d_i(ε�^1_i ε_j )d_j(ε�^1_j ε_i), i ≠ j. Otmetim kl¸qevu¸ dlØ dal~neæxih vyqisleniæ kommutatornu¸ formulu u_{ij} = y_{jk}[y_{ik}, u_{ij}]y_{jk} = [y_{ik}, u_{ij}]^{yjk} , (∗) spravedlivu¸ dlØ vseh poparno razliqnyh troek indeksov i, j, k:

1 6 i, j, k 6 n (sm. [8]).

Rassmotrim proizvol~nu¸ podstanovku π ∈ S_n i ee obraz y_π = φ(π). TrebuetsØ proverit~, qto dlØ vsØkogo b ∈ B fflement x = b y_π udovletvorØet ravenstvu [x, P ] = [x, P, P ]. Vvidu punktov 2 i 5 Lemmy 1 dostatoqno dokazat~, qto t_{π,ij} = [x, y_{ij}] ∈ [x, P, P ]. VyqislØem:

t_{π,ij} = [by_π , y_{ij}] = y_π�1 (b�^1y_{ij}by_{ij} )y_{ij}y_π y_{ij} = y_π�1 (u_{ij})y_{ij} y_πy_{ij} .

O REXETKE PODGRUPP 115

DlØ uniqtoßeniØ kraænego levogo fflementa v fftom proizvedenii vypolnim soprØßenie matriceæ y_π�1 :

z_{π,ij} = t^{yπ}�^1_{π,ij} = u_{ij}y_σ , gde σ = [(ij), π�^1] ∈ A_n.

Podstanovka σ est~ proizvedenie dvuh transpoziciæ. Pri n > 4 dlØ nee imeetsØ 4 vozmoßnosti:

1ffi._{σ = e} – ediniqnaØ podstanovka; 2ffi._{σ = (ijk)}, gde_k otliqno ot_i i_j; 3ffi._{σ = (ikj)},_{k ≠ i},_{k ≠ j};

4ffi._{σ = (ij)(kl)}, vse indeksy razliqny.

Otmetim, qto pri n = 3 posledniæ sluqaæ ne voznikaet.

V sluqae 1ffi po formule (∗) imeem: z_{π,ij} = u_{ij} = [y_{ik}, u_{ij}]^{yjk} ∈ [x, P, P ]^{yjk} = [x, P, P ] poskol~ku poslednØØ gruppa normalizuetsØ P po p. 2 Lemmy 1.

V ostal~nyh sluqaØh kommutiruem z_{π,ij} s matriceæ-podstanov-koæ y_{ik}. S uqetom formuly (∗) posledovatel~no poluqaem: w_{π,ijk} = [z_{π,ij}, y_{ik}] = y_σ�1 u�^1_{ij} y_{ik}u_{ij}y_σ y_{ik} = = y_σ�1 y_{ik}y_{jk}(y_{jk}[y_{ik}, u_{ij}]y_{jk})y_{jk}y_σ y_{ik} = = y_σ�1 y_{ikj}(u_{ij})y_{jk}y_σy_{ik}. DlØ neætralizacii stoØwih sleva ot u_{ij} somnoßiteleæ vypolnim soprØßenie pri pomowi matricy y_σ�1 y_{ikj}. w^{yσyikj} π,ijk = uijyτ , gde τ = (ij)σ(ik)σ� 1 (ikj). Neposredstvennye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto v sluqaØh 2ffi–4ffi podstanovki σ i τ sovpada¸t. �to oznaqaet, qto z_{π,ij} = w^{yσ}�^{1 yikj} π,ijk ∈ [x, P, P ]. Iz p. 2 Lemmy 1 zakl¸qaem, qto matrica t_{π,ij} = z^{yπ}_{π,ij} takße soderßitsØ v podgruppe [x, P, P ]. Vvidu p. 5 Lemmy 1 imeem ravenstvo [x, P ] = ⟨[x, y_{ij}]^y : y ∈ P ⟩ = ⟨t^y_{π,ij} : y ∈ P ⟩. Poskol~ku po dokazannomu t_{π,ij} ∈ [x, P, P ] i P normalizuet posledn¸¸ gruppu, poluqaem vkl¸qenie [x, P ] 6 [x, P, P ]. Obratnoe spravedlivo vsegda, qto i oznaqaet P -soverxennost~ podgruppy [x, P ] v G. V silu proizvol~nosti vybora x ∈ G podgruppa P sil~no paranormal~na v G. Teorema 1 dokazana.

116 V. I. MYSOVSKIH

Sledstvie. Pust~ Λ – associativnoe kol~co s ediniceæ. Pri n > 3 podgruppa matric-perestanovok P ≈ Sn sil~no paranor-

mal~na v monomial~noæ gruppe Mon (n, Λ).

§4. Sluqaæ znakoperemennoæ gruppy

Rezul~tat raboty [8] dlØ znakoperemennoæ gruppy A_n takße moßet byt~ perenesen na rexetku podgrupp, normalizuemyh A_n v spletenii G = H ≀ A_n.

Teorema 2. Pust~ H – proizvol~naØ gruppa. Pri n > 4 podgruppa

P ≈ A_n sil~no paranormal~na v spletenii G = H ≀ A_n.

Dokazatel~stvo. Rezul~tat moßet byt~ proveren pri pomowi

vyqisleniæ analogiqnyh dokazatel~stvu Teoremy 1 s ispol~zovaniem sootvetstvu¸wih kommutatornyh formul iz raboty [8]. Vo izbeßanie gromozdkih vykladok i demonstracii drugoæ tehniki zdes~ proverim dlØ n > 5 qut~ bolee slaboe svoæstvo – sil~nu¸ polinormal~nost~.

V rabote [8] dokazano, qto podgruppa P paranormal~na v G. V qastnosti, ona polinormal~na. Pri n > 5 gruppa P ≈ A_n prosta, a potomu sovpadaet so svoim kommutantom. Iz Teoremy 1 raboty [11] vytekaet sil~naØ polinormal~nost~ P v G.

Sluqaæ n = 4. Budem proverØt~ uslovie sil~noæ paranormal~-

nosti dlØ P ≈ A_4 v G = H ≀ A_4. Sohranim konstrukci¸ i oboznaqeniØ iz dokazatel~stva Teoremy 1. Otmetim, qto dostatoqno v kaqestve x rassmotret~ fflementy vida x = b p, gde p probegaet predstaviteleæ vseh klassov soprØßennyh fflementov podgruppy P (sm. p. 4 Lemmy 1). Neposredstvennye vyqisleniØ s uqetom formul iz raboty [10]

u_{123} = [y_{234}, [y_{124}, u_{123}]]^{y134} ,

u_{124} = [y_{243}, [y_{123}, u_{124}]]^{y143}

pokazyva¸t P -soverxennost~ podgruppy [x, P ] vo vseh vozmoßnyh sluqaØh. Teorema 2 dokazana.

V svØzi s privedennymi rezul~tatami estestvenno voznikaet sledu¸wiæ vopros.

Problema. Pust~ P – nekotoraØ podgruppa v simmetriqeskoæ

gruppe S_n. RassmatrivaetsØ monomial~naØ gruppa G = H ≀ P –

O REXETKE PODGRUPP 117

spletenie nekotoroæ gruppy H s gruppoæ podstanovok P . Kogda podgruppa P sil~no paranormal~na (paranormal~na) v G nezavisimo ot vybora pervogo mnoßitelØ H?

Literatura

1. M. S. Ba, Z. I. Boreviq, O raspoloßenii promeßutoqnyh podgrupp.

— Kol~ca i lineænye gruppy. Sb. nauqn. trudov, Krasnodar (1988), 14–41.

2. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

3. Z. I. Boreviq, O raspoloßenii podgrupp. — Zap. nauqn. semin. LOMI 94 (1979), 5–12.

4. Z. I. Boreviq, V. A. Koæbaev, Qan Ngok Hoæ, Rexetki podgrupp v GL(2, Q), soderßawih neraswepimyæ tor. — Zap. nauqn. semin. LOMI 191 (1991), 24–43.

5. Z. I. Boreviq, O. N. MacedonskaØ, O rexetke podgrupp. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 103 (1980), 13–19.

6. Z. I. Boreviq, V. I. Mysovskih, Beskoneqnye cepi posledovatel~nyh normalizatorov v polnoæ lineænoæ gruppe nad polem. — Zap. nauqn. semin. LOMI 191 (1991), 44–48.

7. V. A. Koæbaev, Opisanie D-polnyh podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad polem iz treh fflementov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 103 (1980), 76–78.

8. V. I. Mysovskih, Paranormal~nost~ simmetriqeskoæ gruppy v spleteniØh. — Vestn. LGU, Ser. 1, vyp. 4, No. 22 (1989), 25–28.

9. V. I. Mysovskih, O teoretiko-gruppovom metode issledovaniØ funkciæ k-znaqnoæ logiki. — Vestn. SPbGU, Ser. 1, vyp. 1, No. 1 (1996), 50–53.

10. V. I. Mysovskih, A. V. Stepanov, O raspoloßenii podgrupp v poluprØmom proizvedenii. — IzvestiØ L�TI. Sb. nauqn. trudov, S.-Peterburg, vyp. 449 (1992), 77–79.

11. A. V. Stepanov, O raspoloßenii podgrupp, normalizuemyh fiksirovannoæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 198 (1991), 92–102.

12. K. Doerk and T. Hawkes, Finite soluble groups. Berlin-New York, 1992. 13. B. Huppert, Endliche Gruppen I. Berlin-Heidelberg- New York, 1967. 14. V. I. Mysovskikh, A survey on the lattices of intermediate subgroups and some subgroup embedding properties. 1996 (unpublished manuscript).

15. P. M. Neumann, On the structure of standard wreath products of groups. — Math.

Z. 84 (1964), 343–373.

16. R. Schmidt, Subgroup lattices of groups. De Gruyter, 1994. 17. M. Suzuki, Group theory II. Springer-Verlag, 1986.

Mysovskikh V. I. On the lattice of subgroups normalized by a symmetric one in the complete monomial group.

118 V. I. MYSOVSKIH

We consider a lattice of subgroups normalized by a symmetric group S_n in the complete monomial group G = H ≀ S_n where H is an arbitrary (finite or infinite) group. It is shown that for n > 3 the subgroup is strongly paranormal in this wreath product for any H. A similar result is obtained for an alternating group A_n, n > 4. The property of strong paranormality for D in G means that for any element x ∈ G the commutator identity [[x, D], D] = [x, D] holds. That condition garantees a standard arrangement of subgroups of G normalized by D.

Postupilo 27 ØnvarØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet