V. I. Mysovskih TESTIROVANIE PODGRUPP KONEQNO` GRUPPY NA SVO`STVAH VLOȷENI˚ TIPA PRONORMAL^NOSTI

§1. Vvedenie

V teorii raspoloßeniØ promeßutoqnyh podgrupp, razvitoæ Z. I. Boreviqem v rabotah [1–3], imeetsØ neskol~ko vaßnyh nerexennyh problem. Do sih por neizvestno, budet li vsØkaØ polinormal~naØ podgruppa koneqnoæ gruppy takße i paranormal~- noæ. Ne udalos~ ni dokazat~, ni oprovergnut~ gipotezu ob ffkvivalentnosti fftih svoæstv v klasse razreximyh grupp (sm. [1]). Pofftomu predstavlØetsØ estestvennym issledovanie podobnyh voprosov na faktiqeskom materiale. S fftoæ cel~¸ v nastoØweæ zametke opisyva¸tsØ nekotorye algoritmy dlØ testirovaniØ podgrupp koneqnoæ gruppy na sledu¸wie svoæstva vloßeniØ: abnormal~nost~, pronormal~nost~ i ih slabye analogi, poli- i paranormal~nost~, slabaØ normal~nost~ (v smysle K. G. M¸llera, [6]).

Predlagaemyæ zdes~ metod pozvolØet izbeßat~ nahoßdeniØ rexetki L(G) vseh podgrupp rassmatrivaemoæ gruppy G i maksimal~no sokratit~ qislo ispytyvaemyh fflementov gruppy. Razrabotannye algoritmy realizovany v vide programm v ramkah sistemy komp~¸ternoæ algebry GAP [7] i mogut byt~ poluqeny pri pomowi sootvetstvu¸wih ftp-serverov (Aachen i St. Andrews) ili ot avtora. �ti programmy universal~ny, t.e. primenimy ko vsem tipam grupp, realizovannyh v GAP (gruppy podstanovok, matriqnye gruppy, fp-gruppy, AG-gruppy). Odnako naibo-

Qast~ raboty vypolnena vo vremØ prebyvaniØ avtora na kafedre

Lehrstuhl D für Mathematik, RWTH Aachen. Avtor kraæne priznatelen Deutsche Forschungsgemeinschaft za finansovu¸ podderßku vizita (grant “Algorithmische Zahlentheorie und Algebra”) i serdeqno blagodarit professora J. Neubüser’a i ego kolleg s LDFM za gostepriimstvo i prekrasnye usloviØ

dlØ raboty. 119

120 V. I. MYSOVSKIH lee ffffektivno ih ispol~zovanie v sluqae nerazreximoæ gruppy G, poskol~ku v razreximoæ situacii vozmoßna dopolnitel~naØ redukciØ pri pomowi faktorizacii po normal~nym delitelØm. UqityvaØ vysoku¸ vyqislitel~nu¸ sloßnost~ ishodnoæ zadaqi a priori, real~nye vyqisleniØ mogut byt~ vypolneny dlØ grupp, porØdok kotoryh ne prevyxaet neskol~kih soten tysØq.

§2. Svoæstva vloßeniØ podgruppy v gruppu

Napomnim oboznaqeniØ i osnovnye opredeleniØ. Pust~ G – gruppa. Rassmotrim podgruppu D 6 G. DlØ fflementa x ∈ G qerez D^x = x^−1 Dx oboznaqaem podgruppu, soprØßennu¸ s D pri pomowi x. V kaqestve znaka poroßdeniØ my ispol~zuem uglovye skobki, a dlØ podmnoßestva M ⊂ G, soderßawego edinicu gruppy, oboznaqaem D^M = ⟨ D^m : m ∈ M ⟩. V qastnosti, dlØ promeßutoqnoæ podgruppy H : D 6 H 6 G opredeleno normal~noe zamykanie D^H , t.e. naimen~xiæ normal~nyæ delitel~ v H, soderßawiæ D. Normalizator podgruppy D v G oboznaqaem N = N_G(D).

Opredelenie 1. PromeßutoqnaØ podgruppa H : D 6 H 6 G na-

zyvaetsØ D-polnoæ, esli D^H = H, t.e. v H net sobstvennyh normal~nyh deliteleæ, soderßawih D.

Opredelenie 2. Podgruppa D nazyvaetsØ paranormal~noæ v G,

esli dlØ vsØkogo x ∈ G podgruppa ⟨ D, D^x ⟩ ØvlØetsØ D-polnoæ.

Opredelenie 3. Podgruppa D nazyvaetsØ pronormal~noæ v G,

esli dlØ l¸bogo x ∈ G podgruppy D i D^x soprØßeny uß&e v svoem poroßdenii ⟨ D, D^x ⟩.

Opredelenie 4. Podgruppa D nazyvaetsØ abnormal~noæ v G, esli

dlØ vsØkogo x ∈ G vypolneno vkl¸qenie x ∈ ⟨ D, D^x ⟩.

Opredelenie 5. Podgruppa D nazyvaetsØ slabo normal~noæ v G,

esli dlØ ∀ x ∈ G iz D^x 6 N_G(D) sleduet ravenstvo D^x = D, t.e. D – edinstvennaØ iz soprØßennyh, leßawih v normalizatore.

ZamenØØ v opredeleniØh 2–4 podgruppu ⟨ D, D^x ⟩ na b&ol~xu¸ D^{⟨ x ⟩}, poluqim opredeleniØ polinormal~nosti, slaboæ pronormal~nosti i slaboæ abnormal~nosti sootvetstvenno. Ime¸tsØ ffkvivalentnye opredeleniØ ukazannyh svoæstv v terminah rexetki promeßutoqnyh podgrupp L(D, G), no oni nas ne ustraiva¸t s vyqislitel~noæ toqki zreniØ.

TESTIROVANIE PODGRUPP 121

§3. Pervonaqal~naØ versiØ algoritmov

Preßde vsego otmetim svØz~ ponØtiæ abnormal~nosti i pronormal~nosti, soderßawu¸sØ v sledu¸wem horoxo izvestnom utverßdenii.

Predloßenie 1. Podgruppa D abnormal~na v G togda i tol~-

ko togda, kogda ona pronormal~na v G i samonormalizuema, t.e. N_G(D) = D.

�tot fakt pozvolØet ograniqit~sØ rassmotreniem pronormal~nosti. Proverka poslednego svoæstva na komp~¸tere uprowaetsØ pri sledu¸weæ pereformulirovke.

Predloßenie 2. Podgruppa D pronormal~na v G togda i tol~ko

togda, kogda dlØ vsØkogo x ∈ G vypolneno ⟨ D, D^x ⟩ ∩ N x ≠ ?, (zdes~ N = N_G(D), N x – pravyæ smeßnyæ klass).

DlØ dal~neæxeæ redukcii rassmotrim pravu¸ transversal~ T gruppy G po normalizatoru N , t.e. mnoßestvo, soderßawee rovno po odnomu predstavitel¸ kaßdogo pravogo smeßnogo klassa. Legko videt~, qto dlØ raznyh predstaviteleæ x, y iz odnogo klassa N x imeem ravenstvo D^x = D^y . Ots¸da vytekaet spravedlivost~ sledu¸wih utverßdeniæ.

Predloßenie 3. Podgruppa D pronormal~na v G togda i tol~ko

togda, kogda dlØ ∀ t ∈ T : ⟨ D, D^t ⟩ ∩ N t ≠ ?.

Predloßenie 4. Podgruppa D paranormal~na v G, esli i tol~ko

esli dlØ ∀ t ∈ T podgruppa ⟨ D, D^t ⟩ ØvlØetsØ D-polnoæ.

Ispol~zovanie fftih predloßeniæ umen~xaet perebor v |N | raz. Ostalos~ otmetit~, qto v sisteme GAP ime¸tsØ ffffektivnye funkcii Normalizer dlØ vyqisleniØ normalizatora, soprØßennyh podgrupp (ConjugateSubgroup), normal~nogo zamykaniØ (NormalClosure) i pravoæ transversali RightTransversal (G, N ). Vse ffto i poslußilo osnovoæ dlØ pervonaqal~noæ versii programm dlØ testirovaniØ podgrupp na pronormal~nost~, paranormal~nost~ i abnormal~nost~. Slabye svoæstva (polinormal~- nost~ i slabaØ pronormal~nost~) ne dopuska¸t ukazannoæ vyxe redukcii, imeetsØ primer podgruppy D v koneqnoæ gruppe G, qto dlØ y ∈ N x sootvetstvu¸wie podgruppy D^{⟨ x ⟩} i D^{⟨ y ⟩} ne sovpada¸t. Pofftomu dlØ nih my ispol~zuem gomomofizm G v gruppu podstanovok na mnoßestve Ω vseh soprØßennyh s D v G

122 V. I. MYSOVSKIH podgrupp. Zatem dlØ kaßdoæ orbity vypolnØ¸tsØ nadleßawie vyqisleniØ. �ti programmy rabota¸t znaqitel~no medlennee rassmotrennyh vyxe.

§4. Dvoænye smeßnye klassy i dal~neæxaØ redukciØ

Vesnoæ fftogo goda udalos~ obnarußit~ prostu¸, no nikem ranee ne zameqennu¸ svØz~ meßdu podgruppami vida ⟨ D, D^x ⟩ i razloßeniem gruppy G na dvoænye smeßnye klassy otnositel~no podgrupp N i D. Imenno, podgruppy takogo vida postoØnny na fftih dvoænyh smeßnyh klassah.

Predloßenie 5. Esli y ∈ N x D, to sovpada¸t podgruppy ⟨ D, D^x ⟩ = ⟨ D, D^y ⟩. Dokazatel~stvo. Poskol~ku y ∈ N x D, to imeet mesto ravenstvo

y = nxd, gde n ∈ N , d ∈ D. V sledu¸weæ ocenke ispol~zuem svoæstva normalizatora i sistemy obrazu¸wih: ⟨ D, D^y ⟩ = ⟨ D, D^{nxd} ⟩ = ⟨ D, D^{xd} ⟩ 6 ⟨ D, D^x, d ⟩ = ⟨ D, D^x ⟩. Iz ravenstva x = n^{−1} y d^{−1} poluqaetsØ obratnoe vkl¸qenie. Itak, ⟨ D, D^x ⟩ = ⟨ D, D^y ⟩ i predloßenie 5 dokazano.

Oboznaqim qerez W sistemu predstaviteleæ dvoænyh smeßnyh klassov gruppy G otnositel~no N i D (nazyvaem ee transversal~¸ G po N i D). Iz predyduwego predloßeniØ i §3 vyteka¸t utverßdeniØ, obespeqiva¸wie dal~neæxee sokrawenie perebora primerno v |D| raz.

Teorema 1. Podgruppa D pronormal~na v G togda i tol~ko togda,

kogda dlØ ∀ w ∈ W imeem ⟨ D, D^w ⟩ ∩ N w ≠ ?.

Teorema 2. Podgruppa D paranormal~na v G, esli i tol~ko esli

dlØ ∀ w ∈ W podgruppa ⟨ D, D^w ⟩ ØvlØetsØ D-polnoæ.

�ti rezul~taty vmeste s ffffektivnym algoritmom dlØ nahoßdeniØ kakoæ-libo transversali W gruppy G po N i D, kotoryæ realizovan v sisteme GAP, obrazu¸t osnovu modificirovannyh algoritmov dlØ testirovaniØ podgrupp na upomØnutye svoæstva vloßeniØ. Testy IsPolynormal i IsWeaklyPronormal takim putem uluqxeny byt~ ne mogut.

V zakl¸qenie otmetim, qto naibolee prostym dlØ komp~¸ternoæ proverki svoæstvom ØvlØetsØ slabaØ normal~nost~: dostatoqno vyqislit~ normalizator, pravu¸ transversal~ po nemu

TESTIROVANIE PODGRUPP 123 i dlØ kaßdoæ iz soprØßennyh podgrupp ispol~zovat~ standartnu¸ GAP-funkci¸ IsSubgroup. S drugoæ storony, izvestno [4], qto dlØ p-podgruppy D v G slabaØ normal~nost~ ffkvivalentna pronormal~nosti. �to obstoØtel~stvo suwestvenno uprowaet testirovanie p-podgrupp na svoæstva vloßeniØ.

Literatura

1. M. S. Ba, Z. I. Boreviq, O raspoloßenii promeßutoqnyh podgrupp.

— Kol~ca i lineænye gruppy. Sb. nauqn. trudov. Krasnodar (1988), 14–41.

2. Z. I. Boreviq, O raspoloßenii podgrupp. — Zap. nauqn. semin. LOMI 94 (1979), 5–12.

3. Z. I. Boreviq, O. N. MacedonskaØ, O rexetke podgrupp. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 103 (1980), 13–19.

4. P. V. Gavron, L. ı. Kolotilina, O podgruppah v T -gruppah. — Zap.

nauqn. semin. LOMI 103 (1980), 62–65.

5. B. Huppert, Endliche Gruppen I. Springer-Verlag (1967).

6. K. H. Müller, Schwachnormale Untergruppen: eine gemeinsame Verallgemeinerung der normalen und normalisatorgleichen Untergruppen. — Rend. Semin. Mat. Univ. Padova 36 (1966), 129–157.

7. M. Schönert et al, GAP-Groups, Algorithms and Programming. Lehrstuhl D für Mathematik, RWTH, Aachen, Germany, fitfh edition (1995).

Mysovskikh V. I. Testing subgroups of a finite group on some embedding properties like pronormality.

We describe here algorithms for testing subgroups of a finite group on the following embedding properties: pronormality, abnormality, paranormality and their weak analogies. The method is based on a decomposition of the main group on some double cosets. These algorithms are realized in computer algebra system GAP.

Postupilo 11 noØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet