A. A. Panin TEORI˚ GALUA DL˚ ODNOGO KLASSA POLNYH DEDEKINDOVYH STRUKTUR

Vvedenie

V nastoØweæ rabote obobwa¸tsØ rezul~taty [2, 3]. Imenno, zdes~ stroitsØ nekotoraØ teoriØ Galua dlØ polnyh struktur. Iz dokazannogo udaetsØ vyvesti izvestnoe opisanie promeßutoqnyh podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric (sm. [1]).

Vs¸du v dal~neæxem avtomorfizmom polnoæ struktury my nazyvaem biektivnoe otobraßenie struktury na sebØ, perestanovoqnoe s verhneæ i nißneæ granØmi l¸bogo ee podmnoßestva.

Vse ispol~zuemye oboznaqeniØ i opredeleniØ vvodØtsØ v [2].

Formulirovka osnovnyh rezul~tatov

Pust~ L – polnaØ dedekindova struktura, L_0 – ee koneqnaØ podstruktura, ØvlØ¸waØsØ bulevoæ algebroæ, G – podgruppa gruppy vseh avtomorfizmov struktury L, H = G(L_0).

Pust~ e_1, e_2, . . . , e_n – vse atomy L_0. Rassmotrim rØd dopolnitel~nyh usloviæ (po umolqani¸ predpolagaetsØ, qto vse indeksy izmenØ¸tsØ ot 1 do n):

1^∘. 0_{L0} = 0_L, 1_{L0} = 1_L.

2^∘. Esli f ∈ G i f(e_i)+ê_j = 1 dlØ nekotoryh i, j, to f(e_i)·ê_j = 0. 3^∘. Esli a ∈ G i [a(e_i)]_i = e_i dlØ nekotorogo i, to suwestvuet h ∈ H_i takoæ, qto [ha(x_i)]_i = [ah(x_i)]_i = x_i dlØ l¸bogo x_i 6 e_i.

4^∘. Suwestvuet h ∈ H_t ∩ G(L̄_0) takoæ, qto [aha^{−1}(x_i)]_r = [a([a^{−1}(x_i)]_t]_r dlØ vseh a ∈ G, r ≠ i, x_i 6 e_i.

5^∘. Pust~ u ∈ L̄_0, u > e_i dlØ nekotorogo i; g ∈ G, [g(u)]_i = e_i. Togda suwestvuet t ∈ G takoæ, qto:

1) [gt(e_i)]_i = e_i, 2) t(e_s) = e_s dlØ s ≠ i, 3) [t(e_i)]_j 6 [u]_j.

6^∘. Esli f, g ∈ G takie, qto [f(e_i)]_j 6 [g(e_i)]_j dlØ nekotoryh i, j, to [f(x)]_j 6 [g(x)]_j dlØ l¸bogo x ∈ L^′_0, x 6 e_i. 129

130 A. A. PANIN

7^∘. Esli u 6 e_j dlØ nekotorogo j, to dlØ l¸bogo i ≠ j suwestvu¸t y_α 6 e_j , α ∈ I takie, qto u = P_{α∈I} y_α i H_{ij}(y_α) ≠ ?.

8^∘. Esli x = [f(e_i)]_j dlØ nekotoryh f ∈ G, i ≠ j, to suwestvuet g ∈ H_{ij}(x) takoæ, qto [g(u)]_j = [f(u)]_j dlØ kaßdogo u 6 e_i.

9^∘. Esli w ∈ L, [w] = (0, . . . , e_i, . . . , x, . . . , 0), gde w · e_j = 0 i x 6 e_j takoæ, qto H_{ij}(x) ≠ ?, to suwestvuet t ∈ H_{ij}(x), dlØ kotorogo t(w) = e_i.

10^∘. Pust~ a_α ∈ H_{ij}(x_α) i y 6 P_{α∈I} x_α takoæ, qto H_{ij}(y) ≠ ?. Togda H_{ij}(y) ⊆ ⟨H, a_α : α ∈ I⟩. 11^∘. Esli a ∈ G, to dlØ l¸byh i ≠ j i l¸bogo h ∈ H_t H_{ij}([aha^{−1}(e_i)]_j ∩ ⟨a, H⟩ ≠ ?. 12^∘. L^′_0 ⊆ L̄_0.

13^∘. DlØ vsØkogo x 6 e_i, x ≠ e_i, suwestvuet koatom y 6 e_i, dlØ kotorogo x 6 y.

DlØ kaßdogo i oboznaqim w_i = Q_x – koatom v ei x i w =^nP_{i=1} w_i.

14^∘. Struktura L^w = {x ∈ L : x > w} imeet koneqnu¸ dlinu. Oboznaqim G^w = {g ∈ G : g toßdestvenen na L^w }. 15^∘. Pust~ t ∈ H_{ij}(x), x 6 w_j. Togda suwestvuet h ∈ H, dlØ kotorogo th ∈ G^w.

16^∘. Struktura L^w ∩ L̄_0(H) koneqna.

Teorema 1. Pri vypolnenii usloviæ 1^∘–12^∘ imeem dlØ l¸boæ pod-

gruppy F > H gruppy G:

(1) σ = σ(F ) – setevoæ nabor v L^′_0; (2) G(K_σ) E F ;

(3) esli M – podstruktura L^′_0, dlØ kotoroæ G(M ) E F , to G(M ) = G(K_σ).

Teorema 2. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ 1^∘–11^∘, 13^∘–16^∘. Pust~,

dalee, τ = (τ_{ij}) – setevoæ nabor v L^′_0, g ∈ G. Togda:

(1) esli [g(e_i)]_j 6 τ_{ij} dlØ vseh i, j, to g ∈ G(K_τ ); (2) indeks G(K_τ ) v ee normalizatore koneqen.

Dokazatel~stvo osnovnyh rezul~tatov Dokazatel~stvo vseh punktov Teoremy 1 analogiqno dokazatel~stvu sootvetstvu¸wih utverßdeniæ raboty [2]. Otmetim, qto vmesto rassußdeniæ [2], ispol~zu¸wih svoæstva funkcii

TEORI˚ GALUA 131 razmernosti na L, nußno primenØt~ modulØrnyæ zakon i sledu¸wee oqevidnoe utverßdenie:

Esli A ⊆ G, priqem A^{−1} = A, i a(x) 6 x dlØ vseh a ∈ A i nekotorogo x ∈ L, to a(x) = x dlØ vseh a ∈ A.

Dokazatel~stvo Teoremy 2 budet privedeno niße.

Lemma 1. DlØ l¸bogo f ∈ G f(w) = w.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dlØ l¸bogo f ∈ G proverit~

[f(w_i)]_j 6 w_j dlØ vseh i, j.

Oqevidno, qto w ∈ L^′_0, pofftomu pri i = j vse sleduet iz usloviØ 6^∘.

Pust~ i ≠ j, g ∈ H_{ij}(e_j ). Po uslovi¸ 9^∘ suwestvuet t ∈ H_{ji}(e_i), takoæ, qto tg(e_i) = e_j . Pust~ y – proizvol~nyæ koatom v e_j . Togda (tg)^{−1}(y) – koatom v e_i, otkuda tg(w_i) 6 y, pofftomu [g(w_i)]_j 6 w_j. Dokazatel~stvo lemmy zaverxaetsØ primeneniem usloviØ 6^∘.

Pust~ τ = (τ_{ij} ) – setevoæ nabor v L^′_0.

Lemma 2. Pust~ ρij = τij + wj. Togda:

(1) ρ = (ρ_{ij}) – setevoæ nabor v L^′_0; (2) G(K_ρ) = G(K_τ ) · G^w.

Dokazatel~stvo. Pust~ i, j, k poparno razliqny, g ∈ Hij(x), x 6

τ_{ij} + w_j.

Po usloviØm 7^∘ i 10^∘ g ∈ ⟨H, H_{ij}(y), H_{ij}(z) : y 6 τ_{ij}, z 6 w_j ⟩. Esli f ∈ H_{ij}(y), gde y 6 τ_{ij} , to [f(τ_{ki} + w_i)]_j 6 τ_{kj} + w_j po Lemme 1.

Esli f ∈ H_{ij}(z), gde z 6 w_j, to [f(τ_{ki} + w_i)]_j 6 w_j. (1) Sleduet iz usloviØ 8^∘.

(2) Vkl¸qenie ⊇ oqevidno. Dalee, po uslovi¸ 15^∘ i Teoreme 7.2 [2] G(K_ρ) ⊆ ⟨G(K_τ ), G^w⟩. Ostalos~ zametit~, qto G^w E G.

Dokazatel~stvo Teoremy 2 (1).

A. Dopustim, qto τij 6 wj dlØ vseh i ≠ j. Tak kak 1 =^nP_{i=1} g(ei),

to e_1 = [g(e_1)]_1 + w_1. Po uslovi¸ 13^∘ [g(e_1)]_1 = e_1. PovtorØØ dokazatel~stvo Teoremy 7.2 [2], poluqim g ∈ ⟨H, H_{ij}(x) : x 6 τ_{ij}⟩ 6 G(K_τ ).

B. Obwiæ sluqaæ. Oboznaqim xi =^nP_{j=1} τij. Po opredeleni¸

setevogo nabora imeem g(x_i) 6 x_i. Dalee, po Lemme 1 g(x_i + w) 6

132 A. A. PANIN

x_i + w, i tak kak g pri sußenii na L^w stanovitsØ avtomorfizmom fftoæ struktury, to po uslovi¸ 14^0 imeem g(x_i +w) = x_i +w. Itak, g ∈ G(K_ρ). Po Lemme 2 g = g_1g_2, gde g_1 ∈ G(K_τ ), g_2 ∈ G^w. Tak kak g_2(x_i) 6 x_i, to [g_2(e_i)]_j 6 τ_{ij} · w_j dlØ vseh i ≠ j. Po punktu A ots¸da g_2 ∈ G(K_τ ), pofftomu i g ∈ G(K_τ ).

Dokazatel~stvo punkta (2) po suwestvu ne otliqaetsØ ot postroeniæ §7 raboty [1].

Tak ße, kak v [2], iz Teorem 1 i 2 moßno vyvesti opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com (vse polØ vyqetov kotorogo ime¸t ne menee semi fflementov; sm. [1]), soderßawih gruppu diagonal~nyh matric, v terminah seteæ idealov v fftom kol~ce.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ A. V. ˚kovlevu za postanovku zadaqi i poleznye obsußdeniØ.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Pravitel~stva Sankt-Peterburga i Ministerstva obrazovaniØ RF, programma “Molodye uqenye – 1997”, grant No. 22.

Literatura

1. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Tr. Mat. in-ta Akad. Nauk SSSR 148 (1978), 43–57.

2. A. A. Panin, A. V. ˚kovlev, TeoriØ Galua dlØ odnogo klassa dedekindovyh struktur. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997).

3. A. Z. SimonØn, TeoriØ Galua dlØ dedekindovyh struktur. — Kand. diss..

SPb, 1992, s. 73.

Panin A. A. The Galois theory for a class of modular the complete lattices.

A Galois theory for a class of the complete modular lattices is constructed. The known description of the intermediate subgroups of the full linear group over a semilocal ring, containing the group of diagonal matrices, can be deduced from the proved results.

Postupilo 13 oktØbrØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet