U. M. Paqev �RGODIQESKIE SVO`STVA POTOKOV KLASSOV POLOȷITEL^NYH BINARNYH KVADRATIQNYH FORM V GAUSSOVYH RODAH

Vvedenie

DlØ rexeniØ asimptotiqeskih zadaq arifmetiqeskoæ teorii ternarnyh kvadratiqnyh form ı. V. Linnik v rØde rabot (sm. [4]) razrabotal original~nyæ metod analitiqeskoæ teorii qisel, ispol~zu¸wiæ nekommutativnu¸ arifmetiku i nazvannyæ pri ego dal~neæxem razvitii diskretnym ffrgodiqeskim metodom (dalee D�-metod). NastoØwaØ stat~Ø razvivaet ide¸ ı. V. Linnika [3] o vozmoßnosti pereneseniØ asimptotiqeskih teorem o qisle klassov poloßitel~nyh binarnyh kvadratiqnyh form na kaßdyæ gaussovyæ rod v otdel~nosti (otnositel~no fftoæ problematiki sm. takße [5, 9]). V neæ dokazyvaetsØ ffrgodiqeskaØ teorema o potokah ukazannyh klassov, iz kotoroæ poluqaetsØ asimptotiqeskaØ formula s ostatoqnymi qlenami dlØ qisla klassov binarnyh kvadratiqnyh form v gaussovom rode, obrazy kotoryh pri izobraßenii celymi toqkami poverhnosti prosteæxego dvupolostnogo giperboloida

f_0(x_1, x_2, x_3) ≡ x_1x_3 − x^2 = m, x_1 > 0 (1)

prinadleßat dannoæ oblasti na poverhnosti (1) i dannomu klassu vyqetov po zadannomu modul¸ (pri fftom ostatoqnye qleny poluqeny v predpoloßenii nekotoryh gipotez o povedenii Lfunkcii Dirihle). V poslednee vremØ D¨¸k [12] metodom modulØrnyh form s ispol~zovaniem rezul~tatov Ivanca [11] poluqil asimptotiqesku¸ formulu s bezuslovnym ostatoqnym qlenom dlØ qisla celyh toqek v dannoæ oblasti dvupolostnogo giperboloida. No v [12] v otliqie ot naxeæ raboty ne rassmatrivalos~ raspredelenie kvadratiqnyh form po klassam vyqetov i po gausssovym rodam i, krome togo nami provoditsØ issledovanie D�-metodom, qto pozvolilo dopolnitel~no vyØvit~ ffrgodiqeskoe povedenie potokov klassov binarnyh kvadratiqnyh form 149

150 U. M. PAQEV v gaussovom rode.

§1. SvedeniØ iz analitiqeskoæ arifmetiki matric vtorogo porØdka i gipotezy o povedenii L-funkcii Dirihle V fftom paragrafe my privodim nekotorye fakty iz analitiqeskoæ arifmetiki matric vtorogo porØdka, ispol~zuemye v D�-metode, i dve gipotezy o povedenii L-funkcii Dirihlu, spravedlivost~ kotoryh da¸t ostatoqnye qleny v asimptotiqeskih formulah dlØ qisla rassmatrivaemyh klassov binarnyh kvadratiqnyh form. Sledu¸wee predloßenie ØvlØetsØ “kl¸qevoæ” lemmoæ D�-metoda dlØ dvupolostnyh giperboloidov.

Predloßenie 1. Pust~ L1, . . . , Ln, N (Li) = m (i = 1, . . . , n) –

razliqnye celye poloßitel~no opredelennye privedennye primitivnye vektor-matricy norm m > 0. Pust~ k > 0 – neqetnoe qislo s usloviem l^2 + m ≡ 0 (mod k). (2)

Pust~ ime¸t mesto matriqnye ravenstva

l + L_i = K_iT_i (i = 1, . . . , n), (3)

gde K_i, T_i – celye matricy, priqem

N (K_i) = k, N (T_i) = l^2 + m k = t (i = 1, . . . , n); (4)

n.o.d. (k, t) = 1. (5)

Pust~ ξ = ξ(m), ξ_1 = ξ_1(m) – proizvol~nye poloßitel~nye vewestvennye funkcii argumenta m > 0 s usloviem ξ(m) → ∞, ξ_1(m) → ∞ pri m → ∞. (6) Togda, esli ewe vypolneny usloviØ n ≫ h(−m)m^{− 1ξ(m)} , (7) n.o.d. (m, k) ≪ m^{− 1ξ}1^{(m)} , (8) {h(−m)}^α ≪ σ_0(k) ≪ {h(−m)}^{α1} , (9)

�RGODIQESKIE SVO`STVA 151 to naædetsØ takaØ funkciØ η(m) → ∞ pri m → ∞, qto dlØ qisla w neassociirovannyh sprava matric K_1, . . . , K_n v ravenstvah (3) spravedliva ocenka snizu

w ≫ σ_0(k)m^{− 1η(m)} , (10)

gde σ_0(k) – qislo primitivnyh neassociirovannyh sprava matric normy k; h(−m) – qislo klassov sobstvennoe primitivnyh poloßitel~nyh binarnyh kvadratiqnyh form opredelitelØ m; α, α_1,

0 6 α 6 α1 6 1 – vewestvennye postoØnnye.

Dokazatel~stvo sm. [7], gde poluqeno Øvnoe vyraßenie dlØ funkcii η(m) qerez funkcii ξ(m) i ξ_1(m).

Predloßenie 1, nazyvaemoe dalee kl¸qevoæ lemmoæ, budem oboznaqat~ qerez Z{ξ, ξ_1, η, α, α_1}. DlØ poluqeniØ v asimptotiqeskih formula¨ ostatoqnyh qlenov, zavisØwih tol~ko ot fflementarnyh funkciæ, my budem predpolagat~ spravedlivost~ sledu¸wih dvuh gipotez o povedenii L-funkcii Dirihle.

Gipoteza (N). Pust~ χ − χ(n) – vewestvennyæ harakter Dirihle, ime¸wiæ naimen~xiæ modul~ sredi harakterov, dlØ koto- ryh χ(k) = ( −m k ) , esli n.o.d. (k, 2m) = 1,

gde (^{−m}_k ) – simvol Kronekera. L(s, χ)-funkciØ Dirihle, opredelØemaØ rØdom L(s, χ) = ∞∑ k=1 χ(k) k^s , Re s > 1. Oboznaqim l(m) = − log L(1, χ) log m . Togda pri m → ∞ l(m) ≪ 1 log log m

, (11)

gde postoØnnye, vhodØwie v simvol ≫ absol¸tnye.

VtoraØ gipoteza otnositsØ k povedeni¸ nuleæ L(s, χ). Gipoteza (M). V oblasti |s − 1| < (log log m)^2 log log log m √ log m

152 U. M. PAQEV kompleksnogo peremennogo s pri dostatoqno bol~xih m net nu- leæ L(s, χ). S uqetom prinØtyh gipotez iz kl¸qevoæ lemmy sledu¸t ee uslovnye varianty (predloßeniØ 2, 3).

Predloßenie 2. Pust~ vypolnena gipoteza (N). Togda dlØ l¸byh

vewestvennyh c_1 > 0, c_2 > 0 imeet mesto kl¸qevaØ lemma

Z { c_1 log log m, c_2 log log m, c_3 log log m; 0, 1 } ,

gde c_3 > 0 opredelØetsØ qerez c_1, c_2 i postoØnnye gipotezy (N).

Predloßenie 3. Pust~ vypolnena gipoteza (M) i m = m1m2, gde

m_1 –beskvadratno, a m_2 – polnyæ kvadrat, priqem

m_2 ≪ m c4 √ log m log log m , (12) τ (k) ≪ m c5 √ log m log log m , (13)

gde τ (k) – qislo deliteleæ k.

Togda imeet mesto kl¸qevaØ lemma Z_{M,B} { 1 √ log m log log m

c_1 , 1 √ log m log log m c_2 , 1 √ log m log log m c ; 0, α_1 } , gde postoØnnaØ c > 0 opredelØetsØ postoØnnymi c_1 > 0, c_2 > 0, c_3 > 0, c_4 > 0, c_5 > 0 i M = {m} – posledovatel~nost~ qisel m, opredelØemaØ usloviem (12), B = {b} – posledovatel~nost~ celyh qisel b = b(m) > 0 s usloviem (13).

Pri primenenii D�-metoda k neopredelennym ternarnym kvadratiqnym formam ewe voznika¸t nekotorye voprosy teorii delimosti matric vtorogo porØdka bol~xoæ normy (sm. [6] predloßenie 4.2, kotoroe budet ispol~zovano v §3).

§2. Postroenie potoka v gaussovom rode i ffrgodiqeskie teoremy Postroim (sr. [5, 7]) potok celyh toqek na poverhnosti (1) sootvetstvu¸wih predstavitelØm gaussovogo roda G. Pri fftom toqka (a, b, c) ∈ R^3, vektor-matrica L = ( b −a c −a ) i binarnaØ kva-

dratiqnaØ forma ax^2 + 2bxy + cy^2 otoßdestvlØ¸tsØ meßdu soboæ.

�RGODIQESKIE SVO`STVA 153 Pust~ q > 0 – neqetnoe qislo, vzaimno prostoe s m, (pri postroenii potoka v gaussovom rode qislo q budem sqitat~ kvadratom neqetnogo qisla), priqem ( −m p ) = 1, p | | q (14)

dlØ vseh prostyh deliteleæ p qisla q. Togda naædetsØ celoe qislo u, dlØ kotorogo

u^2 + m ≡ 0 (mod q). (15)

Oboznaqim qerez ~G mnoßestvo vseh privedennyh sobstvenno primitivnyh vektor-matric normy m, obrazy kotoryh leßat v gaussovom rode G. Postroim potok –_s( ~G; q, u) dliny s na mnoßestve ~G, otveqa¸wiæ qislam m, q, u i mnoßestvu ~G. Oboznaqim qerez t qislo gaussovyh rodov sobstvenno primitivnyh poloßitel~- nyh binarnyh kvadratiqyh form opredelitelØ m. Togda pod potokom –_s( ~G; q, u) my ponimaem sovokupnost~^{h(−m)}_t posledovatel~nosteæ dliny s celyh privedennyh sobstvenno primitivnyh vektor-matric

L^{(1)}_k , L^{(2)}_k , . . . , L^{(s)}_k ∈ ~G ( k = 1, . . . , h(−m) t ) , kotorye stroØtsØ sledu¸wim obrazom. V silu (15) po osnovnoæ teoreme arifmetiki matric vtorogo porØdka (sm. [6]) moßno zapisat~ u + L = QU, N (Q) = q, (16) gde Q i U – celye matricy, priqem Q – primitivnaØ matrica, opredelØemaØ s toqnost~¸ do associirovannosti sprava. Pri fftom v silu (16) L^′ = Q^{−1}LQ (17)

– celaØ privedennaØ sobstvenno primitivnaØ vektor-matrica normy m. Operaci¸, po kotoroæ L stavitsØ v sootvetstvii L^′, budem oboznaqat~ qerez T , ta qto L^′T L = Q^{−1}LQ, gde T – obratimaØ operaciØ, deæstvu¸waØ na mnoßestve ~G. OperaciØ T induciruet takße potok –_s = –_s(G; q, u) na mnoßestve klassov gaussovogo roda G, esli ispol~zovat~ kompozici¸ klassov binarnyh kvadratiqnyh form (sm. [5]). OperaciØ T zadaet potok –_s( ~G; q, u)

154 U. M. PAQEV l¸boæ zadannoæ dliny s na mnoßestve ~G: kaßdoæ vektor-matrice L ∈ ~G otveqaet cepoqka L → L^{(1)} → L^{(2)} → . . . → L^{(s−1)}, gde L^{(1)}, L^{(2)}, . . . , L^{(s−1)} opredelØ¸tsØ rekurrentno: L^{(i)} = T L^{(i−1)} = T L^{(i)} = T^iL, L^{(0)} = L (i = 1, . . . , s − 1).

Vozmoßnost~ postroeniØ potoka v gaussovom rode poluqaetsØ sledu¸wim obrazom (sm. [3]). Esli v (17) vzØt~ matricy L = ( b −a c −b ) i Q = ( α β γ δ ) , det Q = q > 0, to otveqa¸waØ ma-

trice L^′ forma φ^′(x, y) = a^′x^2 + 2b^′xy + c^′y^2 poluqaetsØ iz formy φ(x, y) = ax^2 + 2bxy + cy^2 sootvetstvu¸weæ matrice L podstanov-

koæ T =^1√_q ( δ −γ −β α ) . Esli det Q vyberem kvadratom neqetnogo

qisla, t.e. q = q^{2k}_1 (pri fftom v D�-metode k – dostatoqno bol~- xoe fiksirovannoe celoe qislo), to sootvetstvu¸wie unimordulØrnye matricy T budut imet~ racional~nye kofffficienty s obwim znaqenatelem √q = q^k_1 , vzaimno prostym s m i, sledovatel~no, φ^′(x, y) i φ(x, y) budut prinadleßat~ k odnomu i tomu ße gaussovomu rodu (sm. [1, 3]). DlØ tak postroennogo potoka

–s = –s(^~G; q, u) ime¸t mesto “ffrgodiqeskaØ teorema” i “teorema

peremexivaniØ” dlØ klassov gaussovogo roda.

Teorema 1 (“ffrgodiqeskaØ”). Pust~ m > 0 – celoe qislo, g –

neqetnoe qislo, vzaimno prostoe s m; b_1, b_2. b_3 – celye qisla, udovletvorØ¸wie sravneni¸

f_0(b_1, b_2, b_3) ≡ m (mod g). (18) Pust~ Λ_m – ograniqennaØ kvadriruemaØ oblast~ na poverhnosti (1) s fiksirovannoæ proekcieæ ~Λ_m =^1√_m Λ_m na normirovannyæ giperboloid; λ = λ(Λ_m) > 0 – ee giperboliqeskaØ mera. Pust~ q, u – celye qisla, dlØ kotoryh vypolneno uslovie (15) i n.o.d. (q, 2m) = 1 (pri fftom q est~ kvadrat neqetnogo qisla). Rassmotrim qast~ –^′ ⊂ – potoka – = –_s( ~G^′q, u) iz h^′ cepoqek L_k, L^{(1)}_k , . . . , L^{(s−1)}_k ∈ ~G (k = 1, . . . , h^′). Pust~ imeet mesto kl¸qevaØ lemma Z{ξ, ξ_1, η, α, α_1}, priqem ξ(m), ξ_1(m), η(m) → ∞, ξ(m), ξ_1(m), η(m) = 0 ( log m log log m ) . (19)

Pust~ pri m → ∞ h^′ ≫ h(−m) t log^e m

, (20)

�RGODIQESKIE SVO`STVA 155 gde e ≫ 2 – zadannoe qislo; t – qislo gaussovyh rodov;

g^2 log(g + 1) λ = 0 ( η(m) log η(m) ) ; (21)

s ≫ log m, (22)

gde postoØnnye v ocenkah (20) i (22) zavisØt tol~ko ot q, g, ~Λ_m. Togda cepoqki mnoßestva –_s moßno razbit~ na dve kategorii:

a) “plohie”, kotoryh malo: Ih obwee qislo ≪ 1 log^e m h^′; (23)

b) “horoxie”, oblada¸wie svoæstvom “ffrgodiqnosti”: esli k – indeks, otveqa¸wiæ horoxeæ cepoqke, to

r_k = # { j | | j = 1, . . . , s, T^jL_k ∈ Λ_m, T^j L_k ∈ ~G, T^j L_k ≡ ≡ ( b_2 −b_1 b_3 −b_2 ) } = λ λ_0 · 1 ρ(g, m) s ( 1 + O(γ(m)) ) , (24) gde γ(m) = g √ log(g + 1) √ λ · √ log η(m) η(m) ; λ_0 =^{2π}_9 – giperboliqeskaØ mera fundamental~noæ oblasti privedeniØ poloßitel~nyh birantnyh kvadratiqnyh form; ρ(g, m) – qislo rexeniæ (b_1, b_2, b_3) sravneniØ (18); postoØnnye, vhodØwie v ocenki (23) i (24), zavisØt tol~ko ot q, g i ~Λ_m i postoØnnyh, vhodØwih v kl¸qevu¸ lemmu.

�ta teorema, nosØwaØ nazvanie “ffrgodiqeskoæ teoremy” dokazyvaetsØ na osnove dvuh “predvaritel~nyh ffrgodiqeskih teorem” (predloßeniØ 5, 6 §3). Esli v teoreme 1 zamenit~ uslovie (21) na g^2 log(g + 1) λ = o ( 1 ~l(m) | log ~l(m) | ) , to dlØ r_k poluqim

r_k = λ λ_0 · 1 ρ(g, m) · s ( 1 + O ( g √ log(g + 1) √ λ · √ ~l(m) | log ~l(m) | )) ,

156 U. M. PAQEV gde ~l(m) = max { 1 log log m , l(m) } . Ispol~zuØ uslovnye varianty kl¸qevoæ lemmy, iz spravedlivosti gipotez (N) i (M) my sootvetstvenno poluqim sledu¸- wie vyraßeniØ dlØ funkcii γ(m), vhodØweæ v ostatoqnyæ qlen asimptotiqeskoæ formuly (24): γ(m) = g √ log(g + 1) √ λ · √ log log log m log log m ; γ(m) = g √ log(g + 1) √ λ · 1 (log m)^{1/4} . Iz “ffrgodiqeskoæ” teoremy moßno vyvesti sledu¸wu¸ “teoremu peremexivaniØ” dlØ gaussovyh rodov.

Teorema 2. V oboznaqeniØh i usloviØh teoremy 1 pust~ τ (m) ¿ 2

– takaØ neubyva¸waØ funkciØ, qto τ (m) = o(γ(m)) i ~G^′ ⊂ ~G – mnoßestvo privedennyh sobstvenno primitivnyh vektor-matric L normy m s qislom fflementov

h^′ = # ~G^′ ≫ h(−m) t log^e m

. (25)

Togda indeksy j = 1, . . . , s moßno razbit~ na dve kategorii:

a) “horoxo peremexiva¸wie” indeksy j, dlØ kotoryh

r^{(j)} = r^{(j)} (–^′,^~G^′, Λm; g, b1, b2, b3^) = = # { k | k = 1, . . . , h^′, T^jL_k ∈ ~G^′, T^iL_k ≡ ( b_2 −b_1 b_3 −b_2 ) (mod g) } = = λ λ_0 · 1 ρ(g, m) · h^′ ( 1 + O(τ (m)γ(m)) ) ; (26)

b) “plohie” indeksy j, obwee qislo kotoryh ≪ 1 τ (m) · s; (27)

postoØnnye, vhodØwie v (26), zavisØt tol~ko ot q, e i postoØnnyh, vhodØwih v kl¸qevu¸ lemmu Z{ξ, ξ_1, η, α, α_1} i v ocenki (19)– (23).

�RGODIQESKIE SVO`STVA 157 Primerim teoremu 2 “peremexivaniØ” k potoku –^′_s, v kotorom dlØ kaßdogo j = 1, . . . , s ego “seqenie”

I_j = { T^{j−1}L_k | | k = 1, . . . , h^′ } invariantno otnositel~no operacii T , t.e. I_j = I_1. Togda, polagaØ mnoßestvom vseh privedennyh sobstvenno primitivnyh vektor-matric, prinadleßawih ~G i, fiksiruØ pri fftom odin iz “horoxih” indeksov j pri τ (m) = 2, my pridem k asimptotiqeskoæ formule s ostatoqnym qlenom dlØ qisla h_G(Λ_m; g, b_1, b_2, b_3) klassov gaussovogo roda G, dlØ kotoryh predstaviteli (x_1, x_2, x_3) udovletvorØ¸t usloviØm (x_1, x_2, x_3) ∈ Λ_m, (x_1, x_2, x_3) ≡ (b_1, b_2, b_3) (mod g) (sm. [9]). AsimptotiqeskaØ formula bez ostatoqnogo qlena dlØ h_G(Λ_m; g, b_1, b_2, b_3) poluqena v [8] neskol~ko drugim sposobom.

§4. Dokazatel~stvo teorem 1, 2

Kak i v rabote [7], teoremu 1 vyvodim iz sledu¸wih predloßeniæ 5 i 6 (“predvaritel~nye ffrgodiqeskie teoremy”).

Predloßenie 5. Pust~ v oboznaqeniØh teoremy 1 vektor-mat-

rica L_0 takaØ, qto N (L_0) ≡ m (mod g); Q – celaØ primitivnaØ matrica normy q; pust~ 1 6 j_1 < j_2 < . . . j_{s1} 6 s – fiksirovannoe podmnoßestvo indeksov j = 1, . . . , s, priqem

q^s 6 h(−m) t , s_1 ≫ log m δ(m)τ (m) , (28) gde δ(m) = [ ρ log η(m)

log q ] ; ρ – nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ; τ (m) ¿ 2 – neubyva¸waØ funkciØ; t – qislo gaussovyh rodov. Pust~

j_{v+1} − j_v ¿ δ(m) (v = 1, . . . , s_1 − 1). (29)

Togda cepoqki mnoßestva –^′_s moßno razbit~ na dve kategorii:

158 U. M. PAQEV

a) “horoxie” cepoqki, dlØ kotoryh r_k ( j_1, . . . , j_{s1} ; Q ) = r_k ( –^′_s; j1, . . . , js_1 ; Q;^~G, Λm, g, L0^) = = # { j = j_v | | v = 1, . . . , s_1, Q \ (u + T^jL_k), T^jL_k ∈ ~G, T^jL_k ∈ Λ_m, T^j L_k ≡ L_0 (mod g) } = = λ λ_0 · 1 ρ(g, m) · 1 σ_0(q) · s_1 ( 1 + O(τ (m)γ(m)) ) ; (30)

b) “plohie” cepoqki, obwee qislo kotoryh ≪ 1 log^e m h^′, (31)

gde σ_0(q) = q ∏ p|q (1+^1_p ) – qislo neassociirovannyh sprava celyh pri-

mitivnyh matric normy q; postoØnnye, vhodØwie v (30) i (31) zavisØt tol~ko ot q, e i postoØnnyh, vhodØwih v kl¸qevu¸ lemmu Z{ξ, ξ_1, η, α, α_1} i v ocenki (28), (19)–(22)

Dokazatel~stvo. Kak i v [7] rassmatrivaem matriqnye raven-

stva l + L_k = B_kU_k, B_k = Q_{k1} · . . . · Q_{ks}, (32)

gde N (Q_{kj}) = q, l ≡ u (mod q), a Q_{kj} vybrany tak, qto vektormatricy T^jL_k = (Q_{k1} · . . . · Q_{ks}) ∈ ~G i privedeny.

Pust~ ζ_{Lk} – sovokupnost~ vewestvennyh matric X vtorogo porØdka s usloviem X^{−1}L_kX ∈ Λ_m (k = 1, . . . , n). Pust~ γ^{(j)}_{Lk} – sovokupnost~ klassov celyh matric S (mod g), dlØ kotoryh L_kS ≡ SL_0, N (S) ≡ q^j (mod g). Togda v silu usloviæ, nakladyvaemyh na L_k imeem Q_{k1} · . . . · Q_{ks} ∈ γ_{Lk} ∩ γ^{(j)}_{Lk} , Q \ Q_{k,j+1}. (33) Pofftomu, esli oboznaqit~ qere¨ ν_k = ν_k( ~G, Λ_m; g, L_0, Q) qislo indeksov j = j_1, . . . , j_{s1} s usloviØmi (33), to (30) primet vid

ν_k = βs_1 · ( 1 + O (√ τ (m)γ(m) )) , β = λ λ_o · 1 ρ(g, m) · 1 σ_0(g) .

�RGODIQESKIE SVO`STVA 159 Esli Predloßenie 5 neverno, to sredi h^′ indeksov k naædutsØ h^{′′} ≫ h^′ > c_0 log^e m · h(−m) t (34)

indeksov i beskoneqno vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ qisel m, udovletvorØ¸wih usloviØm dannogo predloßeniØ, dlØ koto- ryh ν_k > ( 1 + c_0 √ τ (m) · γ(m) ) βs_1 (35)

(protivopoloßnoe neravenstvo rassmatrivaetsØ analogiqno). SleduØ [7] naædutsØ ograniqennaØ oblast~ Γ (sm. [3], teorema 3) na poverhnosti (1) s uglovym dimetrom = ep_1 = √ λ · γ(m) > 0 i opredelennyæ vyqet L_0 (mod g), tak qto sredi h^{′′} indeksov k s usloviem (35) imeetsØ h^{′′′} ≫ ε^2_1 ρ(g.m) (36)

indeksov k, dlØ kotoryh L_k ∈ Γ, L_k ∈ ~G, L_k ≡ (mod g). Pust~ k = 1, . . . , h^{′′′} i ~ν_k – qislo indeksov j = j_1, . . . , j_{s1} s usloviØmi Q_{k1} · . . . · Q_{k,j−1} ∈ ~γ ∩ γ^{(j−1)}_{L0} , Q \ Q_{k,j}, ~γ = ⋃ L_k∈Γ ζ_{Lk} . Togda v silu (35) dlØ dostatoqno bol~xogo znaqeniØ c_0 > 0 ~ν_k ¿ ν_k > ( 1 + c_0 √ τ (m) · γ(m) ) βs_1 > ( 1 + c_0 2 √ τ (m)γ(m) ) ~βs_1, (37) gde ~β = ~λ λ_0 · 1 ρ(d, m) · 1 σ_0(q) , ~λ = λ · ( 1 + O(γ(m)) ) . Rassmotrim matriqnye ravenstva (32) v koliqestve h^{′′′} i, dlØ kotoryh vypolneny (37). Togda kak i v [7] qislo w^′ neassociirovannyh sprava matric B_k = Q_{k1}, · . . . · Q_{ks} (k = 1, . . . , h^{′′′}) s usloviØmi (37) ocenivaetsØ v silu predloßeniØ 4.2 [6] kak w^′ ≪ q^sm^{− c} 0 0 η(m) , (38)

gde c^′_0 = c^′_0(c_0) – postoØnnaØ, zavisØwaØ tol~ko ot c_0 i neograniqenno rastuwaØ vmeste s c_0. S drugoæ storony, v silu teoremy Gpussa o rodah (sm. [2], gl. 4, teorema 16) i naibolee toqnoæ

160 U. M. PAQEV ocenki sver¨u dlØ qisla deliteleæ (sm. [10]) iz (19)–(22), (34), (36) sleduet, qto vypolnena kl¸qevaØ lemma Z{ξ, ξ_1, η, α, α_1}, primenenie kotoroæ daet sledu¸wu¸ ocenku snizu dlØ qisla w neassociirovannyh sprava matric normy q^s v ravenstvah (32)

w ≫ q^s · m^{− 1η(m)} . (39)

S uqetom w 6 w^′ dlØ dostatoqno bol~xih c^′_0 > 0 ocenka (38) protivoreqit ocenke snizu (39) v kl¸qevoæ lemme. Predloßenie 5 dokazano.

Predloßenie 6. Pust~ v oboznaqeniØh i usloviØh teoremy 1 ime-

¸t mesto (28) i (29). Togda cepoqki mnoßestva –^′_s moßno razbit~ na dve kategorii:

a) “horoxie”, dlØ kotoryh r_k ( j_1, . . . , j_{s1} ) = r_k ( –^′_s; j1, . . . , js_1 ;^~G, Λm; g, b1, b2, b3^) = = # { j = j_v | | v = 1, . . . , s_1, T^jL_k ∈ ~G^′, T^j L_k ∈ Λ_m, T^j L_k ≡ (40)

≡ ( b_2 −b_1 b_3 −b_2 ) (mod g) } = λ λ_0 · 1 ρ(g, m) · s_1 ( 1 + O (√ τ (m)γ(m) )) ; b) “plohie”, obwee qislo kotoryh ocenivaetsØ (31); postoØnnye, vhodØwie v (40) i (31), zavisØt tol~ko ot q, e i postoØnnyh, vhodØwih v kl¸qevu¸ lemmu Z{ξ, ξ_1, η, α, α_1} i v ocenki (19)–(22), (28)

Dokazatel~stvo fftogo predloßeniØ poluqaetsØ na osnove predloßeniØ 5 (sm. [9]).

Teorema 1 vyvoditsØ iz predloßeniØ 6 s pomow~¸ rassußdeniæ [5, 7, 9]. Dokazatel~stvo teoremy 2 (“teoremy peremexivaniØ”) dlØ gaussovyh rodov provoditsØ na osnove ffrgodiqeskoæ teoremy 1 analogiqno sluqa¸ “teoremy peremexivaniØ” dlØ vseh klassov binarnyh kvadratiqnyh form (sm. [5–7]). Qastnym sluqaem teoremy 2 ØvlØetsØ teorema o ravnomernom raspredelenii gaussovyh rodov. Podrobnoe izloßenie vseh fftih rezul~- tatov daetsØ v [9].

Literatura 1. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, TeoriØ qisel. M., 1972 495 s.

�RGODIQESKIE SVO`STVA 161 2. B. A. Venkov, �lementarnaØ teoriØ qisel. ONTI, M.–L., 1937 219 s. 3. ı. V. Linnik, AsimptotiqeskaØ geometriØ gaussovyh rodov; analog ffr-

godiqeskoæ teoremy. — DAN SSSR 108, No. 6 (1956), 1018–1021.

4. ı. V. Linnik, Izbrannye trudy. TeoriØ qisel. �rgodiqeskiæ metod i

?-funkcii. L., 1979 432 s.

5. A. V. Malyxev, O primenenii diskretnogo ffrgodiqeskogo metoda v ana-

litiqeskoæ arifmetike neopredelennyh ternarnyh kvadratiqnyh form.

— Zap. nauqn. semin. POMI 93 (1980), 5–24.

6. A. V. Malyxev, Ob arifmetike matric vtorogo porØdka. — Zap. nauqn.

semin. POMI 93 (1980), 41-86.

7. A. V. Malyxev, U. M. Paqev, �rgodiqeskie svoæstva celyh toqek na ne-

kotoryh dvupolostnyh giperboloidah. Dep. VINITI No. 6127, Nal~qik,

1984 43 s.

8. U. M. Paqev, Asimptotiqeskie raspredeleniØ gaussovyh rodov. Avto-

morfnye funkcii i teoriØ qisel. Sb. nauq. tr., Ißevsk, 1987 s.32–40.

9. U. M. Paqev, Ob ostatoqnyh qlenah i ffrgodiqeskih teoremah dlØ potokov

v gaussovyh rodah. Dep. VINITI No. 3246, Nal~qik, 1992 29 s.

10. K. Prahar, Raspredelenie prostyh qisel. M., 1967 512 s.

11. H. Iwaniec, Fourier coefficients of modular forms of halfintergal weight. — Invent.

math. 87 (1987), 385–401.

12. W. Duke, Hyperbolic distribution problems and half-intergal weight Maass forms.

— Invent. math. 92 (1988), 73–90.

Pachev U. M. Ergodic properties of flows for classes of positive binary quadratic forms in Gauss genera.

Further development and refinement of previous results of A. V. Malyshev and the author concerning so-called discrete ergodic method of Yu. V. Linnik. An “ergodic theorem” and “mixing theorem” for flows of positive binary quadratic forms is proven, those describe the asymptotic distribution of the coefficients of these forms on residue classes and on the corresponding surface.

Postupilo 21 noØbrØ 1996 g.