P. A. Terehin TRIGONOMETRIQESKIE ALGEBRY

1. T φ-algebry i normirovannye bilineænye otobraßeniØ. Opredelenie 1. Trigonometriqeskoæ algebroæ, T -algebroæ na-

zovem (neobØzatel~no associativnu¸) algebru, vektornym prostranstvom kotoroæ ØvlØetsØ n-mernoe evklidovo prostranstvo E^n so skalØrnym proizvedeniem (x, y), a umnoßenie xy udovletvorØet toßdestvu |xy|^2 + (x, y)^2 = |x|^2|y|^2, (1.1)

gde | · | – norma.

Termin “trigonometriqeskaØ” ispol~zovan zdes~ v svØzi s tem vidom, kotoryæ prinimaet toßdestvo (1.1) pri ediniqnyh vektorah x i y: sin^2 α + cos^2 α = 1 (v fftom sluqae |xy| estestvenno sqitat~ sinusom ugla α meßdu x i y; s proizvol~nymi x i y budem imet~ togda |xy| = |x||y| sin α – vse kak v sluqae vektornogo proizvedeniØ v E^3).

OsnovnaØ zadaqa – pri kakih n v E^n suwestvu¸t T -algebry. �ta zadaqa rexaetsØ kak qastnyæ sluqaæ bolee obweæ zadaqi:

pri kakih n v E^n suwestvu¸t normirovannye bilineænye otobraßeniØ Φ : E^n×E^n → E^{n+1}, sokrawenno NBO; normirovannost~ oznaqaet vypolnenie ravenstva |Φ(x, y)| = |x||y|.

V stat~e daetsØ opisanie vseh NBO Φ : E^n × E^n → E^{n+1} na osnove normirovannyh algebr (opisanie poslednih daet izvestnaØ teorema Gurvica, sm., naprimer, [1], s. 99, 112).

�to pozvolØet rexit~ osnovnu¸ zadaqu dlØ bolee obwih algebr.

Opredelenie 2. Pust~ φ : E^n ×E^n → R – bilineænaØ forma. φ-

trigonometriqeskoæ algebroæ, T φ-algebroæ, nazovem algebru, vektornym prostranstvom kotoroæ ØvlØetsØ E^n, a umnoßenie xy udovletvorØet toßdestvu

|xy|^2 + φ^2(x, y) = |x|^2|y|^2. (1.2) 183

184 P. A. TEREHIN

Pri φ = 0 poluqaem normirovannu¸ algebru v E^n; v fftom sluqae n = 1, 2, 4, 8 (soglasno teoreme Gurvica). Pri φ(x, y) = (x, y) klassiqeskim ØvlØetsØ upomØnutyæ sluqaæ n = 3 s klassiqeskim vektornym proizvedeniem.

Teorema.

1. Esli v E^n suwestvuet T φ-algebra, to n = 1, 2, 3, 4, 7, 8. 2. Pri ukazannyh v 1 znaqeniØh n v E^n suwestvuet T -algebra, t.e. poslednØØ suwestvuet pri fftih i tol~ko fftih n.

2. Dokazatel~stvo teoremy.

Lemma 1. Pust~ π – giperploskost~ v E^{n+1}, P – ortogonal~nyæ

proektor na π, I – toßdestvennyæ operator v E^{n+1}, λ ∈ [−1, 1] i pust~ A – ortogonal~nyæ operator v E^{n+1}, priqem sobstvennyæ (t.e. ime¸wiæ ravnyæ edinice opredelitel~ v nekotorom, a znaqit, i v l¸bom bazise).

Esli P (A − λI)P – kososimmetriqnyæ operator v E^{n+1}, to: 1) pri n qetnom Aπ = π;

2) pri n neqetnom kososimmetriqen operator A − λI.

Dokazatel~stvo. (Privodimoe dokazatel~stvo baziruetsØ na

rekomendaciØh B. B. Lur~e i suwestvenno prowe pervonaqal~- nogo).

Oboznaqim B = A−λI, C = B +B^∗. Tak kak A – ortogonal~nyæ operator, to ego sobstvennye znaqeniØ (s uqetom ih kratnosteæ) sut~: μ_i = 1, 1 6 i 6 r; ν_j = −1, 1 6 j 6 s; ξ_k , ξ_k , |ξ_k| = 1,

1 6 k 6 t. Tak kak det A = 1, to s qetno; pereoboznaqiv s na

2s, imeem 1 6 j 6 2s i n + 1 = r + 2s + 2t. Togda sobstvennymi qislami operatorov B i C budut sootvetstvenno μ_i − λ = 1 − λ, ν_j −λ = −1−λ, ξ_k −λ, ξ_k −λ, i 2(μ_i −λ) = 2(1−λ), 2(ν_j −λ) = −2(1+λ), ξ_k + ξ_k − 2λ, ξ_k + ξ_k − 2λ. Pust~ E – ortonormirovannyæ bazis, sostavlennyæ iz sobstvennyh vektorov i par vektorov iz dvumernyh minimal~nyh invariantnyh podprostranstv operatora A. Togda E – sobstvennyæ bazis operatora C.

Po uslovi¸ operator P BP kososimmetriqen. Pofftomu P CP = 0. Tak kak rang proektora P na giperploskost~ π raven n, to rang operatora C ne prevoshodit dvuh. V deæstvitel~nosti, rgC < 2. Predpoloßim protivnoe, t.e. rgC = 2. Togda suwestvu- ¸t v toqnosti dva bazisnyh vektora e_1, e_2 ∈ E, otveqa¸wih nenulevym sobstvennym znaqeniØm γ_1 i γ_2 operatora C. Tak kak

TRIGONOMETRIQESKIE ALGEBRY 185 vse sobstvennye znaqeniØ, krome, byt~ moßet, pervogo, dubliru¸tsØ, to γ_1 = γ_2 = γ. Itak Ce_1 = γe_1, Ce_2 = γe_2. Tak kak π – giperploskost~, to suwestvuet nenulevaØ lineænaØ kombinaciØ x = α_1e_1 + α_2e_2 ∈ π. No togda, s odnoæ storony, Cx = γx ∈ π, s drugoæ storony, P Cx = P CP x = 0, t.e. γx ∈ π^⊥. Znaqit, x ∈ π ∩ π^⊥ = {0}. Protivoreqie.

Itak, rang operatora C raven 0 ili 1.

1. Pust~ rang C raven 0. Togda C = 0 i operator A − λI kososimmetriqen, takim obrazom, vypolneno vtoroe utverßdenie lemmy; esli n qetno, to r neqetno, λ = 1, s = t = 0 i, sledovatel~no, A = I – trivial~nyæ sluqaæ, pri kotorom vypolneno i pervoe utverßdenie lemmy.

2. Pust~ rang C raven 1. Togda Ce ≠ 0 dlØ edinstvennogo bazisnogo vektora e ∈ E. �to vozmoßno lix~, kogda r = 1. Sledovatel~no, n + 1 neqetno. Pokaßem, qto e ∈ π^⊥.

DlØ vsØkogo x ∈ E^{n+1} imeem: Cx = (x, e)Ce = (x, e)2(1 − λ)e. PolagaØ x = P e, poluqaem 0 = P CP e = (P e, e)2(1 − λ)P e, otkuda P e = 0 ili (P e, e) = 0 (qto, vproqem, odno i to ße). Sledovatel~no, e ∈ π^⊥. Takim obrazom, π^⊥ = {te | t ∈ R} invariantno otnositel~no operatora A. Tak kak operator A ortogonal~nyæ, to Aπ = π.

Lemma 2. Pust~ π – giperploskost~ v E^{n+1}, P – ortogonal~nyæ

proektor na π, B – operator v E^{n+1}.

Operator P BP kososimmetriqen togda i tol~ko togda, kogda (Bx, x) = 0 dlØ vseh x ∈ π.

Dokazatel~stvo sleduet iz ravenstva (P BP y, y) = (BP y, P y) = (Bx, x), y ∈ E^{n+1}, x = P y ∈ π, i togo fakta, qto kososimmetriqnost~ operatora P BP ravnosil~na ravenstvu (P BP y, y) = 0 dlØ vseh y ∈ E^{n+1}.

Lemma 3. Pust~ Φ : E^m ×E^n → E^{n+1} ØvlØetsØ NBO i n qetno.

Togda Im Φ = {Φ(x, y)|x ∈ E^m , y ∈ E^n} – lineænoe podprostranstvo v E^{n+1} razmernosti dim Im Φ = n.

Dokazatel~stvo. DlØ kaßdogo nenulevogo vektora a ∈ E^m opre-

delim lineænyæ izometriqeskiæ operator L_a : E^n → E^{n+1} sledu¸wim ravenstvom: L_ax = |a|^{−1}Φ(a, x), x ∈ E^n.

186 P. A. TEREHIN

DlØ l¸boæ pary nenulevyh vektorov a, b ∈ E^m ustanovim ravenstvo Im L_a = Im L_b – iz nego nemedlenno poluqim lemmu.

Zadadim na giperploskosti Im L_a lineænyæ operator U_{ab} poloßiv U_{ab}(L_ay) = L_by. V silu izometriqnosti L_a i L_b ffto zadanie korrektno, i operator U_{ab} izometriqeskiæ. Ego edinstvennoe prodolßenie do sobstvennogo ortogonal~nogo operatora v E^{n+1} oboznaqim snova qerez U_{ab}.

Vvidu bilineænosti i normirovannosti otobraßeniØ Φ, s odnoæ storony,

|Φ(a + b, x)|^2 = |Φ(a, x)|^2 + 2(Φ(a, x), Φ(b, x)) + |Φ(b, x)|^2 = |a|^2|x|^2 + 2(Φ(a, x), Φ(b, x)) + |b|^2|x|^2, s drugoæ storony,

|Φ(a + b, x)|^2 = |a + b|^2|x|^2 = |a|^2|x|^2 + 2(a, b)|x|^2 + |b|^2|x|^2.

SravnivaØ poluqennye ravenstva, nahodim (Φ(a, x), Φ(b, x)) = (a, b)(x, x), ili (L_a x, L_bx) = (a, b)|a|^{−1}|b|^{−1}(x, x). �to ravnosil~- no sledu¸wemu ravenstvu (U_{ab} (L_ax), L_ax) = λ(L_a x, L_ax), gde λ = (a, b)|a|^{−1}|b|^{−1}. Takim obrazom, ((U_{ab} − λI)y, y) = 0 dlØ vseh y ∈ Im L_a. Soglasno lemme 2, operator P_a(U_{ab} −λI)P_a kososimmetriqnyæ, gde P_a – ortogonal~nyæ proektor na Im L_a.

Iz lemmy 1, primenennoæ v U_{ab}, sleduet, qto Im L_b = U_{ab} Im L_a = Im L_a.

Lemma 4. Pust~ Φ : E^m×E^n → E^{n+1} ØvlØetsØ NBO, E^n – podpro-

stranstvo v E^{n+1}, n neqetno.

Togda Φ moßet byt~ prodolßeno do NBO Φ : E^m × E^{n+1} → E^{n+1}.

Dokazatel~stvo. Pust~ dlØ kaßdogo nenulevogo vektora a ∈ E^m

operator L_a tot ße, qto i pri dokazatel~stve lemmy 3. Pust~, dalee, L_a – edinstvennoe prodolßenie L_a do sobstvennogo ortogonal~nogo operatora v E^{n+1}.

DlØ a ≠ 0 poloßim Φ(a, x) = |a|L_a(x) i Φ(0, x) = 0, x ∈ E^{n+1}. ˚sno, qto Φ – normirovannoe, lineænoe po vtoromu argumentu otobraßenie, ØvlØ¸weesØ prodolßeniem Φ.

Pokaßem, qto Φ lineæno po pervomu argumentu.

TRIGONOMETRIQESKIE ALGEBRY 187 Zametim, qto L_{λa} = sign λ · L_a . Togda L_{λa} = sign λ · L_a; deæstvitel~no, vo-pervyh, sign λ · L_a – ortogonal~noe prodolßenie operatora sign λ · L_a = L_{λa}, vo-vtoryh, det(sign λ · L_a) = (sign λ)^{n+1} = 1 vvidu qetnosti n + 1. V takom sluqae, Φ(λa, x) = |λa|L_{λa}(x) = λ|a|L_a(x) = λΦ(a, x). Dokazana odnorodnost~ po pervomu argumentu.

DlØ dokazatel~stva additivnosti Φ (po pervomu argumentu) vvedem operator U_{ab} = L_b(L_a)^{−1} dlØ vsØkoæ pary nenulevyh vektorov a, b ∈ E^m . ˚sno, qto U_{ab} – sobstvennyæ ortogonal~nyæ operator.

Kak i pri dokazatel~stve lemmy 3 nahodim, qto U_{ab} udovletvorØet vsem usloviØm lemmy 1 s π Im L_a, λ = (a, b)|a|^{−1}|b|^{−1}.

Soglasno lemme 1, operator U_{ab} − λI kososimmetriqnyæ, t.e. dlØ vseh x ∈ E^{n+1} vypolnØetsØ ravenstvo (U_{ab}x, x) = λ(x, x). Poloßim zdes~ x = L_ay; poluqim (L_a y, L_by) = λ(L_a y, L_ay) = λ(y, y). Vvidu opredeleniØ Φ i znaqeniØ λ, poslednee ravenstvo ravnosil~no sledu¸wemu: (Φ(a, y), Φ(b, y)) = (a, b)(y, y). Oqevidno, ravenstvo verno i dlØ nulevyh vektorov a i b i, sledovatel~no, dlØ vseh a, b ∈ E^m . Ispol~zuØ ego s c = a + b, nahodim: | Φ(c, y) − Φ(a, b) − Φ(b, y) |^2= |y|^2 � |c|^2 + |a|^2 + |b|^2− −2(a, c) − 2(b, c) + 2(a, b) � = |y|^2|c − a − b|^2 = 0. Ots¸da vytekaet additivnost~ Φ po pervomu argumentu.

Sledstvie. (opisano NBO Φ : E^n ×E^n → E^{n+1}). Pust~ n takovo,

qto suwestvuet NBO Φ : E^n × E^n → E^{n+1}. Togda, esli n qetno, to: 1) mnoßestvo znaqeniæ Im Φ = {Φ(x, y) | x, y ∈ E^n} ØvlØetsØ lineænym podprostranstvom v E^{n+1} razmernosti dim Im Φ = n;

2) dlØ vsØkogo lineænogo izometriqeskogo otobraßeniØ V :E^n → Im Φ suwestvuet normirovannaØ algebra v E^n, takaØ, qto

Φ(x, y) = V (xy). (2.1)

Esli n neqetno, to dlØ vsØkogo lineænogo izometriqeskogo otobraßeniØ V : E^n → E^{n+1} suwestvuet normirovannaØ algebra v E^{n+1} takaØ, qto Φ(x, y) = (V x)(V y). (2.2)

188 P. A. TEREHIN

Dokazatel~stvo. Pust~ n qetno. Soglasno lemme 3, Im Φ ØvlØ-

etsØ lineænym podprostranstvom v E^{n+1} i dim Im Φ = n. Togda dlØ proizvol~nogo lineænogo izometriqeskogo otobraßeniØ V : E^n → Im Φ suwestvuet obratnoe k nemu V^{−1} : Im Φ → E^n, kotoroe takße izometriqeskoe. Oqevidno, qto umnoßenie xy = V^{−1}(Φ(x, y)) opredelØet normirovannu¸ algebru v E^n. Ravenstvo (2.1) takße oqevidno.

Pust~ n neqetno, V : E^n → E^{n+1} – izometriqeskiæ operator. Opredelim NBO Φ_1 : Im V ×Im V → E^{n+1} ravenstvom Φ_1(V x, V y) = Φ(x, y). Primenim lemmu 4 k Φ_1 s E^m = Im V ⊂ E^{n+1}. Poluqim prodolßenie Φ_1 : Im V ×E^{n+1} → E^{n+1}.

Opredelim NBO Φ_2 : E^{n+1}×Im V → E^{n+1} ravenstvom Φ_2(x, y) = Φ_1(y, x). Snova primeniv lemmu 4, no k Φ_2 s E^m = E^{n+1}, Im V ⊂ E^{n+1}, poluqim prodolßenie Φ_2 : E^{n+1}×E^{n+1} → E^{n+1}. Togda umnoßenie xy = Φ_2(y, x) opredelit normirovannu¸ algebru v E^{n+1}. ProverØem ravenstvo (2.2):

(V x)(V y) = Φ_2(V y, V x) = Φ_2(V y, V x) =

= Φ_1(V x, V y) = Φ_1(V x, V y) = Φ(x, y).

Lemma 5. Pust~ E^n – podprostranstvo v E^{n+1}, e – ediniqnyæ

vektor (odin iz dvuh) iz ortogonal~nogo dopolneniØ (E^n)^⊥.

Esli xy – umnoßenie v T φ-algebre v E^n, to otobraßenie Φ : E^n ×E^n → E^{n+1}, opredelØemoe formuloæ Φ(x, y) = xy + φ(x, y)e, (2.3) ØvlØetsØ NBO.

Obratno, vsØkoe NBO Φ : E^n ×E^n → E^{n+1} svoim razloßeniem v prØmu¸ summu (2.3) s xy ∈ E^n i φ(x, y) ∈ R opredelØet v E^n T φ-algebru s umnoßeniem xy i bilineænoæ formoæ φ.

Dokazatel~stvo. DlØ otobraßeniØ (2.3), v silu ortogonal~no-

sti slagaemyh, imeem |Φ(x, y)|^2 = |xy|^2 + φ^2(x, y), otkuda i iz toßdestva (1.2) poluqaem normirovannost~ otobraßeniØ Φ. Bilineænost~ ego oqevidna. Takim obrazom, Φ ØvlØetsØ NBO.

Pust~, obratno, Φ – proizvol~noe NBO i (2.3) – ego razloßenie v prØmu¸ summu. Bilineænost~ xy i φ(x, y) sleduet iz bilineænosti Φ i edinstvennosti razloßeniØ. Krome togo, |xy|^2 + φ^2(x, y) = |Φ(x, y)|^2 = |x|^2|y|^2 – poslednee v silu normirovannosti Φ. Takim obrazom, xy i φ obrazu¸t T φ-algebru.

TRIGONOMETRIQESKIE ALGEBRY 189

Lemma 6. Pust~ x ∘ y – umnoßenie v normirovannoæ algebre v

E^{n+1} s ediniceæ e, E^n = (e)^⊥. Togda umnoßenie xy = P (x ∘ y), (2.4) gde x, y ∈ E^n, P – ortogonal~nyæ proektor na E^n, opredelØet T - algebru v E^n, v kotoroæ proizvedenie ortogonal~no somnoßitelØm:

(xy, x) = (xy, y) = 0. (2.5)

KaßdaØ T -algebra v E^n, udovletvorØ¸waØ ravenstvam (2.5), moßet byt~ poluqena po formule (2.4) iz normirovannoæ algebry v E^{n+1} s ediniceæ e.

Dokazatel~stvo. V l¸boæ normirovannoæ algebre spravedlivo

toßdestvo

(a_1 ∘ b_1, a_2 ∘ b_2) + (a_1 ∘ b_2, a_2 ∘ b_1) = 2(a_1, a_2)(b_1, b_2) (2.6)

(sm. [1], s. 102(4)).

Pust~ x, y ∈ E^n. Poloßim v (2.6) a_1 = x, b_1 = y, a_2 = b_2 = e; poluqim (x ∘ y, e) + (x, y) = 2(x, e)(y, e) = 0. (2.7)

DlØ umnoßeniØ xy proverØem toßdestvo (1.1): |xy|^2 = |P (x ∘ y)|^2 = |x ∘ y − (x ∘ y, e)e|^2 = = |x ∘ y|^2 − (x ∘ y, e)^2 = |x|^2|y|^2 − (x, y)^2, v poslednem ravenstve ispol~zovano (2.7).

Bilineænost~ umnoßeniØ xy oqevidna. Proverim ravenstva (2.5).

Poloßim v (2.6) a_1 = a_2 = x, b_1 = y, b_2 = e; poluqim (x ∘ y, x) = |x|^2(y, e) = 0. Ots¸da (xy, x) = (P (x ∘ y), x) = (x ∘ y, P x) = (x ∘ y, x) = 0. Analogiqno poluqaem i vtoroe ravenstvo (2.5). Takim obrazom, umnoßenie xy, zadannoe formuloæ (2.4), deæstvitel~no opredelØet T -algebru v E^n, udovletvorØ¸wu¸ ravenstvam (2.5). PervaØ qast~ lemmy dokazana. Dokaßem vtoru¸ qast~.

190 P. A. TEREHIN

Pust~ dana proizvol~naØ T -algebra v E^n s umnoßeniem xy i udovletvorØ¸waØ ravenstvam (2.5). Opredelim umnoßenie v E^{n+1} sledu¸wim obrazom: (x + αe) ∘ (y + βe) = xy + αy + βx + (αβ − (x, y))e, gde x, y ∈ E^n, α, β ∈ R, e ∈ (E^n)^⊥, |e| = 1. Oqevidno, qto opredelennoe umnoßenie bilineæno i e – edinica. Dalee,

|(x + αe) ∘ (y + βe)|^2 = |xy|^2 + α^2|y|^2 + β^2|x|^2 + α^2β^2− −2αβ(x, y) + (x, y)^2 + 2αβ(x, y) = |x + αe|^2|y + βe|^2. Takim obrazom poluqili normirovannu¸ algebru v E^{n+1} s ediniceæ e, pri fftom formula (2.4) vozvrawaet nas k ishodnoæ T - algebre v E^n.

Dokazatel~stvo teoremy.

1. Pust~ v E^n suwestvuet T φ-algebra. Bez ograniqeniØ obwnosti budem sqitat~ E^n podprostranstvom v E^{n+1}. Soglasno lemme 5 suwestvuet NBO Φ : E^n × E^n → E^{n+1}. Dalee, primenØØ sledstvie, poluqaem normirovannu¸ algebru – pri qetnom n v E^n, pri neqetnom n v E^{n+1}. Po teoreme Gurvica v pervom sluqae n = 2, 4, 8, vo vtorom – n = 1, 3, 7. Vo vsØkom sluqae n = 1, 2, 3, 4, 7, 8. Utverßdenie 1 teoremy dokazano.

2. Postroim primery T -algebry rangov n = 1, 2, 3, 4, 7, 8. Iz lemmy 6 sleduet suwestvovanie T -algebry rangov n = 1, 3, 7. Zametim, qto opredelennaØ v lemme 6 ravenstvom (2.4) T -algebra v sluqae n = 1 ØvlØetsØ algebroæ s nulevym umnoßeniem, v sluqae n = 3 – ffto vektornoe proizvedenie v E^3, v sluqae n = 7 – analogiqnoe “vektornoe” proizvedenie.

Pust~ teper~ n = 2, 4, 8. Pust~ x ∘ y – umnoßenie v normirovannoæ algebre v E^n s ediniceæ e. Poloßim xy = P (x∘y), gde P – ortogonal~nyæ proektor na (e)^⊥, y = (y, e)e − P (y) – soprØßennyæ k y vektor.

Bilineænost~ umnoßeniØ xy oqevidna. Krome togo, |xy|^2 = |P (x ∘ y)|^2 = |x ∘ y − (x ∘ y, e)| e|^2 = = |x ∘ y|^2 − 2(x ∘ y, (x ∘ y, e)e) + (x ∘ y, e)^2 =

TRIGONOMETRIQESKIE ALGEBRY 191 = |x ∘ y|^2 − (x ∘ y, e)^2 = |x|^2|y|^2 − (x, y)^2. Na poslednem xage uqli ravenstvo |y| = |y| i (x ∘ y, e) = (x, y). Poslednee ravenstvo proverim.

Ispol~zuØ pervoe ravenstvo iz (2.7), vernoe dlØ vseh x, y ∈ E^n, imeem (x ∘ y, e) + (x, y) = 2(x, e)(y, e) = 2(x, e)(y, e). S drugoæ storony, (x, y) + (x, y) = (x, y + y) = (x, 2(y, e)e) = 2(x, e)(y, e). SravnivaØ dva poslednih ravenstva, poluqaem proverØemoe ravenstvo.

Itak, umnoßenie xy opredelØet T -algebru v E^n pri n = 2, 4, 8. Utverßdenie 2 teoremy, a vmeste s nim i sama teorema, dokaza- ny. Zametim, qto primery trigonometriqeskih algebr moßno usmotret~ v kvaternionah i oktavah. Koneqno ße, osnovnym v rabote ØvlØetsØ dokazatel~stvo nevozmoßnosti trigonometriqeskih, i daße φ-trigonometriqeskih, algebr rangov, otliqnyh ot vyxenazvannyh.

Vyraßa¸ gluboku¸ blagodarnost~ B. B. Lur~e za vnimatel~- noe proqtenie rukopisi i sdelannye zameqaniØ, napravlennye na uluqxenie izloßeniØ.

Literatura

1. I. L. Kantor, A. S. Solodovnikov, Giperkompleksnye qisla. Nauka, Moskva, 1973.

Terekhin P. A. Trigonometrical algebras.

Euclidean n-dimensional spaces that have an analog of a vector product, i.e., a bilinear binary operation satisfying the identity |x · y|^2 + (x, y)^2 = |x|^2 · |y|^2 ((·, ·)) is a scalar product). It is clarified for which n such a product exists.

Postupilo 21 noØbrØ 1996 g. Saratovskiæ gos. universitet mehaniko-matematiqeskiæ fakul~tet