V. M. Cvetkov O NEKOTOROM 2-RASXIRENII POL˚ Q RACIONAL^NYH QISEL

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ izloßenie sledu¸weæ teoremy.

Teorema.

1. U polØ Q racional~nyh qisel est~ i tol~ko odno normal~noe

2-rasxirenie Q_{(2,}1_)/Q, gruppa kotorogo Aut(Q_{(2,}1_)/Q) izomorfna svobodnomu proizvedeni¸ Z_2 ∗_2 Z/2 pro-2-gruppy Z_2 i Z/2, gde Z_2 – additivnaØ gruppa celyh 2-adiqeskih qisel, a Z/2 – cikliqeskaØ gruppa porØdka dva. Pole Q_{(2,}1_) sovpadaet s maksimal~nym 2-rasxireniem polØ Q, v kotorom nerazvetvleny vse normirovaniØ, sootvetstvu¸wie vsem neqetnym prostym qislam.

2. Esli (Ω, P ) – uporØdoqennoe pole s konusom poloßitel~nyh fflementov P , dlØ kotorogo vypolneny usloviØ i) kaßdyæ mnogoqlen neqetnoæ stepeni s kofffficientami iz polØ Ω imeet koren~ v Ω, ii) kaßdyæ poloßitel~nyæ fflement iz P ØvlØetsØ kvadratom ili udvoennym kvadratom fflementov iz Ω, priqem √ 2 /∈ Ω, to algebra Ω = Ω ⊗QQ ØvlØetsØ polem, sovpada¸wim s maksimal~-

nym algebraiqeskim rasxireniem polØ Ω; v qastnosti Ω – algebraiqeski zamknutoe pole, i Aut(Ω/Q_{(2,}1_)) ∼= Z_2 ∗_2 Z/2.

3. Klass poleæ Ω iz 2 sovpadaet s maksimal~nymi podpolØmi vewestvenno-zamknutyh poleæ, ne soderßawih √ 2. Esli Ω =

Ω Z2�_2Z/2_{– pole invariantnyh fflementov otnositel~no toqno i}

nepreryvnogo deæstviØ gruppy Z_2 ∗_2 Z/2 avtomorfizmami v dis-

kretnoæ topologii algebraiqeski zamknutogo polØ Ω, i √ 2 /∈ Ω, to Ω sovpadaet s odnim iz maksimal~nyh podpoleæ v vewestvennozamknutom pole Ω Z^{/2}, ne soderßawim √ 2, Dokazatel~stvo. Tot fakt, qto dlØ ukazannogo normal~nogo nad

Q polØ Q(2,1), Aut(Ω/Ω)^∼= Z2∗_2 Z/2 byl vpervye ustanovlen Mark-

xaætisom

(_2 1 ) . Smotri takße

(_2) , (_3) , (_4) . 192

O NEKOTOROM 2–RASXIRENII POL˚ Q 193

Pust~ L/Q – normal~noe 2-rasxirenie, i Aut(L/Ω) ∼= Z_2 ∗_2 Z/2. Nado pokazat~, qto L = Q_{(2,}1_). U polØ Q est~ i tol~ko odno

normal~noe Z_2-rasxirenie Q_{(2)} =

1_⋃ n=1 ( √ 2 + . . . + √ 2 + √ 2) (sled-

stvie iz teoremy Kronekera–Vebera, sm.

(_5)

, a takße

(_6) . ˚sno,

qto Q(2) ⊂ L. Pust~ p – neqetnoe prostoe qislo. Gp ⊂ Aut(L/Q) –

gruppa razloßeniØ p v L/Q, opredelennaØ s toqnost~¸ do soprØßeniØ. Togda G_p – zamknutaØ podgruppa v Aut(L/Q) i G_p ØvlØetsØ faktor-gruppoæ gruppy Aut(Q^{(2)}p /Q_p), gde Q^{(2)}p /Q_p – maksimal~noe 2-rasxirenie polØ Q_p racional~nyh p-adiqeskih qisel. Esli T_p – gruppa inercii p v L/Q, to T_p izomorfna faktor-gruppe gruppy inercii rasxireniØ Q^{(2)}p /Q_p; v qastnosti – cikliqna. LokalizaciØ L^p polØ L v p soderßit pole Q_{(2)}; znaqit Ødro estestvennogo ffpimorfizma Aut(Q^{(2)}p /Q_p) → G_p leßit v T (Q^{(2)}p /Q_p) ∼= Z_2. Ots¸da G_p ∼= Z_2λ{τ }, gde {τ } – cikliqeskaØ pro-2-gruppa, sovpada¸waØ s gruppoæ inercii p v L/Q. Po analogu teoremy Kuroxa o podgruppah svobodnogo proizvedeniØ grupp (teorema Mel~nikova, sm.

(_7)

), zamknutaØ podgruppa v Z_2 ∗_2 Z/2 izomorfna svobodnomu proizvedeni¸ F ∗_2 Z/2 ∗ . . . ∗ Z/2 I , gde I – nekotoroe (vozmoß-

no, pustoe) mnoßestvo, a F – svobodnaØ pro-2-gruppa. Ots¸da poluqaem izomorfizm Z_2λ{τ } ∼= F ∗_2 Z/2 ∗ . . . ∗ Z/2 I . No poslednee

moßet byt~ tol~ko lix~ dlØ G_p ∼= Z_2, i gruppa inercii qisla p v L/Q ravna ediniqnoæ gruppe; t.e. p – nerazvetvleno v L/Q. Ots¸da, v silu proizvol~nosti p, poluqaem, qto L ⊂ Q_{(2,}1_). U gruppy Z_2 ∗_2 Z/2 net sobstvennyh faktor-grupp izomorfnyh eæ samoæ (hopfovost~ koneqno-poroßdennyh pro-koneqnyh grupp), a znaqit L = Q_{(2,}1_), i punkt 1, v teoreme dokazan. Pust~ Ω – pole, udovletvorØ¸wee usloviØm teoremy. Po i) poluqaem, qto u polØ Ω net koneqnyh rasxireniæ neqetnoæ stepeni, i maksimal~noe algebraiqeskoe rasxirenie Ω/Ω ØvlØetsØ 2-rasxireniem. Esli

G = Aut(Ω/Ω) – gruppa zamykaniØ polØ Ω, to

H^1(G, Z/2) = Hom^c(G, Z/2) = char G/(G, G)G^2 ∼= Ω�/Ω�^2. No Ω = (−P ) ∐ {0} ∐ P, P = Ω�^2 ∐ 2Ω�^2,

194 V. M. CVETKOV i Ω�_{/Ω}�2_=^{_{{−1}mod Ω}�2^}_{2 ×}^{_{2mod Ω}�2^} ∼_= Z_{/2 ×} Z_{/2.}

Pole Ω – uporØdoqennoe, i sledovatel~no pro-2-gruppa G imeet dve topologiqeskie obrazu¸wie, priqem za odnu iz fftih obrazu¸wih moßno vzØt~ invol¸ci¸, otveqa¸wu¸ rasxireni¸ Ω( √ −1)/Ω. Iz universal~nogo svoæstva svobodnogo proizvede-

niØ, poluqaem, qto G izomorfna faktor-gruppe gruppy Z_2 ∗_2 Z/2. V silu normal~nosti Q_{(2,}1_)/Q, polØ Ω i Q_{(2,}1_) lineæno razdeleny, t.k. Q ( √ −1, √ 2) ∩ Ω = Q. Znaqit algebra Ω ⊗QQ_{(2,}1_) – pole,

i Ω ⊗QQ_{(2,}1_)/Ω – algebraiqeskoe rasxirenie poleæ. Teper~, Aut ( Ω ⊗Q^{Q(2,1)/Ω) ∼= Z2 ∗}2^{Z/2,}

i opØt~ taki, hopfovost~ Z_2 ∗_2 Z/2 daet nam, qto Ω ⊗QQ_{(2,}1_) –

algebraiqeskoe zamykanie polØ Ω, i punkt 2 teoremy dokazan.

Pust~ L – vewestvenno-zamknutoe pole, Ω – ego maksimal~noe podpole, ne soderßawee √ 2. Suwestvovanie takih poleæ Ω, legko sleduet iz lemmy Corna.

Togda Øsno, qto L/Ω – algebraiqeskoe rasxirenie poleæ, t.k., esli √ 2 /∈ Ω, to i √ 2 /∈ Ω(t), gde t – transcendentnyæ fflement nad

Ω, i Ω(t) – pole racional~nyh funkciæ ot odnoæ peremennoæ t s polem konstant Ω.

Dalee, Øsno, qto u polØ Ω net koneqnyh rasxireniæ neqetnoæ stepeni, znaqit, Aut(L( √ −1)/Ω) – pro-2-gruppa, i L( √ −1)/Ω –

normal~noe 2-rasxirenie.

Esli teper~ predpoloßit~, qto maksimal~noe rasxirenie perioda dva polØ Ω bol~xe, qem pole Ω( √ −1, √ 2), to poluqim qto podpole Ω v L – ne maksimal~noe podpole, ne soderßawee √ 2, i, esli d ∈ Ω�/Ω�^2, d ≠ −1, −2, 2modΩ�^2, to Ω( √ d) takße ne budet soderßat~ √ 2. Itak,

Ω�_{/Ω}�2 ∼_{==}^{_{{−1}mod Ω}�2^}_{2 ×}^{_{2mod Ω}�2^}_2 ∼_= Z_{/2 ×} Z_{/2.}

Iz uporØdoqennosti polØ Ω poluqaem, qto odnu iz dvuh obrazu- ¸wih Aut(L( √ −1)/Ω) moßno vzØt~ invol¸cieæ. Dal~neæxee po-

vtorØet rassußdeniØ dlØ dokazatel~stva punkta 2 teoremy.

O NEKOTOROM 2–RASXIRENII POL˚ Q 195

Obratno, esli Ω = Ω Z^2�^2Z^{/2}, i √ 2 /∈ Ω, gde Ω – algebraiqeski

zamknutoe pole, to

Ω�_{/Ω}�2 ∼_{==}^{_{{−1}mod Ω}�2^}_{2 ×}^{_{2mod Ω}�2^}_{2 ,}

i dlØ polØ Ω vypolneny usloviØ i) i ii) teoremy, qto i dokazyvaet poslednee.

V zakl¸qenie, privedem bez dokazatel~stva nekotorye svoæstva podpoleæ kl ⊂ Q_{(2,}1_).

Predloßenie. Esli k ⊂ Q(2,1) – podpole koneqnoæ stepeni v

Q(2,1), to

1. Qislo klassov idealov h_k – neqetno.

2. V pole k est~ edinicy vseh vewestvennyh znakov.

3. Pole k imeet tol~ko odno normirovanie, leßawee nad prostym qislom 2.

4. Esli E i E_Y – gruppy edinic poleæ k i k^Y , sootvetstvenno, gde

k^Y – lokalizaciØ polØ k v /mid2, to estestvennyæ gomomorfizm E/E^2 → E_Y /E^2_Y ØvlØetsØ monomorfizmom.

5. Pole Q(^21 √ 2) = 1 ⋃ n=1 Q(^{2n√}2) imeet tol~ko odno uporØdoqenie

i kaßdyæ poloßitel~nyæ fflement v nem ØvlØetsØ summoæ dvuh kvadratov.

Literatura

1. G. N. Markxaætis, O p-rasxireniØh s odnim kritiqeskim prostym qislom. — Izv. AN SSSR, seriØ matem. 27, No. 2 (1963), 463–466.

2. I. R. Xafareviq, RasxireniØ s zadannymi toqkami vetvleniØ. — IHES No. 18 (1964), 295–319.

3. H. Koh, TeoriØ Galua p-rasxireniæ. M., 1973, 199 s.

4. L. V. Kuz~min, Gomologii prokoneqnyh grupp, mul~tiplikator Xura i teoriØ poleæ klassov. — Izv. AN SSSR, seriØ matem. 33, No. 6 (1969), 1220–1254.

5. V. M. Cvetkov, Γ-rasxireniØ i gomomrfizm koograniqeniØ. — Zam. nauqn. semin. LOMI 198 (1991), 103–108.

6. V. M. Cvetkov, O gruppe Galua maksimal~nogo l-rasxireniØ s fiksirovannym vetvleniem polØ racional~nyh qisel. — Zam. nauqn. semin. LOMI 91 (1979), 169–170.

7. O. V. Mel~nikov, Podgruppy i gomologii svobodnyh proizvedeniæ prokoneqnyh grupp. — Izv. AN SSSR, seriØ matem. 63, No. 1 (1989), 97–120.

196 V. M. CVETKOV

Tsvetkov V. M. On some 2-extension of the field Q of rational numbers.

It is proved that the field Q of rational numbers has one and only one normal 2-extension Q_{(2,}1_)/Q with the groupe isomorphic to Z_2 ∗_2 Z/2. If

Ω the maximal subfield of a real-closed field not contain in √ 2, then the algebraic closure Ω is isomorphic to the field Ω ⊗QQ_{(2,}1_).

Postupilo 26 maØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN