A. V. ˚kovlev

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H

Izvestno, kaku¸ rol~ igra¸t v matematike bilineænye formy, zadannye na ob¨ektah, ime¸wih ewe kaku¸-to strukturu. Odin iz Ørkih primerov fftogo voznikaet v teorii lokal~nyh poleæ, na mul~tiplikativnoæ gruppe kotoryh, pomimo operatorov iz gruppy Galua, opredelena antisimmetriqnaØ bilineænaØ forma – simvol Gil~berta. Imenno neobhodimost~ bolee glubokogo izuqeniØ fftoæ struktury zastavila avtora v rabotah [1, 2] postroit~ teori¸ simplektiqeskih prostranstv s operatorami. Analogiqnye opredeleniØ (no ne rezul~taty) byli poqti odnovremenno dany v [3, 4] (no motivaciØ u avtorov fftih rabot byla sovsem drugaØ). V [5] nekotorye osnovnye rezul~taty rabot [1–4] dokazany v neskol~ko bolee obweæ situacii. S teh por mnogie avtory pereotryvali ffti rezul~taty. Zametim, qto v priloßeniØh qasto prihoditsØ ispol~zovat~ nekotorye formal~nye modifikacii upomØnutyh teorem; pofftomu estestvenno bylo popytat~sØ sformulirovat~ i dokazat~ ih v maksimal~noæ vozmoßnosti obwnosti. �to i ØvlØetsØ cel~¸ nastoØweæ raboty. V neæ my opredelØem bilineænye formy na additivnyh kategoriØh i dlØ sluqaØ, kogda kol~ca ffndomorfizmov nerazloßimyh ob¨ektov lokal~ny, i potomu v kategorii spravedliva teorema KrullØ–Xmidta, dokazyvaem teoremu o strukture ob¨ektov kategorii s bilineænymi formami i zakon sokraweniØ dlØ giperboliqeskih form. Otmetim, qto my ne delaem nikakih dopolnitel~nyh dopuweniæ: ne predpolagaem, qto vozmoßno delenie na 2 i qto formy nevyroßdeny, i daße ne vsegda trebuetsØ, qtoby forma byla pohoßa na simmetriqnu¸ ili kososimmetriqnu¸. Znaqitel~no bolee toqnu¸ informaci¸ moßno poluqit~, esli morfizmy kategorii moßno odnoznaqno delit~ na 2, a kol~ca ffndomorfizmov nerazloßimyh ob¨ektov udovletvorØ¸t kakimto usloviØm koneqnosti. �tomu, a takße nekotorym priloßeni- Øm, budet posvØwena sledu¸waØ stat~Ø. 197

198 A. V. ˚KOVLEV

1. Neskol~ko lemm o morfizmah

Vse vstreqa¸wiesØ v fftoæ rabote kateorii additivny. �to znaqit, qto dlØ l¸byh ob¨ektov A, B mnoßestvo Hom (A, B) morfizmov iz ob¨ekta A v ob¨ekt B – additivno zapisannaØ abeleva gruppa, priqem ffto sloßenie svØzano s kompozicieæ morfizmov levym i pravym sootnoxeniØmi distributivnosti, i qto suwestvu¸t koneqnye prØmye summy ob¨ektov.

Toßdestvennyæ morfizm ob¨ekta A, ego kol~co ffndomorfizmov i ridakal (Dßekobsona) fftogo kol~ca budem oboznaqat~ 1_A,

E(A), R(A), opuskaØ, esli ffto ne privedet k nedorazumeniØm,

upominanie ob A.

Napomnim, qto podob¨ektom ob¨ekta A nazyvaetsØ para (B, i), sostoØwaØ iz ob¨ekta B i monomorfizma i : B → A. GovorØt, qto ob¨ekt A razbit v prØmu¸ summu B_1 ⊕ · · · ⊕ B_n, esli zadany morfizmy i_s : B_s → A (kanoniqeskie vloßeniØ), p_s : A → B (kanoniqeskie proekcii), takie qto p_s i_s – toßdestvennyæ morfizm ob¨ekta B_s dlØ l¸bogo s, 1 6 s 6 n, p_s i_t = 0 pri s ≠ t i

i_1 p_1 + · · · + i_n p_n = 1_A.

Pust~ A = A_1 ⊕ · · · ⊕ A_n, B = B_1 ⊕ · · · ⊕ B_m, i_s : A_s → A,

J_t : B_t → B, p + s : A → A_s, q_t : B → B_t – sootvetstvu¸wie ka-

noniqeskie vloßeniØ i proekcii. Morfizmu α : A → B obyqnym obrazom stavim v sootvetstvie matricu (α_{ts}), gde α_{ts} = q_t αi_s :

A_s → B_t. Kak horoxo izvestno, deæstviØm nad morfizmami ot-

veqa¸t obyqnye deæstviØ nad matrcami.

Lemma 1. Forfizm Φ : A ⊕ B → C s matriceæ ( α γ 0 δ ) ili ( α 0 γ δ ) , gde α : A → C, δ : B → D – izomorfizmy, ØvlØetsØ izomorfizmom.

Dokazatel~stvo. Obratnymi k ukazannym budut morfizmy s

matricami ( α^{−1} −α^{−1}γδ^{−1} 0 δ^{−1} ) i ( α^{−1} 0 δ^{−1}γα^{−1} δ^{−1} ) . Vaßnu¸ rol~ v dal~neæxem budut igrat~ ob¨ekty s lokal~- nymi kol~cami ffndomorfizmov. Esli A – takoæ ob¨ekt, to radikal kol~ca E(A) sostoit iz vseh neobratimyh fflementov, tak qto fflement, ne prinadleßawiæ radikalu, ØvlØetsØ avtomorfizmom

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H 199 A. Krome togo, v E(A) lix~ 0 i 1_A ØvlØetsØ idempotentnymi ffndomorfizmami.

Lemma 2. Pust~ A, B – takie ob¨ekty additivnoæ kategorii,

qto A ≠ 0, a kol~co ffndomorfizmov E(B) lokal~no. Esli α : A → B, β : B → A takovy, qto β_α – avtomorfizm A, to α b β – izomorfizmy.

Dokazatel~stvo. Pust~ γ – obratnyæ k βα avtomorfizm A. To-

gda γ β_α = 1_A i αγβ = α(γβα)γβ = (αγβ)^2 – idempotentnyæ ffndomorfizm B; poskol~ku E(B) lokal~no, αγβ = 0 ili αγβ = 0 ili αγβ = 1_B. No esli αγβ = 0, to 1_A = 1_A1_A = γβ(αγβ)α = 0, t.e. A = 0; pofftomu αγβ = 1_B, i α i γβ – vzaimno obratnye izomorfizmy.

Lemma 3. Pust~ Φ : A ⊕ B → C ⊕ D – morfizm s matriceæ ( γ α δ β ) , gde α : B → C, δ : A → D – izomorfizmy, a γ : A → C, β : B → D – ne izomorfizmy. Esli kol~co ffndomorfizmov ob¨ekta D lokal~no, to Φ – izomorfizm.

Dokazatel~stvo. Esli βα^{−1} γδ^{−1} /∈ R(D), to ffto avtomorfizm

D i po lemme 2 β, vopreki uslovi¸, izomorfizm. Pofftomu

βα^{−1} γδ^{−1} ∈ R(D), i ε = 1_D − βα^{−1} γδ^{−1} ØvlØetsØ avtomorfiz-

mom D. Oboznaqim qerez Φ_1 : B ⊕ A → B ⊕ D, Φ_2 : B ⊕ D → C ⊕ D,

Φ_3 : A ⊕ B → B ⊕ A morfizmy s matricami ( 1_B α^{−1}γ 0 δ ) , ( α 0 β ε ) , ( 0 1_B 1_A 0 ) ; oqevidno, Φ_3 – izomorfizm, a Φ_1, Φ_2 – izomorfizmy po lemme 1. No ( α 0 β ε ) ( 1_B α^{−1}γ 0 δ ) ( 0 1_B 1_A 0 ) = ( γ α δ β ) , i potomu Φ = Φ_1Φ_2Φ_3 toße izomorfizm.

Morfizm α : A → B budem nazyvat~ radikal~nym, esli dlØ l¸bogo ob¨ekta C s lokal~nym kol~com ffndomorfizmov E(C) i l¸byh morfizmov β : B → C, γ : C → A proizvedenie β_{αγ} prinadleßit R(C). Oqevidno, summa radikal~nyh morfizmov i proizvedenie radikal~nogo morfizma sleva ili sprava na l¸boæ morfizm – snova radikal~nyæ morfizm. S drugoæ storony, esli α –

200 A. V. ˚KOVLEV izomorfizm i A imeet prØmoe slagaemoe C s lokal~nym kol~com ffndomorfizmov, to α – ne radikal~nyæ: esli i : C → A, p : A → C – kanoniqeskie vloßeniØ i proekciØ, to (pα^{−1})αi = 1_C /∈ R(C).

Lemma 4. Pust~ Φ – ne radikal~nyæ morfizm iz A = A1 ⊕ . . . ⊕ An

v B = B_1 ⊕. . .⊕B_m, i_s : a_s → A, j_t : B_t → B, p_s : A → A_s, q_t : B → B_t – kanoniqeskie vloßeniØ i proekcii. Esli kol~ca ffndomorfizmov vseh slagaemyh A_s, B_t lokal~ny, to hotØ by odin iz morfizmov q_tΦi_s (1 6 s 6 n, 1 6 t 6 m) – izomorfizm.

Dokazatel~stvo. Esli by vse qtΦis byli radikal~nymi, to i

morfizm Φ = (_m∑ t=1 j_t q_t ) Φ (_n∑ s=1 i_s p_s ) = ∑ s, tj_t ( q_t Φi_s ) p_s byl by radikal~nym. Sledovatel~no, naædutsØ s, t, takie qto

q_tΦi_s – ne radikal~nyæ. Pust~ C – takoæ ob¨ekt s lokal~nym

kol~com ffndomorfizmov i α : C → A_s, β : B_t → C – takie morfizmy, qto β(q_tΦi_s)α : C → C ne prinadleßit R(C) i potomu ØvlØetsØ avtomorfizmom C. Togda po lemme 2 β(q_tΦi_s) : A_s → C – izomorfizm. Esli γ : C → A_s – obratnyæ izomorfizm, to

(γβ)(q_tΦi_s) – toßdestvennyæ avtormorfizm A_s, i po lemme 2 q_tΦi_s

izomorfizm.

2. Bilineænye formy na kategoriØh s invol¸cieæ

Invol¸cieæ na additivnoæ kategorii M nazyvaetsØ kontrvariantnyæ funktor F : M → M, takoæ qto funktor F^2 estestvenno ffkvivalenten toßdestvennomu funktoru. DlØ ob¨ektov A, B i morfizma α : A → B my budem pisat~ A^∗, B^∗, α^∗ : B^∗ → A^∗ vmesto F (A), F (B), F (α). Krome togo, my budem otoßdestvlØt~

(A^∗)^∗ s A, (α^∗)^∗ s α. Esli A, B – takie ob¨ekty kategorii M, qto

ob¨ekt A izomorfen ob¨ektu B^∗ (togda i ob¨ekt B izomorfen ob¨ektu A^∗), to budem govorit~, qto ob¨ekty A, B dual~ny drug drugu.

Bilineænoæ formoæ na ob¨ekte A additivnoæ kategorii s invol¸cieæ M my budem nazyvat~ l¸boæ morfizm Φ : A → A^∗. Dual~nyæ k nemu morfizm Φ^∗ – toße ØvlØetsØ morfizmom iz A v A^∗, t.e. bilineænoæ formoæ na A. Pust~ teper~ B – drugoæ ob¨ekt kategorii M, i Ψ : B → B^∗ – bilineænaØ forma na nem;

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H 201 morfizm α : A → B nazyvaetsØ metriqeskim izomorfizmom ob¨- ektov s bilineænymi formami, esli α – izomorfizm kategorii

M i α^∗Ψα = Φ. Esli takoæ metriqeskiæ izomorfizm suwestvuet,

to my budem govorit~, qto ob¨ekt A s bilineænoæ formoæ Φ metriqeski izomorfen ob¨ektu B s bilineænoæ formoæ Ψ ili qto para (A, Φ) metriqeski izomorfna pare (B, Ψ). Dve formy Φ, Ψ na odnom i tom ße ob¨ekte A nazyvaem metriqeski izomorfnymi, esli pary (A, Φ) i (A, Ψ) metriqeski izomorfny.

Esli (B, i) – podob¨ekt ob¨ekta A s bilineænoæ formoæ Φ, to

Φ_B = i^∗Φi – morfizm iz B^∗ v B, t.e. bilineænaØ forma na ob¨-

ekte B; my budem nazyvat~ ee bilineænoæ formoæ, inducirirovannoæ formoæ Φ na podob¨ekte (B, i) ob¨ekta A. Predpoloßim teper~, qto ob¨ekt A razloßen v prØmu¸ summu ob¨ektov (B, i),

(C, j); togda morfizmy i^∗ : A^∗ → B, j^∗ : A → B^∗ ØvlØ¸tsØ kano-

niqeskimi proekciØmi na prØmye slagaemye, i potomu matrica morfizma Φ imeet vid ( i^∗Φi i^∗Φj j^∗Φi j^∗Φj ) . Diagonal~nye komponenty fftoæ matricy predstavlØ¸t soboæ ograniqeniØ formy Φ na podob¨ekty (B, i) i (C, j); esli nediagonal~nye fflementy matricy ravny 0, to my govorim, qto ob¨ekt A s bilineænoæ formoæ Φ ØvlØetsØ ortogonal~noæ (otnositel~- no bilineænoæ formoæ Φ) prØmoæ summoæ podob¨ektov (B, i) i

(C, j). DlØ oboznaqeniØ ortogonal~noæ prØmoæ summy ispol~zu-

etsØ znak ⊥: A = B ⊥ C.

Forma Φ nazyvaetsØ nevyroßdennoæ, esli Φ – izomorfizm. Podob¨ekt (B, i) ob¨ekta A nazyvaem polnym otnositel~no Φ, esli ograniqenie Φ_B = i^∗Φi bilineænoæ formy Φ na podob¨ekt

(B, i) nevyroßdeno, t.e. morfizm Φ_B : B → B^∗ ØvlØetsØ izomor-

fizmom. Podob¨ekt (B, i) nazyvaem izotropnym, esli Φ_B – radikal~nyæ morfizm, i vpolne izotropnym, esli Φ_B = 0.

My budem govorit~, qto podob¨ekt (C, j) ob¨ekta A ortogonalen sleva otnositel~no formy Φ podob¨ektu (B, i), esli i^∗Φ_j = 0. Zametim, qto ots¸da, voobwe govorØ, ne sleduet, qto j^∗Φi = 0, t.e. qto podob¨ekt (B, i) ortogonalen sleva podob¨ektu (C, j). Pust~ (B, i) – podob¨ekt ob¨ekta A s bilineænoæ formoæ Φ; podob¨ekt (C, j) ob¨ekta A nazyvaetsØ levym ortogonal~nym dopolneniem (B, i), esli podob¨ekt (C, j) ortogonalen sleva podob¨ek-

202 A. V. ˚KOVLEV tu (B, i) i maksimalen v sledu¸wem smysle: esli (C^′, j^′) – podob¨ekt A, ortogonal~nyæ sleva k (B, i), to suwestvuet morfizm

η : C^′ → C, takoæ qto j^′ = jη. Esli (C^′, j^′) – drugoe levoe orto-

gonal~noe dopolnenie, to suwestvuet morfizm θ : C → C^′, takoæ qto j = j^′θ; togda j^′ ·1_C = j^′ = jη = j^′θη i, poskol~ku j^′ – monomorfizm, θη = 1_C . Toqno tak ße proverØetsØ, qto ηθ = 1_C0 , tak qto η i θ – vzaimno obratnye izomorfizmy. ˚sno, qto kaßdyæ iz fftih izomorfizmov metriqeskiæ: η^∗Φ_C η = η^∗j^∗Φjη = (j^′)^∗Φj^′ = Φ_C0 . Itak, esli levoe ortogonal~noe dopolnenie suwestvuet, to ono edinstvenno v estestvennom smysle: dlØ l¸byh levyh ortogonal~nyh dopolneniæ (C, j), (C^′, j^′) suwestvuet metriqeskiæ izomorfizm η : C^′ → C, takoæ qto j^′ = jη. V nekotoryh sluqaØh my moßem garantirovat~ i suwestvovanie levogo ortogonal~nogo dopolneniØ.

My budem nazyvat~ kategori¸ slabo predabelevoæ, esli dlØ l¸bogo ob¨ekta A i l¸bogo ego idempotentnogo ffndomorfizma e suwestvu¸t ob¨ekt B i morfizmy i : B → A, p : A → B, takie qto pi = 1_B , ip = e. �to oznaqaet, v qastnosti, qto dlØ idempotentnyh morfizmov (a ne obØzatel~no dlØ vseh morfizmov, kak v predabelevyh kategoriØh) suwestvu¸t Ødra, koØdra, obrazy i koobrazy.

Predloßenie 1. Pust~ Φ – bilineænaØ forma na ob¨ekte A slabo

predabelevoæ kategorii s invol¸cieæ, i pust~ (B, i) – polnyæ otnositel~no Φ podob¨ekt A. Togda suwestvuet levoe ortogonal~noe dopolnenie (C, j) podob¨ekta (B, i); pri fftom A = B ⊕ C. Esli Φ – nevyroßdennaØ forma, to (C, j) – polnyæ podob¨ekt A.

Dokazatel~stvo. Polnota (B, i) oznaqaet, qto i^∗Φi : B → B^∗ –

izomorfizm; pust~ γ – obratnyæ izomorfizm. Poloßim p = γi^∗Φ; togda pi = 1_B i e = ip – idempotentnyæ ffndomorfizm A. Vmeste s nim idempotenten i ffndomorfizm 1_A − e. Poskol~ku kategoriØ slabo predabeleva, suwestvu¸t ob¨ekt C i morfizmy j : C → A,

q : A → C, takie qto qj = 1_C , jq = 1 − e. Iz samogo opredeleniØ

Øsno, qto A = B ⊕ C. Dalee,

i^∗Φj = i^∗Φjqj = i^∗Φ(1 − ip)j = i^∗Φj − (i^∗Φi)γi^∗ Φj = i^∗Φj − i^∗Φj = 0,

a ffto znaqit, qto ob¨ekt (C, j) ortogonalen sleva ob¨ektu (B, i). Znaqit, matrica morfizma Φ : A = B ⊕ C → B^∗ ⊕ C^∗ = A^∗ imeet

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H 203 vid ( i^∗Φi i^∗Φj j^∗Φi j^∗Φj ) = ( i^∗Φi 0 j^∗Φi j^∗Φj ) . Esli Φ – izomorfizm, to oba diagonal~nyh fflementa posledneæ matricy – izomorfizmy; v qastnosti, j^∗Φj : C → C^∗ – izomorfizm, a ffto oznaqaet, qto (C, j) – polnyæ podob¨ekt A.

Oqevidno, qto podob¨ekt (C, j) – Ødro morfizma i^∗Φ; pofftomu esli (C^′, j^′) – takoæ podob¨ekt, qto i^∗Φj^′ = 0, to suwestvuet morfizm η : C^′ → C, takoæ qto j^′ = jη. Sledovatel~no, podob¨ekt

(C, j) – levoe ortogonal~noe dopolnenie podob¨ekta (B, i).

Predloßenie 1 polnost~¸ dokazano.

Budem govorit~, qto podob¨ekt (C, j) ob¨ekta A ortogonalen sprava otnositel~no formy Φ podob¨ektu (B, i), esli j^∗Φi = 0. Kak i vyxe, opredelØetsØ pravoe ortogonal~noe dopolnenie, dokazyvaetsØ ego edinstvennost~ i suwestvovanie pravogo ortogonal~nogo dopolneniØ polnogo podob¨ekta. V nekotoryh vaßnyh sluqaØh levaØ ortogonal~nost~ i pravaØ ortogonal~nost~ sovpada¸t. My nazyvaem formu Φ kvazisimmetriqnoæ, esli suwestvu- ¸t takie ffndomorfizmy ε, δ ob¨ekta A, perestanovoqnye so vsemi idempotentnymi ffndomorfizmami A, qto Φε = Φ^∗, Φ^∗δ = Φ. V qastnosti, esli ε = δ = 1_A, to kvazisimmetriqnaØ forma nazyvaetsØ simmetriqnoæ, a esli ε = δ = −1_A – kososimmetriqnoæ.

Predloßenie 2. Esli prØmoe slagaemoe (C, j) ob¨ekta A ortogo-

nal~no sleva prØmomu slagaemomu (B, i) otnositel~no kvazisimmetriqnoæ formy Φ, to (C, j) ortogonal~no sprava (B, i) otnositel~no Φ. V fftom sluqae prØmoe slagaemoe (B, i) ortogonal~no sprava i sleva prØmomu slagaemomu (C, j).

Dokazatel~stvo. To, qto (B, i) – prØmoe slagaemoe A, oznaqaet,

qto suwestvuet proekciØ p : A → B, takaØ, qto pi = 1_B . Togda ip – idempotentnyæ ffndomorfizm A. Esli (C, j) ortogonal~nyæ sleva (B, i), to i^∗Φj = 0. Pust~ Φ = Φ^∗δ; togda j^∗Φi = j^∗Φipi =

j^∗Φ^∗δ(ip)i = j^∗Φ^∗(ip)δi = (i^∗Φj)^∗pδi = 0, t.e. (C, j) ortogonal~no

sprava (B, i).

Esli levoe ortogonal~noe dopolnenie odnovremenno ØvlØetsØ i pravym ortogonal~nym dopolneniem, to my nazyvaem ego ortogonal~nym dopolneniem. Predloßenie 1 prinimaet sledu¸wiæ vid.

204 A. V. ˚KOVLEV

Predloßenie 1^′. Pust~ Φ – kvazisimmetriqnaØ bilineænaØ for-

ma na ob¨ekte A slabo predabelevoæ kategorii s involcieæ, i pust~ (B, i) – polnyæ otnositel~no Φ podob¨ekt A. Togda suwestvuet ortogonal~noe dopolnenie (C, j) podob¨ekta (B, i); pri fftom A = B ⊥ C. Esli Φ – nevyroßdennaØ forma, to (C, j) – polnyæ podob¨ekt A.

3. OsnovnaØ teorema

Teorema 1. Pust~ M – slabo predabeleva kategoriØ s invol¸ci-

eæ, v kotoroæ kaßdyæ ob¨ekt razloßim v prØmu¸ summu koneqnogo qisla nerazloßimyh ob¨ektov, a kol~co ffndomorfizmov l¸bogo nerazloßimogo ob¨ekta na ob¨ekte A kategorii M. Togda A raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu poparno ortogonal~nyh otnositel~no Φ izotropnogo podob¨ekta D i neskol~kih polnyh podob¨ektov, kaßdyæ iz kotoryh libo nerazloßim, libo raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu dvuh dual~nyh drug drugu nerazloßimyh izotropnyh ob¨ektov. Esli forma Φ nevyroßdena, to izotropnoe slagaemoe D otvutstvuet.

Dokazatel~stvo. Napomnim preßde vsego, qto, kak horoxo iz-

vestno, v takih kategoriØh vypolnØetsØ teorema KrullØ–Xmidta. V qastnosti, vsØkoe prØmoe razloßenie ob¨ekta v prØmu¸ summu nerazloßimyh ob¨ektov sostoit iz odnogo i togo ße qisla slagaemyh, kotoroe budem nazyvat~ dlinoæ ob¨ekta. Budem dokazyvat~ teoremu indukcieæ po dline ob¨ekta A.

Pust~ A = A_1 ⊕ . . . ⊕ A_n, gde A_i nerazloßimy, i pust~ dlØ ob¨ektov men~xeæ dliny vse uße dokazano (dlØ n = 0 utverßdenie bessoderßatel~no). Oboznaqim qerez i_s : A_s → A, p_s : A → A_s kanoniqeskie vloßeniØ i proekcii dlØ dannogo razloßeniØ ob¨- ekta A; togda p^∗_s : A^∗_s → A^∗, i^∗_s : A^∗_s → A^∗ budet kanoniqeskimi vloßeniØmi i proekciØmi dlØ prØmogo razloßeniØ A^∗ = A^∗_1⊕. . .⊕A^∗_n. Pust~ Φ : A → A^∗ kvazisimmetriqnaØ bilineænaØ forma na A.

Lemma 5. Esli v usloviØh teoremy Φ – ne radikal~nyæ morfizm,

to suwestvuet podob¨ekt (X, i), polnyæ otnositel~no formy Φ i libo nerazloßimyæ, libo raskladyva¸wiæsØ v prØmu¸ summu izotropnogo nerazloßimogo ob¨ekta Y i izotropnogo nerazloßimogo ob¨ekta Y^′, izomorfnogo Y^∗.

Teorema sleduet iz lemmy 5 pri pomowi trivial~noæ indukcii. Esli morfizm Φ radikalen, to vse trivial~no, tak kak uße

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H 205 ves~ ob¨ekt A izotropen otnositel~no Φ. Pust~ Φ – ne radikal~- nyæ morfizm, i pust~ (X, i) – suwestvu¸wiæ po lemme 5 polnyæ podob¨ekt A, a (Z, j) – ego ortogonal~noe dopolnenie. Morfizm

Φ_1 = j^∗Φj : Z → Z^∗ predstavlØet soboæ bilineænu¸ formu na Z;

esli Φ nevyroßdena, to i Φ nevyroßdena.

Proverim, qto Φ_1 kvazisimmetriqna. Pust~ ε, δ – takie ffndomorfizmy A, perestanovoqnye so vsemi idempotentnymi ffndomorfizmami, qto Φ_ε = Φ^∗, Φ^∗δ = Φ, i pust~ p, q – kanoniqeskie proekcii dlØ prØmogo razloßeniØ A = X ⊕ Z. Togda

Φ^∗_1 = j^∗Φ^∗j = j^∗Φεjqj = j^∗Φjqεj = Φ_1(qεj),

Φ_1 = j^∗Φj = j^∗Φ^∗δjqj = j^∗Φ^∗jqδj = Φ^∗_1(qδj);

oqevidno, qto qεj, qδj perestanovoqny s idempotentnymi ffndomorfizmami Z.

Dlina Z ravna n − 1 ili n − 2, i potomu k Z i Φ_1 moßno primenit~ predpoloßenie indukcii, qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

Dokazatel~stvo lemmy 5. Vozmoßny 2 sluqaØ. Sluqaæ 1. Suwestvuet s, 1 6 s 6 n, dlØ kotorogo morfizm i^∗Φis

– izomorfizm. Togda (X, i) = (A_s, i_s) – polnyæ otnositel~no Φ nerazloßimyæ podob¨ekt A.

Sluqaæ 2. DlØ vseh s morfizmy i^∗_sΦis – ne izomorfny. Po lemme

4 togda naædutsØ t, s, takie qto a 6 s, t 6 n i morfizm i^∗_t Φi_s :

A_s → A^∗_t – izomorfizm. Pust~ γ obratnyæ k nemu izomorfizm.

Po opredeleni¸ kvazisimmetriqnosti suwestvuet takoæ ffndomorfizm δ ob¨ekta A, qto Φ = Φ^∗δ. Poskol~ku

(i^∗_t Φ^∗i_s)(p_sδi_sγ) = i^∗_t Φ^∗(i_sp_s)δi_sγ = i^∗_t Φ^∗δ(i_sp_s)i_sγ = (i^∗_t Φi_s)γ

– toßdestvennyæ avtomorfizm A^∗_t , po lemme 2 morfizm i^∗_t Φ^∗i_s toße ØvlØetsØ izomorfizmom. No togda i i^∗_sΦi_t = (i^∗_t Φ^∗i_s)^∗ – izomorfizm.

PrØmaØ summa X = A_s ⊕ A_t, rassmatrivaemaØ s morfizmom

i = i_s ⊕ i_t : A_s ⊕ A_t → A – podob¨ekt A. Matriceæ morfizma i^∗Φi : A_s ⊕ A_t → A^∗_s ⊕ A^∗_t ØvlØetsØ matrica ( α β γ δ ) ,

206 A. V. ˚KOVLEV gde α = i^∗_sΦi_s, δ = i^∗_t Φi_t – ne izomorfizmy, a β = i^∗_sΦi_t, γ = i^∗_sΦi_s – izomorfizmy. Po lemme 3 i^∗Φi – izomorfizm, tak qto (X, i) – polnyæ podob¨ekt A.

Lemma 5 polnost~¸ dokazana.

4. Vpolne izotropnye i giperboliqeskie ob¨ekty

Para (D, Ψ), sostoØwaØ iz ob¨ekta D i bilineænoæ formy Ψ na nem, nazyvaetsØ giperboliqeskoæ, esli forma Ψ nevyroßdena, a ob¨ekt A raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu dvuh vpolne izotropnyh otnositel~no Ψ slagaemyh, dual~nyh drug k drugu. Giperboliqeskie ob¨ekty ime¸t oqen~ prostu¸ strukturu, kotoraØ polnost~¸ opisyvaetsØ sledu¸wim utverßdeniem.

Predloßenie 3. Pust~ M – slabo predabeleva kategoriØ s in-

vol¸cieæ, v kotoroæ kaßdyæ ob¨ekt razloßim v prØmu¸ summu koneqnogo qisla nerazloßimyh ob¨ektov, a kol~co ffndomorfizmov l¸bogo nerazloßimogo ob¨ekta lokal~no. Pust~, dalee, Ψ – kvazisimmetriqnaØ bilineænaØ forma na ob¨ekte D kategorii M. Esli para (D, Ψ) giperboliqeskaØ, to oblast~ D raskladyvaetsØ v ortogonal~nu¸ otnositel~no formy Ψ prØmu¸ summu giperboliqeskih podob¨ektov D_1, . . . , D_n, kaßdyæ iz kotoryh, v svo¸ oqered~, raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu dvuh vpolne izotropnyh otnositel~no formy Ψ nerazloßimyh podob¨ektov.

Dokazatel~stvo. Pust~ (D, Ψ) – giperboliqeskaØ para; togda

ob¨ekt D raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu E ⊕F , priqem ograniqeniØ formy Ψ na oba prØmyh slagaemyh trivial~ny. Pofftomu matrica morfizma Ψ : E ⊕ F → E^∗ ⊕ F^∗ imeet vid ( 0 Ψ_1 Ψ_2 0 ) , gde Ψ_1 : F → E^∗, Ψ_2 : E → F^∗ – izomorfizmy, poskol~ku bilineænaØ forma Ψ nevyroßdena. Pust~ E = E_1 ⊕ . . . ⊕ E_n – razloßenie ob¨ekta E v prØmu¸ summu nerazloßimyh ob¨ektov; emu otveqaet prØmoe razloßenie dual~nogo ob¨ekta E^∗ = E^∗_1 ⊕. . .⊕E^∗_n, kotoroe izomorfizmom Ψ^{−1}_1 perenositsØ na ob¨ekt F : F = F_1⊕. . .⊕F_n. Toqnee govorØ, pust~ i_s : E_s → E, p_s : E → E_s – kanoniqeskie vloßeniØ i proekcii dlØ razloßeniØ E = E_1 ⊕ . . . ⊕ E_n; togda morfizmy i^′_s = Φ^{−1}_1 p^∗_s : E^∗_s → F , p^′_s = i^∗_sΦ_1 : F → E^∗_s ØvlØ¸tsØ kanoniqeskimi vloßeniØmi i proekciØmi dlØ prØmogo razloßeniØ

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H 207

F = F_1 ⊕ . . . ⊕ F_n, gde ob¨ekty F_1, . . . , F_n izomorfny ob¨ektam E^∗_1 , . . . , E^∗_n. Legko videt~, qto D = (E_1 ⊕ F_1) ⊥ · · · ⊥ (E_n ⊕ F_n), i

qto kaßdoe iz ortogonal~nyh slagaemyh E_s ⊕ F_n giperboliqno.

Sledu¸waØ lemma daet dostatoqnoe uslovie giperboliqnosti podob¨ekta predabelevoæ kategorii s invol¸cieæ, v kotoroæ kol~ca ffndomorfizmov nerazloßimyh ob¨ektov lokal~ny.

Lemma 6. Pust~ (E, i) i F, j) – dva nerazloßimyh podob¨ekta ob¨-

ekta A s kvazisimmetriqnoæ bilineænoæ formoæ Φ; esli i^∗Φi = 0, j^∗Φj = 0, i odin iz podob¨ektov (E, i), F, j) ØvlØetsØ prØmym slagaemym A a i^∗Φj – izomorfizm F na E^∗, to suwestvuet giperboliqeskoe prØmoe slagaemoe ob¨ekta A, raskladyva¸weesØ v prØmu¸ summu ob¨ektov E, F .

Dokazatel~stvo. Otmetim snaqala, qto morfizm j^∗Φ^∗i = (i^∗Φj)^∗ :

E → F^∗ ØvlØetsØ izomorfizmom. Pust~ (E, i) – prØmoe slaga-

emoe A, i pust~ p : A → E – sootvetstvu¸waØ proekciØ; poskol~ku forma Φ kvazisimmetriqna, suwestvuet ffndomorfizm δ, perestanovoqnyæ s idempotentnymi ffndomorfizmami i takoæ, qto Φ^∗ = Φδ. Togda izomorfizm j^∗Φ^∗i predstavim v vide

j^∗Φδipi = j^∗Φipδi i potomu morfizm j^∗Φi : E → F^∗ obratim spra-

va; sledovatel~no, fftot morfizm ne radikalen, i, poskol~ku ob¨- ekty E, F^∗ izomorfny, on ØvlØetsØ izomorfizmom.

Oboznaqim qerez k morfizm i ⊕ j : E ⊕ F → A; togda matriceæ morfizma k^∗Φk : E ⊕ F → E^∗ ⊕ F^∗ budet matrica ( 0 i^∗Φj j^∗Φi 0 )

i, poskol~ku oba nediagonal~nyh fflementa fftoæ matricy – izomorfizmy, morfizm K^∗Φk ØvlØetsØ izomorfizmom. Ots¸da sleduet, vo-pervyh: qto k – monomorfizm, i potomu (E ⊕ F, k) – podob¨ekt A, i, vo-vtoryh, qto ograniqenie formy Φ na fftot podob¨ekt nevyroßdeno, t.e. on ØvlØetsØ polnym podob¨ektom ob¨ekta A.

Dokaßem ewe odnu lemmu o vpolne izotropnyh prØmyh slagaemyh, kotoraØ ponadobitsØ nam v sledu¸wem paragrafe.

Lemma 7. Pust~ B = (B, i), C = (C, j), C^′ = (C^′, j^′) – podob¨ek-

ty ob¨ekta A s formoæ Φ, priqem sam ob¨ekt A raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu podob¨ektov B, C i ewe kakogo-to podob¨ekta, a

208 A. V. ˚KOVLEV

takße v prØmu¸ summu B, C^′ i ewe kakogo-to podob¨ekta. Pust~ dalee, podob¨ekt B vpolne izotropiqnyæ, a prØmye summy B ⊕C i B ⊕ C^′ ØvlØ¸tsØ ego levymi ortogonal~nymi dopolneniØmi, priqem B ⊕ C = B ⊥ C. Togda ograniqeniØ formy Φ na podob¨ekty C, C^′ metriqeski izomorfny.

Dokazatel~stvo. Pust~ k : B ⊕C → A, k^′ : B ⊕C^′ → A – vloßeniØ

podob¨ektov v A, takie qto kompozicii kanoniqeskih vloßeniæ

B, C → B ⊕ C, B, C^′ → B ⊕ C^′ s k, k^′ ravny sootvetstvenno i, j

i i, j^′. Poskol~ku levoe ortogonal~noe dopolnenie edinstvenno, suwestvuet izomorfizm ϕ : B ⊕ C^′ → B ⊕ C, takoæ qto k^′ = kϕ. Pust~ teper~ r : A → B ⊕ C – kakoæ-nibud~ morfizm, rasweplØ¸wiæ vloßenie k prØmogo slagaemogo B ⊕ C v A, t.e. takoæ morfizm qto rk = 1_{B⊕C} . Oboznaqim qerez p : A → B, q : A → C kompozicii r s kanoniqeskimi proekciØmi na prØmye slagaemye

B ⊕ C → B, C, a qerez p^′ : A → B, q^′ : A → C^′ – kompozicii ϕ^{−1} s

kanoniqeskimi proekciØmi na prØmye slagaemye B ⊕ C^′ → B, C^′. Togda vypolnØ¸tsØ sledu¸wie sootnoxeniØ:

pi = 1_B , qj = 1_C , p^′i = 1_B, q^′j^′ = 1_C0 , pj = 0, qi = 0, p^′j^′ = 0, ip + jq = kr = k^′ϕ^{−1}r = ip^′ + j^′q^′. Ispol~zuØ sootnoxeniØ, polqaem: qj^′ q^′j = q(ip^′ + j^′q^′)j = q(ip + jp”j = qjqj = 1_C i analogiqno nahodim, qto q^′j qj^′ = 1_C0 . Sledovatel~no, q^′j : C →

C^′, qj^′ : C^′ → C – vzaimno obratnye izomorfizmy.

DlØ dokazatel~stva lemmy ostaetsØ pokazat~, qto izomorfizm

qj^′ – metriqeskiæ. Snaqala otmetim neskol~ko toßdestv. Po-

skol~ku ograniqenie i^∗Φi formy Φ na podob¨ekt (B.i) nulevoe, a podob¨ekty (B, i) i C, j) ortogonal~ny drug k drugu sleva i sprava, i potomu i^∗Φj = 0, j^∗Φi = 0, poluqaem:

(kr)^∗Φi = (ip + jp)^∗Φi = p^∗i^∗Φi + q^∗j^∗Φi = 0, i^∗Φkr = i^∗Φ(ip + jp) = i^∗Φip + i^∗Φjq = 0. Dalee,

krj^′ = (ip^′ + j^′q^′)j^′ = j^′q^′j^′ = j^′.

Teper~ my vidim, qto

(qj^′)^∗Φ_C qj^′ = (j^′)^∗q^∗j^∗Φjqj^′ = (j^′)^∗(kr − ip)^∗Φ(kr − ip)j^′ =

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H 209 (j^′)^∗(kr)^∗Φkrj^′ − (j^′)^∗p^∗i^∗Φ(kr)j^′ − (j^′)^∗(kr)^∗Φipj^′ + (j^′)^∗p^∗i^∗Φipj^′ =

= (j^′)^∗Φj^′ = Φ_C ,

a ffto i oznaqaet, qto izomorfizm qj^′ – metriqeskiæ.

5. Zakon sokraweniØ Pust~ M – kategoriØ s invol¸cieæ, i pust~ na ob¨ekte B kategorii M zadana bilineænaØ forma Ψ. Budem govorit~, qto dlØ pary (D, Ψ) vypolnØetsØ zakon sokraweniØ, esli spravedlivo sledu¸wee utverßdenie:

Pust~ A – ob¨ekt kategorii M, razloßennyæ v prØmu¸ summu podob¨ektov (B, i) i C, j), i pust~ Φ_1, Φ_2 : A → A^∗ – dve bilineænye formy na A. Esli

(1) podob¨ekty (B, i) i C, j) ortogonal~ny drug drugu otnositel~no obeih form Φ_1, Φ;

(2) ograniqeniØ i^∗Φ_1, i^∗Φ_2i : B → B^∗ form Φ_1, Φ_2 na podob¨ekt

(B, i) sovpada¸t s Ψ;

(3) formy Φ_1, Φ_2 metriqeski izomorfny, to i ograniqeniØ j^∗Φ_1j, j^∗Φ_2j : C → C^∗ form Φ_1, Φ_2 na podob¨ekt (C, j) metriqeski izomorfny.

Zameqanie. Ne trebuetsØ, qtoby formy Φ1, Φ2 byli kvazisim-

metriqnymi.

Teorema 2. Pust~ M – slabo predabeleva kategoriØ s invol¸ci-

eæ, v kotoroæ kaßdyæ ob¨ekt razloßim v prØmu¸ summu koneqnogo qisla nerazloßimyh ob¨ektov, a kol~co ffndomorfizmov l¸bogo nerazloßimogo ob¨ekta lokal~no. Pust~, dalee, Ψ – kvazisimmetriqnaØ bilineænaØ forma na ob¨ekte B kategorii M. V kaßdom iz sledu¸wih sluqaev dlØ pary (B, Ψ) vypolnØetsØ zakon sokraweniØ:

(1) podob¨ekt B vpolne izotropen; (2) para (B, Ψ) giperboliqeskaØ;

(3) morfizm Ψ : B → B^∗ – izomorfizm, i v kol~ce ffndomorfizmov ob¨ekta B vozmoßno i odnoznaqno delenie na 2.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie teoremy v sluqae (1) ØvlØetsØ

special~nym sluqaem lemmy 7. Pokaßem, qto zakon sokraweniØ v sluqae (3) sleduet iz ego spravedlivosti v sluqae (2). Pust~

B_1 – drugoæ ffkzemplØr ob¨ekta B; zadadim na nem bilineænu¸

210 A. V. ˚KOVLEV formu Ψ_1 = −Ψ. Pust~, dalee D = B_1 ⊥ B i pust~ i_1 : B_1 → D, i_2 :

B_1 → D, – kanoniqeskie vloßeniØ pervogo i vtorogo slagaemyh v

prØmu¸ summu. Togda podob¨ekty B^′ = (B, i_1 +i_2), B^{′′} = (B, i_1 −i_2) ob¨ekta D vpolne izotropny, i D = B^′⊕B^{′′}. Sledovatel~no, para

(D, Ψ_1 ⊕ Ψ) giperboliqeskaØ. Esli teper~ Φ_1, Φ_2 – metriqeski

izomorfnye formy na A = B ⊕ C, to Ψ_1 ⊕ Φ_1, Ψ_1Φ_2 metriqeski izomorfnye formy na B_1 ⊕ A = (B_1 ⊕ B) ⊕ C, i ih ograniqenie na

B_1⊕B – giperboliqeskaØ forma Ψ_1⊕Ψ; po zakonu sokraweniØ dlØ

giperboliqeskih form, ograniqeniØ vseh form na C metriqeski izomorfny.

Takim obrazom, nam ostaetsØ dokazat~ utverßdenie teoremy v sluqae, kogda para (B, Ψ) giperboliqeskaØ. Po predloßeni¸ 3, suwestvuet ortogonal~noe otnositel~no formy Ψ prØmoe razloßenie B = B_1 ⊕ . . . ⊕ B_n, kaßdoe iz slagaemyh kotorogo raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu dvuh vpolne izotropnyh otnositel~no Ψ nerazloßimyh podob¨ektov. ˚sno, qto esli teorema dokazana dlØ sluqaØ n = 1, to obwiæ sluqaæ legko poluqaetsØ indukcieæ; pofftomu do konca dokazatel~stva my predpolagaem, qto B = E ⊕ F , gde podob¨ekty E i F nerazloßimy i vpolne izotropny.

Itak, pust~ A = B ⊕ C, i pust~ Φ, Φ_1 : A = B ⊕ B → B^∗ ⊕ C^∗ =

A^∗ – dve bilineænye formy na A, ograniqeniØ kotoryh na B

sovpada¸t s Ψ i otnositel~no kaßdoæ iz kotoryh podob¨ekty B i C ortogonal~ny drug drugu. Togda matricy morfizmov Φ, Φ_1 ime¸t vid ( Ψ 0 0 Θ ) , ( Ψ 0 0 Θ_1 )

Dalee, pust~ Δ – avtomorfizm ob¨ekta A = B ⊕ C, osuwestvlØ- ¸wiæ metriqeskiæ izomorfizm form Φ, Φ_1, t.e. takoæ avtomorfizm, qto Φ_1 = Δ^ΦΔ, i pust~ ( α γ β δ )

– matrica morfizma Δ. Dal~neæxie rassußdeniØ razbiva¸tsØ na dva sluqaØ.

Sluqaæ 1. �ndomorfizm 1B − α ob¨ekta B obratim. V fftom slu-

qae nam daße ne ponadobitsØ, qto (B, Ψ) – giperboliqeskaØ para: vaßno budet lix~, qto morfizm Ψ ØvlØetsØ izomorfizmom.

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H 211 Uslovie Φ_1 = Δ^∗ΦΔ v matriqnoæ forme priobretaet vid ( α^∗ β^∗ γ^∗ δ^∗ ) ( Ψ 0 0 Θ ) ( α γ β δ ) = ( Ψ 0 0 Θ_1 ) , a ffto matriqnoe ravenstvo ravnosil~no sisteme ravenstv

α^∗Ψα + β^∗Θβ = Ψ,

α^∗Ψγ + β^∗Θδ = 0,

γ^∗Ψα + β^∗Θβ = 0,

γ^∗Ψγ + δ^∗Θδ = Θ_1.

DlØ sokraweniØ posledu¸wih vyqisleniæ oboznaqim morfizm (1_B −α)^{−1} qerez ξ; otmetim, qto 1_B +αξ = 1_B +ξα = ξ. Oboznaqim qerez ε ffndomorfizm δ +βξγ ob¨ekta C. Ispol~zuØ vse privedennye vyxe sootnoxeniØ, neposredstvennoæ vykladkoæ poluqaem: ε^∗Θε = (δ+βξγ)^∗ Θ(δ+βξγ) = δ^∗ Θδ+γ^∗ ξ^∗β^∗Θδ+δ^∗Θβξγ+γ^∗ ξ^∗β^∗Θβξγ = δ^∗Θδ − γ^∗ξ^∗α^∗Ψγ − γ^∗Ψαξγ + γ^∗ξ^∗(Ψ − α^∗Ψα)ξγ = = δ^∗Θδ+γ^∗ Ψγ+γ^∗ (ξ^∗Ψξ−(1_B +αξ)^∗Ψ(1_B +αξ))γ = δ^∗Θδ+γ^∗ Ψγ = Θ_1.

Pokaßem, qto ffndomorfizm ε ob¨ekta C obratim, t.e. ØvlØetsØ avtomorfizmom C. Pust~ ( α^′ γ^′ β^′ δ^′ )

– matrica morfizma Δ^{−1}, obratnogo k avtomorfizmu Δ. ˚sno, qto vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

αα^′ + γβ^′ = 1_B; αγ^′ + γδ^′ = 0; βα^′ + δβ^′ = 0; βγ^′ + δδ^′ = 1_C .

Verhnie fflementy α^′, γ^′ obratnoæ matricy Δ^{−1} predstavlØ¸t soboæ edinstvennoe rexenie sistemy uravneniæ

αα^′ + γ^′β = 1_B,

α^′γ + γ^′δ = 0.

No my videli, qto

α^∗Ψα + β^∗Θβ = Ψ,

212 A. V. ˚KOVLEV

α^∗Ψγ + β^∗Θδ = 0,

pofftomu α^′ = Ψ^{−1}α^∗Ψ, γ^′ = Ψ^{−1}β^∗Θ (napomnim, qto para (B, Ψ) giperboliqeskaØ, i pofftomu morfizm Ψ obratim). V qastnosti, morfizm 1_B − α^′ = Ψ^{−1}(1_B − α)Ψ obratim; oboznaqim obratnyæ k nemu morfizm qerez ξ^′. DlØ nego vypolnØ¸tsØ toßdestva, analogiqnye toßdestvam dlØ ξ : 1_B + α^′ξ^′ = 1_B + ξ^′α^′ = ξ^′. Teper~ my moßem ukazat~ morfizm, obratnyæ k ε: ffto morfizm ε^′ = δ+β^′ξ^′γ^′. Deæstvitel~no, εε^′ = (δ + βξγ)(δ^′ + β^′ξ^′γ^′) = δδ^′ + δβ^′ξ^′ga^′ + βξγδ^′ + βξγβ^′ξ^′γ^′ = δδ^′ − βα^′ξ^′γ^′ − βξαγ^′ + βξ(1_B − αα^′)ξ^′γ^′ = δδ^′ + β(−α^′ξ^′ − ξα − ξαα^′ξ^′ + ξξ^′)γ^′ = = δδ^′ + β(1_B − ξ^′ + 1_Bα − ξ − (1_B − ξ)(1_B − ξ^′) + ξξ^′)γ^′ = δδ^′ + βγ^′ = 1_C,

i analogiqno proverØetsØ sootnoxenie ε^′ε = 1_C .

Itak, suwestvuet avtomorfizm ε podob¨ekta C ob¨ekta A, takoæ qto ε^∗Θε = Θ_1; ffto i oznaqaet, qto ograniqeniØ Θ, Θ_1 form Φ, Φ_1 na podob¨ekt C metriqeski izomorfen.

Sluqaæ 2. Napomnim, qto B = E ⊕ F , gde ob¨ekty E, F nerazlo-

ßimy. Takim obrazom, A = E ⊕ F ⊕ C; oboznaqim qerez i : E → A,

j : F → A, k : C → A kanoniqeskie vloßeniØ prØmyh slagaemyh,

a qerez p : A → E, q : A → F , r : A → C – kanoniqeskie proekcii. Matrica morfizma Δ priobretaet dlØ fftogo razloßeniØ vid

α_1 α_2 γ α_3 α_4 γ_2 β_1 β_2 δ ; pri fftom matriceæ morfizma α : B = E ⊕ F → E ⊕ F = B budet matrica (

α_1 α_2 α_3 α_4 ) . Esli by vse morfizmy α_1 : E → E, α_2 : F → E, α_3 : E → F ,

α_4 : F → F byli radikal~nymi, to byl by radikalen i morfizm

α, a togda morfizm 1_B − α byl iy obratim; sledovatel~no, hotØ by odin iz fftih morfizmov ne radikalen i, poskol~ku oba ob¨- ekta E i F nerazloßimy, ØvlØetsØ izomorfizmom. Pust~, dlØ

BILINE`NYE FORMY NA KATEGORI˚H 213 opredelennosti, ffto budet morfizm α_2 : F → E (takoe vozmoßno tol~ko esli E ∼ F , no my ne dolßny propustit~ i fftot sluqaæ).

V sledu¸wih niße rassußdeniØh my oboznaqaem dlØ kratkosti podob¨ekty (E, i), (F, j), (C, k) ob¨ekta A qerez E, F , C. Rassmotrim ewe podob¨ekty E^′ = (E, Δ_i), F^′ = (F, Δj), C^′ = (C, Δk); Øsno, qto A = E^′ ⊕ F^′ ⊕ C^′. Vse komponenty matricy morfizma

Φ : A → A^∗ dlØ fftogo prØmogo razloßeniØ sovpada¸t s sootvet-

stvu¸wimi komponentami matricy morfizma Φ_1 : A → A^∗ dlØ ishodnogo razloßeniØ A = E ⊕ F ⊕ C; naprimer,

(Δj)^∗Φ(Δi) = j^∗Δ^∗ΦΔi − j^∗Φ_1i = 0.

Pofftomu podob¨ekty E^′, F^′, C^′ vedut sebØ otnositel~no formy Φ tak ße, kak ob¨ekty E, F , C vedut sebØ otnositel~no formy Φ_1; v qastnosti, otnositel~no formy Φ podob¨ekty E^′ i F^′ vpolne izotropny, ih prØmaØ summa E^′ ⊕ F^′ – giperboliqeskoe prØmoe slagaemoe A, a C^′ – ego ortogonal~noe dopolnenie. Krome togo, morfizm i^∗ΦΔj ØvlØetsØ izomorfizmom. Deæstvitel~no, pust~

ψ_1 = i^∗Φj, ψ_2 = j^∗Φi; togda matrica morfizma Φ ravna

0 ψ_1 0 ψ_2 0 0 0 0 Θ , a matrica morfizma i^∗ΦΔj ravna

(1 0 0)

0 ψ_1 0 ψ_2 0 0 0 0 Θ α_1 α_2 γ α_3 α_4γ_2 β_1 β_2 δ 0 1 0 = ψ_1α_2

No ( o ψ_1 ψ_2 0 ) – ne qto inoe, kak matrica izomorfizma

Ψ : E ⊕ F → E^∗ ⊕ F^∗;

ots¸da sleduet, v qastnosti, qto morfizm ψ_1, a s nim i morfizm

i^∗ΦΔj, ØvlØ¸tsØ izomorfizmami.

Prmeniv lemmu 6, my vidim teper~, qto E ⊕ F^′ – giperboliqeskoe prØmoe slagaemoe ob¨ekta s formoæ (A, Φ); pust~ C^{′′} – ego levoe ortogonal~noe dopolnenie (otnositel~no formy Φ). Togda, oqevidno, E ⊕ C^{′′} – levoe ortogonal~noe dopolnenie podob¨ekta E, a F^′ ⊕ C^{′′} – levoe ortogonal~noe dopolnenie podob¨- ekta F^′. S drugoæ storony, A = (E ⊕ F ) ⊥ C = (E^′ ⊕ F^′) ⊥ C^′,

214 A. V. ˚KOVLEV i potomu E ⊥ C – toße levoe ortogonal~noe dopolnenie podob¨ekta F , a F^′ ⊥ C^′ – levoe ortogonal~noe dopolnenie podob¨- ekta F^′. Soglasno lemme 7, ograniqeniØ formy Φ na podob¨- ekty C i C^{′′} metriqeski izomorfny i ee ograniqeniØ na podob¨ekty C^′ i C^{′′} metriqeski izomorfny; pofftomu metriqeski izomorfny i ograniqeniØ formy Φ na podob¨ekty C = (C, k) i

C^′ = (C, Δk), t.k. suwestvuet avtomorfizm ε ob¨ekta C, takoæ

qto ε^∗Φ_C ε = Φ_C0 = k^∗Δ^∗ΦΔk = k^∗Φ_1k = (Φ_1)_C .

Teoremy 1 i 2 ØvlØ¸tsØ, poßaluæ, edinstvennymi rezul~tatami, spravedlivymi bez vsØkih dopolnitel~nyh ograniqeniæ.

�ta rabota byla qastiqno podderßana RFFI, grant 96-01- 01834.

Literatura

1. A. V. ˚kovlev, Simplektiqeskie prostranstva s operatorami. — Vestnik Leningr. un-ta No. 19 (1969), 150–158.

2. A. V. ˚kovlev, Struktury simplektiqeskogo prostranstva na modulØh.

— Vestnik Leningr. un-ta No. 1 (1970), 132–137.

3. A. Fröhlich, A. M. McEvett, Forms over rings with involution. — J. Algebra 12, No. 1 (1969), 79–104.

4. A. M. McEvett, Forms over semisimple algebras with involution. — J. Algebra 12, No. 1 (1969), 105–113.

5. Z. I. Boreviq, G. I. DevØtko, Invariantnye formy na modulØh s operatorami. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 30–48.

Yakovlev A. V. Bilinear forms on categories.

Bilinear forms on categories are defined and Theorems concerning the structure of objects with forms and cancellation law are proved. These results are the strongest generalisations of earlier author’s results.

Postupilo 27 fevralØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet