E. P. Golubeva OCENKA KONSTANTY LEVI DL˚^√p I KRITERI` ODNOKLASSNOSTI Q(^√p)

PosvØwaetsØ 90-leti¸ so dnØ roßdeniØ G. M. Goluzina 1. Pust~ prostoe qislo p ≡ 3 (mod 4) i √ p = [ m, r_1, . . . , r_n, s, , r_n, . . . , r_1, 2m ] (1) – razloßenie √p v nepreryvnu¸ periodiqesku¸ drob~. Oboznaqim qerez q_i znamenatel~ podhodØweæ drobi iz fftogo razloßeniØ s nomerom i. Konstanta Levi dlØ l¸bogo vewestvennogo qisla x opredelØetsØ kak predel β(x) = lim_{i→∞} log q_i i . (2)

Izvestno (sm. [1]), qto esli x – kvadratiqnaØ irracional~nost~, to fftot predel suwestvuet. Oboznaqim dlinu perioda razloßeniØ (1) qerez ℓ(√p) = 2n + 2. Konstanta Levi harakterizuet sootnoxenie veliqin ℓ(√p) i regulØtora polØ Q(√p). DlØ polØ

Q(^√5) ℓ((1 +^√5)/2) = 1, β((1 +^√5)/2) = log((1 +^√5)/2). Konstanta

log((1 + √ 5)/2) ØvlØetsØ toqnoæ nißneæ graniceæ dlØ β(x). Sootvetstvu¸wiæ rezul~tat dlØ dlin periodov vyglØdit sledu¸wim obrazom. Pust~ ℓ(x) – dlina perioda l¸boæ kvadratiqnoæ irracional~nosti diskriminanta D, togda ℓ(x) < √ D L_D(1)

2h(D) log^{1+√5}_2 , gde L_D(1) – znaqenie v ediniqnoæ toqke rØda Dirihle s vewestvennym harakterom (mod D), h(D) – qislo klassov binarnyh form diskriminanta D. PoslednØØ ocenka byla poluqena v rabote [2].

V nastoØweæ rabote pokazano, qto dlØ p ≡ 3 (mod 4) znaqenie konstanty Levi β(√p) > log^{4√2}_3 . �tot rezul~tat, po-vidimomu, 21

22 E. P. GOLUBEVA

ne ØvlØetsØ neuluqxaemym, odnako on ne moßet byt~ uluqxen suwestvenno, poskol~ku β( √ 3) = log √ 2 + √ 3. (DlØ sravneniØ qislennyh znaqeniæ:^{1+√5}_2 < 1.62,^{4√2}_3 > 1.88, √ 2 + √ 3 < 1.94.)

Sootvetstvenno, my poluqaem novu¸ ocenku sverhu dlØ ℓ(√p): ℓ( √ p) < √ p L_{4p}(1)

h(4p) log^{4√2}_3 (p > 91). Ots¸da i rezul~tata raboty [3] my poluqaem novyæ kriteriæ odnoklassnosti polØ Q(√p): h(4p) = 1 togda i tol~ko togda, kogda ℓ( √ p) > 0.56 √ p L_{4p}(1).

Zametim, qto esli h(4p) = 1, to pri nekotoryh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh (sm. niße) ℓ(√p) ∼^{12 log 2}_{π2} √p L_{4p}(1);^{12 log 2}_{π2} > 0.83. Bez fftih dopolnitel~nyh predpoloßeniæ moßno utverßdat~, qto otnoxenie ℓ(√p)/√p L_{4p}(1) pri bol~xih p ne prinimaet znaqeniæ na promeßutke [0.56, 0.7].

Osnovoæ dlØ dokazatel~stva fftih rezul~tatov ØvlØetsØ lemma 1, gde pokazano, grubo govorØ, qto fflementy r_i iz razloßeniØ (1) udovletvorØ¸t, kak minimum, n/2 lineænym sootnoxeniØm i, v qastnosti, ne mogut byt~ odnovremenno ravny 1. V svo¸ oqered~, lemma 1 osnovana na teoreme 1 raboty [4]. V fftoæ teoreme pokazano, qto upomØnutye sootnoxeniØ sledu¸t iz razreximosti dlØ kaßdogo p ≡ 3 (mod 4) odnogo iz uravneniæ x^2 − py^2 = ±2.

Po povodu srednih znaqeniæ h(d) i β(x) v rabotah [5–7] poluqeny dostatoqno toqnye rezul~taty pri uslovii, qto uporØdoqivanie sootvetstvu¸wih kvadratiqnyh irracional~nosteæ proishodit po veliqine regulØtora, a ne diskriminanta. K soßaleni¸, pri takom uporØdoqivanii naibolee interesnaØ s toqki zreniØ teorii qisel informaciØ uhodit v ostatoqnyh qlen sootvetstvu¸wih asimptotiqeskih formul. Naprimer, v rabote [5] pokazano, qto ∑ ε(d)6X h(d) = li (X^2 ) + O ( X^{32} log^2 X ) , a v rabote [4], qto ∑ p≡3 (mod 4), ε(p)6X h(p) = O(X).

OCENKA KONSTANTY LEVI 23

Qto kasaetsØ rezul~tata iz raboty [6], gde srednee znaqenie β(x) po vsem privedennym irracional~nostØm fiksirovannogo diskriminanta zatem usrednØetsØ po veliqine regulØtora, to posle rabot [8, 9] predstavlØetsØ, qto vtoroe usrednenie ØvlØetsØ lixnim, t.e. real~no dokazat~, qto dlØ bol~xih fiksirovannyh d srednee znaqenie β(x) po vsem privedennym irracional~nostØm ∼^{π2}_{12 log 2} . V nastoØwee vremØ fftot rezul~tat dokazan v predpoloßenii otsutstviØ v okrestnosti 1 nuleæ L-rØdov s vewestvennymi harakterami (sm. [10], a tak ße [11], gde fftot ße rezul~tat poluqen v drugih predpoloßeniØh).

2. Preßde qem dokazyvat~ osnovnye rezul~taty raboty (teo-

remy 1 i 2) poluqim neskol~ko lemm.

Lemma 1. V razloßenii (1) mnoßestvo vseh nepolnyh qastnyh

{r_i, 16 i 6 n} krome, moßet byt~, treh fflementov moßno razbit~ na nepereseka¸wiesØ nabory vida (r_i, r_j), (r_k, r_m, r_s), (r_t, r_u, r_v, r_w) takie, qto r_j = 2r_i ili r_j = 2r_i +1 ili r_j = 2r_i; r_k = 1, r_s = 2r_m +1 ili ße r_k = 1, r_s = 2r_m + 2; r_t = r_u = 1, r_w = 2r_v + 2.

V dal~neæxem ffta lemma ispol~zuetsØ v sledu¸weæ forme.

Sledstvie._{n∏} q=1 r_q ¿ 2^n

�3_2 . Deæstvitel~no, po lemme 1, r_ir_j ¿ 2; r_kr_mr_s ¿ 3, a √ 2 <^3 √ 3; nakonec, r_t r_u r_v r_w ¿ 4.

Dokazatel~stvo lemmy 1. V teoreme 1 raboty [4] pokazano, qto

R_{n−1} = 2T_{n−1} ili R_n + R_{n−1} = 2T_{n−1}, gde rekurrentnye posledovatel~nosti {R_i, 0 6 i 6 n} i {T_i, 0 6 i 6 n − 1} poroßda¸tsØ naborami qisel (r_n, . . . , r_1) i (r_{n−1}, . . . , r_1) iz (1) sootvetstvenno.

V lemme toæ ße raboty pokazano, qto ots¸da sleduet ravenstvo r_n = 2r_1 v pervom sluqae i r_n = 1, r_{n−1} = 2r_1 + 1 vo vtorom. Pri fftom dlØ rekurrentnyh posledovatel~nosteæ men~xeæ dliny, poroßdennyh nepolnymi qastnymi, ne uqastvu¸wimi v poslednih sootnoxeniØh, voznika¸t novye lineænye sootnoxeniØ qetyreh razliqnyh tipov. �ti sootnoxeniØ poroßda¸t novye ravenstva, iz kotoryh na kaßdom xage sleduet, qto kraænie fflementy udovletvorØ¸t odnomu iz sledu¸wih sootnoxeniæ 1)–4):

1) r_i = 2r_j; 2) r_i = r_j = 2; 3) r_j = 2r_i + 1, r_{i±1} = 1; 4) r_i = 1, r_{i±1} = 1, r_j = 2r_i + 2.

24 E. P. GOLUBEVA

Shema vozmoßnyh perehodov ot xaga k xagu vyglØdit sledu- ¸wim obrazom:

. Lemma dokazana.

Lemma 2. Pust~ φ(z_1, . . . , z_k) = k∑ i=1 log(z_i + 2) − log(z_i + 1).

Togda pri usloviØh z_i ¿ 1 (1 6 i 6 k)

exp φ(z_1, . . . , z_k) ¿ min ( 4 3 )_k , ( A + 2 A + 1 )_k , gde znaqenie A opredelØetsØ usloviem

A^k = k∏ i=1 z_i. (3)

Dokazatel~stvo. FunkciØ φ(z1, . . . , zk) monotonno ubyvaet po

l¸boæ iz peremennyh z_i. Pofftomu my moßem sqitat~, qto ∏_k i=1 z_i ¿ 2^k, t.e. v (3) A ¿ 2. V protivnom sluqae my moßem

OCENKA KONSTANTY LEVI 25

uveliqit~, naprimer, z_1 tak qtoby vypolnØlos~ poslednee neravenstvo. Naædem naimen~xee znaqenie funkcii φ(z_1, . . . , z_k) pri uslovii (3) v oblasti z_i ¿ 1.

V toqkah uslovnogo ffkstremuma ime¸t mesto ravenstva 1 z_i + 2 − 1 z_i + 1 + λ z_i = 0 (0 6 i 6 k),

gde λ – mnoßitel~ Lagranßa. Ots¸da λ = z_i (z_i + 2)(z_i + 1)

. (4)

Takim obrazom, λ prinimaet odno iz dvuh znaqeniæ: z_i = x_1 ili z_i = x_2, ØvlØ¸wihsØ kornØmi uravneniØ λx^2 + (3λ − 1)x + 2λ = 0.

Poskol~ku v toqkah ffkstremuma z_i > 1 i x_1x_2 = 2, to v silu (3) i (4) libo z_i = 2, libo z_i = A (1 6 i 6 k). V l¸bom sluqae v oblasti z_i > 1 neravenstvo lemmy vypolneno.

Analogiqno, pri z_1 = . . . = z_m = 1 (1 6 m 6 k)

exp φ 1, . . . , 1 m , z_{m+1}, . . . , z_k ¿^{(3}_2^{)m ( B + 2}_{B + 1}^{)k−m} ,

gde B^{k−m} = A^k. Sledovatel~no, B ¿ A ¿ 2.

Pokaßem, qto funkciØ v pravoæ qasti poslednego neravenstva rastet po peremennoæ m. Deæstvitel~no, [ m log 3 2 + (k − m) ( log ( A^{kk}�^m + 2 ) − log ( A^{kk}�^m + 1 ))]′ m = = log 3 2 − log ( 1 + 1 A^{kk}�^{m +1} ) − A^{kk}�^m log A^{kk}�^m ( A^{kk}�^m + 2 ) ( A^{kk}�^m + 1 ) . (5)

Dva poslednih slagaemyh rastut s rostom m. Tak kak A ¿ 2, to pri m = 0 pravaØ qast~ poslednego ravenstva ne men~xe qem log 3 2 − log 4 3 − 1 6 log 2 > 0.

Takim obrazom, proizvodnaØ po m poloßitel~na i naimen~xee znaqenie pravaØ qast~ (5) prinimaet pri m = 0.

Sledovatel~no, naimen~xee znaqenie exp φ(z_1, . . . , z_k) pri naxih usloviØh dostigaetsØ pri z_1 = . . . = z_k = A i lemma dokaza- na.

26 E. P. GOLUBEVA

Lemma 3. Pust~ {Ri, 0 6 i 6 n} – rekurrentnaØ posledovatel~-

nost~, poroßdennaØ naborom {r_1, . . . , r_n}: R_0 = 1, R_1 = r_1, . . . , R_i = r_i R_{i−1} + R_{i−2} pri 2 6 i 6 n. Pust~ r_i ¿ 1 pri 1 6 i 6 n i n∏ i=1 r_i ¿ 2^n

�3_2 . Togda R_n ¿^1_6 (√ 2^4_3 )_n . Dokazatel~stvo. Poluqim snaqala predvaritel~nu¸ ocenku

snizu dlØ R_n. Poskol~ku, oqevidno, R_{n−2} > r_{n−2}R_{n−3}, to R_{n−1} = r_{n−1}R_{n−2} + R_{n−3} < ( r_{n−1} + 1 r_{n−2} ) R_{n−2}. Sledovatel~no,

R_n = r_nR_{n−1} + R_{n−2} > ( r_n + 1 r_{n−1} +^1_{rn}�_2 ) R_{n−1}. Takim obrazom, R_n > n∏ i=3 ( r_i + 1 r_{i−1} +^1_{ri}�_2 ) R_2 =

= n∏ i=3 r_ir_{i−1}r_{i−2} + r_i + r_{i−2} r_{i−1}r_{i−2} + 1

(r_1r_2 + 1).

VozvodØ obe qasti fftogo neravenstva v kvadrat, poluqim

R^2_n > n∏ i=3 (r_ir_{i−1}r_{i−2} + r_i + r_{i−2})^2 ×

× n∏ i=3 1 (r_{i−1}r_{i−2} + 1)(r_ir_{i−1} + 1)

(r_1r_2 + 1)(r_nr_{n−1} + 1) =

= n∏ i=3 (r_ir_{i−1}r_{i−2} + r_i + r_{i−2})^2 r^2_{i−1}r_ir_{i−2} + r_{i−1}(r_i + r_{i−2}) + 1

(r_1r_2 + 1)(r_nr_{n−1} + 1).

Pri fiksirovannyh r_{i−1} i r_i r_{i−2} funkciØ (r_ir_{i−1}r_{i−2} + r_i + r_{i−2})^2 r^2_{i−1}r_ir_{i−2} + r_{i−1}(r_i + r_{i−2}) + 1

OCENKA KONSTANTY LEVI 27

monotonno vozrastaet po peremennoæ r_i + r_{i−2}. Pofftomu ee naimen~xee znaqenie dostigaetsØ pri r_i = r_{i−2} = √r_i r_{i−2}. Takim obrazom,

R^2_n > n∏ i=3 (r_ir_{i−1}r_{i−2} + 2√r_ir_{i−2})^2 (r_{i−1} √ r_ir_{i−2} + 1)^2

(r_1r_2 + 1)(r_nr_{n−1} + 1).

Sledovatel~no, R_n > n∏ i=3 √ r_ir_{i−2} r_{i−1} √ r_ir_{i−2} + 2 r_{i−1} √ r_ir_{i−2} + 1 √ (r_1r_2 + 1)(r_nr_{n−1} + 1).

Oboznaqim z_i = r_{i−1}√r_ir_{i−2}, 3 6 i 6 n. Imeem n∏ i=3 z_i = n∏ i=3 r_{i−1} √ r_ir_{i−2} = n−2∏ i=3 r^2_i r_2r_{n−1} √ r_1r_2r_nr_{n−1}. (6)

Poloßim_n ∏ i=3 z_i = A^{n−2}. (7)

Pust~ φ(z_3 , . . . , z_n) – funkciØ takaØ ße, kak i v lemme 2. Togda, v silu lemmy 2, n∏ i=3 r_{i−1} √ r_ir_{i−2} + 2 r_{i−1} √ r_ir_{i−2} + 1

=exp φ(z_3, . . . , z_n)¿ ( A + 2 A + 1 )_{n−2} , esli A ¿2, ( 4 3 )_{n−2} , esli A < 2.

PravaØ qast~ posledneæ ocenki monotonno ubyvaet po A, pofftomu, v silu (6),

exp φ(z_3, . . . , z_n) ¿ ( B + 2 B + 1 )_{n−2} , esli A ¿ 2, ( 4 3 )_{n−2} , esli A < 2, (8)

gde_n ∏ i=1 r^2_i = B^{n−2} ¿ 2^{n−3}.

28 E. P. GOLUBEVA

Takim obrazom, iz (6) i (8) poluqaem

R_n > n∏ i=1 r_i exp φ(z_3, . . . , z_n) ¿ ( √ B(B + 2) B + 1 )_{n−2} , esli A ¿ 2, 1 √ 2 ( 4 √ 2 3 )_{n−2} , esli A < 2.

PravaØ qast~ poslednego neravenstva monotonno vozrastaet po B, pofftomu

R_n > ( 4 √ 2 3 )_{n−2} , esli A ¿ 2, 1 √ 2 ( 4 √ 2 3 )_{n−2} , esli A < 2.

V l¸bom sluqae R_n >^1√_2 (^{4√2}_3 )^{n−2}.

3. Teper~ my moßem dokazat~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ

raboty.

Teorema 1. DlØ p ≡ 3 (mod 4), p ¿ 91 imeem ocenku ℓ(p) < √ pL_p(1) h(4p) log^{4√2}_3 . Dokazatel~stvo. V lemme raboty [12] pokazano, v qastnosti,

qto ε(p) udovletvorØet neravenstvu ε(p) > R^2_np, gde {R_i, 1 6 i 6 n} – rekurrentnaØ posledovatel~nost~, poroßdennaØ naborom nepolnyh qastnyh {r_n, . . . , r_1} iz razloßeniØ (1). Pri p > 91 v silu lemm 1 i 3 imeem ε(p) > p 2 ( 3 4 √ 2 )_6 ( 4 √ 2 3 )_{2n+2} > ( 4 √ 2 3 )_{2n+2} . (9)

Iz formuly Dirihle dlØ qisla klassov poluqaem

log ε(p) = √ pL_p(1) h(4p) . Ots¸da ℓ(p) = 2n + 2 < √ pL_p(1) h(4p) log^{4√2}_3 .

OCENKA KONSTANTY LEVI 29

Teorema dokazana.

Al~ternativnoæ formoæ teoremy 1 ØvlØetsØ nißesledu¸waØ teorema.

Teorema 2. V usloviØh teoremy 1 konstanta Levi irracional~-

nosti √ p ne men~xe, qem log^{4√2}_3 .

Dokazatel~stvo. V rabote [1] pokazano, qto dlØ l¸boæ kvadra-

tiqnoæ irracional~nosti konstanta Levi suwestvuet. Utverßdenie naxeæ teoremy nemedlenno sleduet iz fftogo fakta i dokazatel~stva teoremy 1, poskol~ku razloßenie kvadratiqnoæ irracional~nosti v nepreryvnu¸ drob~ periodiqno.

Sledstvie 1. V usloviØh teoremy 1 pri h(4p) ≠ 1 imeem nera-

venstvo ℓ(p) < 0.554 √ p L_p(1). Dokazatel~stvo. Neravenstvo srazu sleduet iz teoremy 1, po-

skol~ku v fftom sluqae h(4p) ¿ 3.

Sledstvie 2. Pri dostatoqno bol~xih p ≡ 3 (mod 4) h(4p) = 1

togda i tol~ko togda, kogda ℓ(p) > 0.554 √ p L_p(1) + O ( p^{12 − 1224} ) . PostoØnnaØ, vhodØwaØ v simvol O, ffffektivnaØ.

Dokazatel~stvo. Esli h(4p) = 1, to, kak pokazano v rabote [3], ℓ(p) > 7 π^2 √ p L_p(1) + O ( p^{12 − 1224} ) . Poskol~ku 7/π^2 > 0.7, to sledstvie dokazano.

Sledstvie 3. DlØ p ≡ 3 (mod 4) i p > p0 s ffffektivno vyqisli-

mym p_0 imeem ℓ(p) < 0.34 √ p log p. Dokazatel~stvo. Neravenstvo sleduet iz teoremy 1 i ffffek-

tivnoæ ocenki sverhu dlØ L_p(1) iz raboty [13].

30 E. P. GOLUBEVA

Literatura

1. H. Jager et P. Liardet, Distributions arithmétiques des dénominateurs des convergents de fraction continues, Indag. Math. 50 (1988), 181–197.

2. A. S. Pen, B. F. Skubenko, Ocenka sverhu perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat. zametki 5, No. 4 (1969), 413–417.

3. E. P. Golubeva, O dline perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat.

sb. 123, No. 1 (1984), 120–129.

4. E. P. Golubeva, O qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ diskriminanta 4p, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 11–36.

5. P. C. Sarnak, Class number of indefinite binary quadratic forms. I, II, J. Number Theory 15, No. 2 (1982), 229–247; 21, No. 3 (1985), 333–346.

6. C. Faivre, Distributions of Lévy constsnts for quadratic numbers, Acta Arithm.

61, No. 1 (1992), 13–34.

7. M. Pollicott, Distribution of closed geodesics on the modular surface and quadratic irrationals, Bull. Soc. Math. France 114, No. 4 (1986), 431–446.

8. H. Iwaniec, Fourier coefficients of modular forms of half-integral weight, Invent.

math. 82, No. 2 (1987), 385–401.

9. W. Duke, Hyperbolic distribution problems and half-integral Maass forms, Invent.

math. 92, No. 1 (1988), 73–90.

10. E. P. Golubeva, Predstavlenie bol~xih qisel ternarnymi kvadratiqnymi formami, Mat. sb. 129, No. 1 (1986), 40–54.

11. L. A. TahtadßØn, AsimptotiqeskaØ formula dlØ summy dlin periodov kvadratiqnyh irracional~nosteæ diskriminanta D, Zap. nauqn. semin. POMI 91 (1979), 134–144.

12. E. P. Golubeva, Kvadratiqnye irracional~nosti s fiksirovannoæ dlinoæ perioda razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~, Zap. nauqn. semin. POMI 196 (1991), 5–30.

13. P. J. Stephens, Optimizing the size of L(1, χ), Proc. London Math. Soc. (3) 24 (1972), 1–14.

Postupilo 9 dekabrØ 1996 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa