E. P. Golubeva O KVADRATIQNYH IRRACIONAL^NOST˚H S KOROTKIMI PERIODAMI RAZLOȷENI˚ V NEPRERYVNUı DROB^ 1. Pod korotkim periodom razloßeniØ v nastoØweæ rabote

ponimaetsØ sledu¸wee.

Pust~ d ≡ 2, 3 (mod 4). Razloßim √ d v obyknovennu¸ nepreryvnu¸ drob~, √ d = [ m, r_1, . . . , r_L, m_1, r_L, . . . , r_1, 2m ] . (1)

S fftim razloßeniem associiruetsØ posledovatel~nost~ d(γ) vida d(γ) = (Aγ + B)^2 + (Cγ + F ), gde kofffficienty A, B, C, F ∈ Z fiksirovany i opredelØ¸tsØ naborom (r_1, . . . , r_L, m_1), a γ ∈ Z– svobodnaØ peremennaØ, ograniqennaØ estestvennymi usloviØmi na veliqinu: Aγ + B > 0, Cγ + F < 2(Aγ + B) (sm. [1]). Pri fftom m(γ) = [ √ d(γ)] = Aγ + B i √ d(γ) = [ m(γ), r_1, . . . , r_L, m_1, r_L, . . . , r_1, 2m(γ) ] . (2)

Pust~ d_0 – naimen~xee qislo iz fftoæ posledovatel~nosti, togda dlØ vseh ostal~nyh d = d(γ) razloßenie (1) nazyvaetsØ korotkim.

�to nazvanie opravdyvaetsØ tem, qto v fftom sluqae veliqina ℓ( √ d) = 2L + 2 – dlina razloßeniØ (1) – fiksirovana dlØ vseh γ i dlØ d ≠ d_0 dopuskaet ocenku ℓ( √ d) 6 C0 log d s absol¸t-

noæ konstantoæ C_0. Poskol~ku dliny periodov dlØ kvadratiqnyh irracional~nosteæ odnogo diskriminanta ne mogut sil~no otliqat~sØ drug ot druga (sm. [2, 3]), to vse oni tak ße budut logarifmiqeskogo porØdka.

DlØ d s korotkimi razloßeniØmi ε(d) – osnovnye edinicy sootvetstvu¸wih porØdkov v pole Q( √ d) – vedut sebØ kak arifmetriqeskaØ progressiØ v tom smysle, qto esli ε(d) = P + Q √ d, to P = M γ + N s fiksirovannymi M i N (sm. [1]). Sootvetstvenno, log ε(d) = log γ + O_{d0} (1). Takim obrazom, veliqina h(d) – qisla klassov neffkvivalentnyh form diskriminanta 4d – opredelØetsØ 31

32 E. P. GOLUBEVA znaqeniem sootvetstvu¸wego L-rØda Dirihle v ediniqnoæ toq- ke. Po suwestvu¸wim gipotezam, voshodØwim ewe k Gaussu (sm.

[4–6]), qislo diskriminantov s korotkimi razloßeniØmi takih, qto d 6 X, malo po sravneni¸ s X. Odnako imenno oni s nekotoroæ toqki zreniØ predstavlØ¸t naibol~xiæ interes. Toqnee: vo-pervyh, dlØ takih d kratnost~ sobstvennogo qisla λ = 1/4 dlØ avtomorfnogo laplasiana na H/Γ_0(4d) velika (H – verhnØØ poluploskost~, Γ_0(4d) – kongruffnc-podgruppa); vo-vtoryh, imenno takie d da¸t osnovnoæ vklad v koliqestvo primitivnyh giperboliqeskih klassov s ograniqennoæ normoæ (sm. [7]).

Esli vzØt~ konkretnoe d_0, to iz razloßeniØ (2) my poluqaem polnu¸ informaci¸ obo vseh privedennyh irracional~nostØh iz glavnogo klassa (esli krome √ d(γ) rassmotret~ i razloßenie − √ d(γ)). V qastnosti, my znaem vse qisla, kotorye po absol¸tnoæ veliqine ne prevoshodØt √ d(γ) i predstavlØ¸tsØ glavnym klassom. Ots¸da srazu ße vytekaet netrivial~naØ informaciØ o qisle klassov form diskriminanta 4d(γ).

ShodnaØ konstrukciØ moßet primenØt~sØ i dlØ D ≡ 1 (mod 4). Raznica sostoit lix~ v tom, qto zdes~ nado rassmatrivat~ razloßenie v nepreryvnu¸ drob~ ne √ d, a^{n+}

p_D

2 , gde n – neqetnoe, n = [ √ D] ili n = [ √ D] − 1.

V nastoØweæ rabote my realizuem fftu shemu na primerah d_0 =

3, 7 (predloßenie 1) i d_0 = √ 67 (predloßenie 2).

Pri rexenii zadaqi o povedenii srednih znaqeniæ konstant, svØzannyh s kvadratiqnymi polØmi, imeetsØ neskol~ko estestvennyh sposobov uporØdoqivaniØ. Pri uporØdoqivanii po veliqine diskriminanta pro ffti srednie znaqeniØ izvestno oqen~ nemnogo. Naprimer, nailuqxie ocenki dlØ ε(d) oqen~ daleki ot oßidaemyh (sm. [8, 5]).

Naibol~xee qislo izvestnyh rezul~tatov otnositsØ k sluqa¸ uporØdoqivaniØ po veliqine ε(d) (sm. [9–13]). K soßaleni¸, pri fftom naibolee interesnye s toqki zreniØ arifmetiki voprosy osta¸tsØ v storone. Promeßutoqnym meßdu fftimi dvumØ sposobami ØvlØetsØ sledu¸wiæ: uporØdoqivanie irracional~nosti po dline perioda, a vnutri mnoßestva s fiksirovannoæ dlinoæ – po veliqine diskriminanta. V silu vyxeizloßennyh priqin takoæ sposob predstavlØetsØ perspektivnym. Ime¸tsØ vse osno-

O KVADRATIQNYH IRRACIONAL^NOST˚H 33 vaniØ predpolagat~, qto # { d 6 X, ℓ(^√d) = k^} = O^{(√}X log X^) ,

gde k ≪ √ X i konstanta, vhodØwaØ v simvol, O – absol¸tnaØ.

�to oqen~ sil~naØ gipoteza, iz kotoroæ, v qastnosti, vytekaet, qto v srednem h(d) imeet logarifmiqeskiæ porØdok.

V nastoØweæ rabote ffto predpoloßenie provereno dlØ k = 12 i prostyh d ≡ 3 (mod 4). Sluqaæ men~xih k byl razobran v rabotah [6, 8]. Prostota d ispol~zuetsØ po suwestvu, poskol~ku v fftom sluqae vnutri perioda (1) voznika¸t dopolnitel~nye lineænye sootnoxeniØ meßdu nepolnymi qastnymi r_i i m i m_1 (sm. [8]).

2. Pereædem k neposredstvennomu izloßeni¸ rezul~tatov. Predloßenie 1. Pust~ n = ℓ^2 − 2 – neqetnoe. Togda: 1) Esli n

ne ØvlØetsØ prostym, to h(n) > 1. 2) Esli 2ℓ − 3 ne ØvlØetsØ prostym, to h(n) > 1. Esli p – prostoe, p | 2ℓ − 3, to h(n) ¿ [log(ℓ − 1)/ log p] + 1, h(n) ¿ 2^t(log(ℓ − 1)/2 log p] + 1), gde t – qislo prostyh deliteleæ n.

Pust~ n = ℓ^2 + 2 – neqetnoe. Togda: 1) Esli n ne ØvlØetsØ prostym, to h(n) > 1. 2) Esli 2ℓ − 1 ne ØvlØetsØ prostym, to h(n) > 1. Esli p – prostoe, p | 2ℓ − 1, to h(n) ¿ [log(ℓ − 1)/ log p] + 1, h(n) ¿ 2^t(log(ℓ − 1)/2 log p] + 1), gde t – qislo prostyh deliteleæ n.

Dokazatel~stvo. V oboih sluqaØh utverßdenie p. 1 oqevidno.

Dokaßem p. 2.

Pust~ n = ℓ^2 − 2. Razloßim √ n v nepreryvnu¸ drob~: √ n = [ ℓ − 1, 1, ℓ − 2, 1, 2(ℓ − 1) ] . (3)

Rassmotrim vse privedennye formy opredelitelØ n, prinadleßawie glavnomu klassu. (Napomnim, qto privedennoæ formoæ nazyvaetsØ takaØ, dlØ kotoroæ razloßenie v nepreryvnu¸ drob~ oboih korneæ ØvlØetsØ qisto periodiqeskim.) Ih poloßitel~- nye korni sovpada¸t s polnymi qastnymi razloßeniØ (3) i ime- ¸t vid

ℓ − 1 + √ n 2ℓ − 3 , ℓ − 2 + √ n 2 , ℓ − 2 + √ n 2ℓ − 3 , ℓ − 1 + √ n. (4)

34 E. P. GOLUBEVA

Takim obrazom, qislo 2ℓ − 3 predstavlØetsØ formoæ iz glavnogo klassa. Pust~ prostoe p | 2ℓ − 3. Oqevidno, (p, n) = 1. My moßem sqitat~, qto p 6 √ 2ℓ − 3.

Iz gaussovoæ teorii kvadratiqnyh form sleduet, qto togda p predstavlØetsØ privedennoæ formoæ φ diskriminanta 4n, φ = (a, 2b, c), a > 0, b^2 − ac = n, b^2 ≡ n (mod p), √ n − p < b < √ n. Poskol~ku p 6 √ 2ℓ − 3 < ℓ − 1, to suwestvuet forma φ_1, ffkviva-

lentnaØ (nesobstvenno) φ, kotoraØ imeet koren~ (b + √ n)/p. �tot koren~, oqevidno, ne vstreqaetsØ sredi korneæ (4). Ots¸da sleduet, qto h(n) ¿ 2.

Pust~ k – naibol~xaØ stepen~ takaØ, qto p^k 6 ℓ − 1, k =

[log(p − 1)/ log p]. Klass form, kotoromu prinadleßit φ, obozna-

qim qerez σ. Togda klassy σ^0, σ^1, . . . , σ^k ØvlØ¸tsØ razliqnymi, poskol~ku v protivnom sluqae my imeli by ravenstvo σ^r = σ^0

(0 6 r 6 k), a qislo p^r ne vstreqaetsØ sredi znamenateleæ korneæ

v (4). Takim obrazom, h_0(n) ¿ k + 1. Zdes~ h_0(d) – qislo klassov form diskriminanta 4d, ffkvivalentnyh v xirokom smysle (t.e. nesobstvenno).

Nakonec, dlØ dokazatel~stva poslednego utverßdeniØ p. 2 zametim, qto qetnye stepeni σ^0, σ^1, . . . , σ^{2[k/2]} prinadleßat glavnomu rodu. Iz teh ße soobraßeniæ, qto i vyxe, my vidim, qto glavnyæ rod soderßit, kak minimum, 1+[k/2] razliqnyh klassov. Poskol~ku qislo rodov ravno 2^t i h(n) = 2h_0(n), ots¸da sleduet trebuemoe neravenstvo.

Sluqaæ n = ℓ^2 + 2 otliqaetsØ ot razobrannogo tem, qto zdes~ nado rassmatrivat~ razloßenie v nepreryvnu¸ drob~ vtorogo kornØ formy x^2 − ny^2, t.e. qisla ℓ − √ n. Sredi znamenateleæ polnyh qastnyh fftogo razloßeniØ soderßitsØ qislo 2ℓ − 1, kotoroe igraet rovno tu ße rol~ dlØ fftogo sluqaØ, qto qislo 2ℓ−3 dlØ sluqaØ n = ℓ^2 − 2.

Sledstvie 1. Pust~ p = ℓ^2 − 2 i h(p) = 1 Togda: 1) h(−p) = ℓ − 2.

2) Pust~ B_{(p+1)/2} – qislo Bernulli, togda v kol~ce p-celyh racional~nyh qisel imeem sravnenie

2B p+1_2 ≡ 2 − ℓ (mod p).

Dokazatel~stvo. Iz razloßeniØ (3) vsledstvie formuly Hir-

cebruha–Zagira (sm. [14]) imeem

3h(−p) = −1 + (ℓ − 2) − 1 + 2(ℓ − 1) = 3(ℓ − 2).

O KVADRATIQNYH IRRACIONAL^NOST˚H 35 Ots¸da sleduet utverßdenie p. 1.

Po povodu p. 2 sm. [15], str. 511.

Sledstvie 2. Pust~ n = ℓ^2 − 2. Esli ℓ = (3^r�^1 + 1)/2, to r | h(n).

Esli 2ℓ − 3 = p^m, gde m neqetno, p ≠ 3, to m | h(n).

Dokazatel~stvo. Utverßdenie sleduet iz togo, qto v fftih slu-

qaØh v gruppe klassov form diskriminanta 4n est~ fflement porØdka r ili m sootvetstvenno.

Predloßenie 2. Pust~ n = (27γ + 8)^2 + 10γ + 3 (γ ¿ 0). Togda: 1)

Esli n ne ØvlØetsØ prostym, to h(n) > 1. 2) Esli hotØ by odno iz qisel n_1 = 10γ + 3, n_2 = 22γ + 7, n_3 = 32γ + 9 ne ØvlØetsØ prostym, to h(n) > 1. 3) Esli suwestvuet δ ≠ 2, δ | n_1, ili δ | n_2, ili δ | n_3, to h(n) ¿ [log √ n/ log δ] + 1. 4) Esli n_1 = δ^{r1}_1 , (δ_1, 3) = 1, ili n_2 = δ^{r2}_2 , (δ_2, 7) = 1, ili n_3 = δ^{r3}_3 , (δ_3, 3) = 1, to h(n) delitsØ na r_1 ili r_2 ili r_3 sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. Razloßenie v nepreryvnu¸ drob~^√n imeet

vid √ n = [ 27γ + 8, 5, 2, 1, 1, 27γ + 8, 1, 1, 2, 5, 54γ + 16 ] . Cepoqka privedennyh irracional~nosteæ, analogiqnaØ (4), v dannom sluqae imeet vid

27γ + 8 + √ n 10γ + 3 , 23γ + 7 + √ n 20γ + 6 , 17γ + 5 + √ n 22γ + 7 , 5γ + 2 + √ n 32γ + 9 , 27γ + 7 2 , a dalee znamenateli povtorØ¸tsØ.

UtverßdeniØ pp. 1–4 moßno poluqit~ tak ße, kak analogiqnye utverßdeniØ predloßeniØ 1 i sledstviØ 2.

Zameqanie. Kak uße govorilos~ vo vvedenii, v kaqestve ishod-

nogo moßno vzØt~ l¸boe konkretnoe znaqenie √ d_0 so skol~ ugodno bol~xoæ dlinoæ razloßeniØ 2L. (Napomnim, qto v predloßenii 1 d_0 = 7 i d_0 = 3, a v predloßenii 2 d_0 = 67.) Togda ffto razloßenie dast, grubo govorØ, L/2 suwestvenno razliqnyh qisel, predstavimyh glavnym klassom form diskriminanta 4d(γ).

Sootvetstvenno, esli, naprimer, h(d(γ)) = 1, to L/2 qisel, zavisØwih ot γ lineæno, dolßny byt~ prostymi, qto stanovitsØ vse bolee “neveroØtnym” s rostom L. Pri fftom kofffficienty mnogoqlena d(γ) vmeste s osnovnoæ ediniceæ polØ Q( √ d_0) rastut kak pokazatel~naØ funkciØ ot L.

36 E. P. GOLUBEVA

3. Teorema. Imeem

# {p 6 X : p ≡ 3 (mod 4); ℓ(p) = 12} = O (√ X log X ) . Dokazatel~stvo. V rabote [8] dokazano, qto dlØ takih p razlo-

ßenie (1) imeet odnu iz form: √ p = [ r, r_1, 2r_4 + 1, 1, r_4, 2r_1, r, 2r_1, r_4, 1, 2r_4 + 1, r_1, 2r ] , (5)

ili √ p = [ r, r_1, 1, 2, 2, 2r_1 + 1, r, 2r_1 + 1, 2, 2, 1, r_1, 2r ] , (6) ili √ p = [ r + 1, 2r_3 + 2, 1, r_3, 1, 1, r, 1, 1, r_3, 1, 2r_3 + 2, 2(r + 1) ] , (7) ili √ p = [ r + 1, 1, r_2, 1, 2r_2 + 2, 1, r, 1, 2r_2 + 2, 1, r_2, 1, 2(r + 1) ] , (8)

ili √ p = [ r + 1, 2, 2, 2, 2, 1, r, 1, 2, 2, 2, 2, 2(r + 1) ] . (9)

Oboznaqim koliqestvo p 6 X takih, qto razloßenie √p imeet vid (i), gde 56i69, qerez N^{(i)}(X). Pust~ {R_i, 0 6 i 6 5} – rekurrentnaØ posledovatel~nost~, poroßdennaØ naborom (r_5, r_4, r_3, r_2, r_1), i {T_i, 0 6 i 6 4} – rekurrentnaØ posledovatel~nost~, poroßdennaØ naborom (r_4, r_3, r_2, r_1).

Kak pokazano v teoreme 1 iz [8], v sluqaØh (5), (6) p = r^2 + 2a, gde [ √ p] = r = γR_5 − T_3T_4, a = 2γ T_4 − T^2_3 , (10)

i γ – proizvol~noe celoe takoe, qto r i a poloßitel~nye. V sluqaØh (7)–(9) p = r^2 + 2a, gde [√p] = r + 1, 2r + 1 = γR_5 − T_3R_4, a = γT_4 − T^2_3 , γ takovo, qto r i a poloßitel~ny.

Tak kak p 6 X, to r < √ X i a 6 2 √ X/r_1. V sluqae (9) R_5, T_3 i T_4 – absol¸tnye postoØnnye. Znaqit, γ = 0( √ X). Po zadannomu γ p opredelØetsØ odnoznaqno. Takim obrazom, N^{(9)}(X) = O( √ X). V sluqae (8) R_5 zadano naborom (1, r_2, 1, 2r_2+2, 1). Sledovatel~no, R_5 > r^2. Esli r_2 > X^{1/4}, to iz (10) vidno, qto γ opredelØetsØ po

O KVADRATIQNYH IRRACIONAL^NOST˚H 37 r_2 odnoznaqno. Takim obrazom, p opredelØetsØ po r_2 odnoznaqno. Poskol~ku r_2 < r = O( √ X), to koliqestvo takih p est~ O( √ X). Pust~ teper~ r_2 6 X^{1/4}. Iz (10) vidno, qto pri zadannom r_2 γ prinimaet O( √ X/R_5) = O( √ X/r^2) znaqeniæ. Sledovatel~no, koliqestvo sootvetstvu¸wih znaqeniæ p iz (8) est~ O ( ∑ r26X^{1=4} √ X r^2 ) = O( √ X). Ob¨edinØØ sluqai r_2 6 X^{1/4} i r_2 > X^{1/4}, imeem

N^{(8)}(X) = O( √ X). Analogiqno rassmatriva¸tsØ razloßeniØ (6), (7). Sluqaæ (5) otliqaetsØ ot nih tem, qto zdes~ T_4 i R_5 zavisØt ot dvuh parametrov r_1 i r_4.

Iz (5) imeem

T_1 = r_4, T_2 = r_4 + 1, T_3 = 2r^2_4 + 4r_4 + 1 = 2T^2_2 − 1,

T_4 = 2T^2_2 r_1 − r_1 + T_2.

(11)

Iz neravenstva (10) vidno, qto pri r_1r_4 6 X^{1/4} kaßdoæ pare

(r_1, r_4) sootvetstvuet O( √ X/r^2_1 r^2_4) znaqeniæ γ, poskol~ku T_4 ≍ r_1 r^2_4. Sledovatel~no, qislo p iz (5), p 6 X i takih, qto r_1r_4 < X^{1/4}, ravno O (√ X ∑ r1,r4 1 r^2_1 r^2_4 ) = O( √ X). Pri r_1 r_4 > X^{1/4}, poskol~ku T_4 ≫ √ X/r_1, iz neravenstva (11) vidno, qto γ opredelØetsØ po r_1 i r_4 odnoznaqno. Takim obrazom, esli r_1r_4 < 8 √ X, to qislo sootvetstvu¸wih p ocenivaetsØ kak O ( ∑ r4<p_X √ X r_4 ) = O (√ X log X ) , tak kak r_4 6 r 6 √ X. Nam ostalos~ rassmotret~ sluqaæ r_1r_4 > 8 √ X. Perepixem neravenstvo 0 < 2T_4γ − T^2_3 < √ X/r_1 v vide

T^2_3 T_4 < γ < T^2_3 T_4 + 2 √ X r_1 T_4 .

38 E. P. GOLUBEVA PodstavlØØ znaqenie T_3 iz (11), imeem

(2T^2_2 − 1)^2

T_4 < γ < (2T^2_2 − 1)^2 T_4 + 2 √ X r_1 T_4 . Zamenim otnoxenie (2T^2_2 − 1)/T_4 na sosedn¸¸ podhodØwu¸ drob~ u_2/u_3, gde u_1 = 1, u_2 = 2(r_4 + 1) = 2T_2, u_3 = 2T_2 r_1 + 1. (12) Poskol~ku T_3 u_3 − T_4 u_2 = −1, imeem

(2T^2_2 − 1)u_2 u_3 − 2T^2_2 − 1 T_4 u_3 < γ < (2T^2_2 − 1)u_2 u_3 − 2T^2_2 − 1 T_4 u_3 + 2 √ X r_1 T_4 . Oqevidno, qto_1

u_3 = 1 2T_2r_1 + 1 < 1 2T_2r_1 , sledovatel~no,

2T^2_2 − 1 T_4u_3 < 2T^2_2 2T_2T_4r_1 < 2 √ X r_1T_4 , tak kak T_2 = r_4 + 1 < 2 √ X. PodstavlØØ znaqeniØ u_2 i u_3 iz (12), poluqim −2 √ X(2T_2r_1 + 1) r_1T_4

< γ(2T_2r_1 + 1) − 2T_2(2T^2_2 − 1) < 2 √ X(2T_2r_1 + 1) r_1T_4 . S uqetom Øvnogo vyraßeniØ dlØ T_4 dlØ pravoæ qasti imeem ocen- ku 2 √ X(2T_2r_1 + 1) r_1T_4 < 8 √ XT_2 T_4 < 8 √ XT_2 T^2_2 r_1 < 1, poskol~ku T_2 r_1 > 8 √ X. Takim obrazom,

γ(2T_2 r_1 + 1) − 2T_2(2T^2_2 − 1) = 0. Sledovatel~no, γ = 2T_2 γ_1 i γ_1(2T_2 r_1 + 1) − 2T^2_2 + 1 = 0.

Poskol~ku γ_1 ≡ −1 (mod 2T_2), to γ_1 = 2T_2 γ_2 − 1, gde γ_2 ¿ 1 i

(2T_2 γ_2 − 1)(2T_2 r_1 + 1) = 2T^2_2 − 1.

O KVADRATIQNYH IRRACIONAL^NOST˚H 39 Iz neravenstva r_1 r_4 > 8 √ X sleduet, qto r_1 > 8, poskol~ku r_4 < √ X. Pri takih znaqeniØh r_1 poslednee ravenstvo ne moßet imet~ mesta, poskol~ku ego levaØ qast~ bol~xe, qem 16T^2_2 .

Takim obrazom, sluqaæ r_1 r_4 > 8 √ X v deæstvitel~nosti ne realizuetsØ.

Teorema dokazana.

Literatura 1. E. P. Golubeva, Kvadratiqnye irracional~nosti s fiksirovannoæ dli-

noæ perioda razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~, Zap. nauqn. semin. POMI 196 (1991), 5–30.

2. A. S. Pen, B. F. Skubenko, Ocenka sverhu perioda kvadratiqnoæ irra-

cional~nosti, Mat. zametki 5, No. 4 (1969), 413–417.

3. E. P. Golubeva, O dline perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat.

sb. 123, No. 1 (1984), 120–129.

4. P. C. Sarnak, Class number of indefinite binary quadratic forms. I, II, J. Number Theory 15, No. 2 (1982), 229–247; 21, No. 3, (1985), 333–346.

5. C. Hooly, On the Pellian equation and the class number of indefinite binary quadratic forms, J. reine und angew. Math. 353 (1984), 98–131.

6. E. P. Golubeva, O neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh formah s bol~-

xim qislom klassov, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 13–21.

7. E. P. Golubeva, Raspredelenie norm primitivnyh giperboliqeskih klas-

sov, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 40–45.

8. E. P. Golubeva, O qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ

diskriminanta 4p, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 11–36.

9. A. Selberg, Harmonic analysis and discontinuous groups in weakly symmetric Riemannian spaces with applications to Dirichlet series, J. Indian Math. Soc. 20, No. 1–3 (1956), 47–87.

10. N. V. Kuznecov, Raspredelenie norm primitivnyh giperboliqeskih klas-

sov modulØrnoæ gruppy i asimptotiqeskie formuly dlØ sobstvennyh znaqeniæ operatora Laplasa–Bel~trami na fundamental~noæ oblasti modulØrnoæ gruppy, Dokl. AN SSSR 42, No. 1 (1970), 40–43.

11. H. Jager et P. Liardet, Distributions arithmétiques des dénominateurs des convergents de fraction continues, Indag. Math. 50 (1988), 181–197.

12. C. Faivre, Distributions of Lévy constsnts for quadratic numbers, Acta Arithm.

61, No. 1 (1992), 13–34.

13. M. Policott, Distribution of closed geodesics on the modular surface and quadratic irrationals, Bull. Soc. Math. France 114, No. 4 (1986), 431–446.

14. D. B. Zagier, Nombre de classes et fractions continues, Astérisque 24–25 (1975), 81–97.

15. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, TeoriØ qisel. Nauka, M., 1964.

Postupilo 9 dekabrØ 1996 g.

Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa