E. G. Goluzina

O MNOȷESTVE ZNAQENI` F (Z0) V ODNOM KLASSE TIPIQNO VEWESTVENNYH FUNKCI`

PosvØwaetsØ 90-leti¸ so dnØ roßdeniØ moego otca, G. M. Goluzina

NastoØwaØ rabota prodolßaet issledovaniØ v [1, 2], posvØwennye nahoßdeni¸ mnoßestv znaqeniæ sistem funkcionalov na klasse T_R tipiqno vewestvennyh funkciæ. V dannoæ rabote nahoditsØ mnoßestvo znaqeniæ sistemy {f(z_0), f(r), f^{′′}(0)/2} (pri fiksirovannyh z_0 i r) na fftom klasse. V kaqestve sledstviØ nahoditsØ mnoßestvo znaqeniæ f(z_0) na klasse funkciæ iz T_R s fiksirovannymi znaqeniØmi f(r) i f^{′′}(0).

1. Kak obyqno, TR – klass funkciæ vida

f(z) = z + ∞∑ n=2 c_nz^n, (1)

regulØrnyh v kruge E = {z : |z| < 1} i udovletvorØ¸wih uslovi¸ Im f(z) · Im z > 0 pri Im z ≠ 0, Im f(z) = 0 pri Im z = 0.

DlØ klassa T_R izvestno [3, 4] integral~noe predstavlenie: f(z) ∈ T_R ⇐⇒ f(z) = 1∫ −1 s(z, t)dα(t), α(t) ∈ M_1, (2) gde s(z, t) = z(1 − 2tz + z^2)^{−1}, M_1 – klass neubyva¸wih na [−1, 1] funkciæ α(t) s

∫_1 −1 dα(t) = 1.

Horoxo izvestno, qto

T_R ⊃ S_R i T_R = co S_R,

gde S_R – klass regulØrnyh i odnolistnyh v kruge E funkciæ f(z) vida (1) s vewestvennymi kofffficientami c_2, c_3, . . . , co S_R – 46

O MNOȷESTVE ZNAQENI` f (z_0) 47

zamknutaØ vypuklaØ oboloqka fftogo klassa. FunkciØ s(z, t) pri

−1 6 t 6 1 prinadleßit klassu SR, s(z, ±1) = z(1∓z)^{−2} – funkcii

Këbe.

Parametriqeskoe predstavlenie (2) (α(t) – parametr) ispol~- zovalos~ vo mnogih rabotah. OpiraØs~ na ffto predstavlenie, G. M. Goluzin [4] rexil v klasse T_R rØd zadaq, ffkstremal~- nymi funkciØmi kotoryh okazalis~ lix~ funkcii s(z, t). V [5] G. M. Goluzin poluqil variacionnye formuly dlØ klassov funkciæ, predstavimyh integralom Stilt~esa, kotorye pozvolili rexit~ v klasse T_R bolee obwie zadaqi, ffkstremal~nye funkcii kotoryh ime¸t vid

f(z) = λ_1s(z, t_1) + λ_2s(z, t_2), λ_1, λ_2 ¿ 0, λ_1 + λ_2 = 1,

i mogut ne prinadleßat~ klassu S_R, esli λ_1, λ_2 > 0.

Pust~ T^{(j)}_R , j = 1, 2, 3, – klass funkciæ f(z) ∈ T_R, udovletvorØ- ¸wih uslovi¸ (j), gde

(1) c_2 = b (b – konstanta, −2 < b < 2);

(2) f(r) = a (r i a – konstanty, 0 < r < 1, r(1 + r)^{−2} < a < r(1 − r)^{−2});

(3) c_2 = b, f(r) = a (b, r, a – konstanty, 0 < r < 1, −2 < b < 2, b + ρ > a(ρ^2 − 4), a(ρ − b) > 1; zdes~ i niße, ρ = r + 1/r).

Pust~ D_j = {f(z_0) : f ∈ T^{(j)}_R }, j = 1, 2, 3,

gde z_0 – fiksirovannaØ toqka kruga E, i pust~ ζ = z_0 + 1/z_0.

Mnoßestvo znaqeniæ funkcionala f(z_0) na klasse T_R naxel Rogozinskiæ [6]. V sluqae z_0 = r_0 ≠ 0, −1 < r_0 < 1, ono predstavlØet soboæ otrezok prØmoæ, soedinØ¸wiæ toqki s(r_0, ±1). V sluqae Im z_0 ≠ 0 ffto mnoßestvo est~ krugovoæ segment, ograniqennyæ dugoæ w = s(z_0, t), −1 6 t 6 1, i hordoæ, stØgiva¸weæ koncy fftoæ dugi.

ToqnaØ ocenka |c_n| 6 n, n ¿ 2, v klasse T_R poluqena Rogozinskim v [6], znak ravenstva dostigaetsØ tol~ko dlØ funkciæ s(z, ±1). Toqnye ocenki dlØ c_n snizu v sluqae neqetnyh n dal S. A. Gel~fer [7].

Dß. Dßenkins [8], opiraØs~ na predstavlenie (2) i lemmu Neæmana-Pirsona iz teorii statistiki, poluqil v klasse T_R toqnye ocenki dlØ f(r) v zavisimosti ot c_2:

r(1 − c_2r + r^2)^{−1} 6 f(r) 6 r(1 + c_2r + r^2)(1 − r^2)^{−2}, 0 < r < 1. (3)

48 E. G. GOLUZINA

�tim Dßenkins naxel mnoßestvo D_1 v sluqae Im z_0 = 0. V sluqae Im z_0 ≠ 0 mnoßestvo D_1 naædeno ı. E. Alenicynym [9]: D_1 – vypuklaØ krugovaØ lunoqka, ograniqennaØ soedinØ¸wimi toqki 1 ζ−b i^{ζ+b}_{ζ2−4} dugami okrußnosteæ, odna iz kotoryh prohodit qerez toqku^1_{ζ+2} , drugaØ – qerez toqku^1_{ζ−2} . Pri fftom ı. E. Alenicyn opiralsØ na predstavlenie (2) i poluqennye im rezul~taty o mnoßestve znaqeniæ sistem funkcionalov v klassah funkciæ, predstavimyh summoæ integralov Stilt~esa. V [9] ustanovlen i bolee obwiæ rezul~tat: pokazano, qto mnoßestvo znaqeniæ sistemy {f(z_0), c_2} na klasse T_R v sluqae Im z_0 ≠ 0 predstavlØet soboæ telo v R^3, ograniqennoe dvumØ konkretnymi koniqeskimi poverhnostØmi.

Mnoßestvo D_2 naædeno avtorom v [2]: v sluqae Im z_0 ≠ 0 ffto mnoßestvo – vypuklaØ krugovaØ lunoqka, ograniqennaØ dugami okrußnosteæ, soedinØ¸wimi toqki (ζ − ρ + a^{−1})^{−1} i [ζ − ρ + a(ρ^2 − 4)](ζ^2 − 4)^{−1}, priqem okrußnosti, soderßawie ffti dugi, prohodØt sootvetstvenno qerez toqki^1_{ζ+2} i^1_{ζ−2} . V [2] naædeno takße mnoßestvo znaqeniæ sistemy {f(z_0), f(r)} na klasse T_R.

�kstremal~nym zadaqam v klasse T_R posvØwen rØd drugih rabot. My ostanovilis~ zdes~ lix~ na nekotoryh rezul~tatah, tesno svØzannyh s issledovaniem na klasse T_R mnoßestva znaqeniæ sistemy funkcionalov vida

{f^{(n)}(z_k)} (k = 1, 2, . . . , m; n = 0, 1, 2, . . . , n_k) (4)

pri proizvol~nyh fiksirovannyh toqkah z_k iz E, z_k ≠ z_j pri k ≠ j. Pri nahoßdenii mnoßestva znaqeniæ sistemy {f(z_0), f(r), c_2} na klasse T_R, opredelØemogo v dannoæ rabote, my budem opirat~- sØ na predstavlenie (2) i teoremy iz teorii momentov [10, 11], obobwa¸wie rezul~taty Karateodori–Teplica i F. Rissa dlØ C-funkciæ Karateodori. Takim sposobom v [1] issledovano mnoßestvo znaqeniæ sistemy (4) na klasse T_R, a v rabote [2] naædeno mnoßestvo D_2.

2. Pust~ D – mnoßestvo znaqeniæ sistemy {f(z0), f(r), c2} na

klasse T_R pri fiksirovannyh z_0 i r iz E, Im z_0 ≠ 0, 0 < r < 1.

Poloßim

f(z_0) = w = x_1 + ix_2, f(r) = x_3, c_2 = x_4, ζ = z_0 + z^{−1}_0 , ρ = r + r^{−1}.

Imeet mesto

O MNOȷESTVE ZNAQENI` f (z_0) 49

Teorema 1. Mnoßestvo znaqeniæ D predstavlØet soboæ mnoße-

stvo toqek (x_1, x_2, x_3, x_4) ∈ R^4, udovletvorØ¸wih sledu¸weæ sisteme neravenstv:

x_3 ¿ 0, x_3(ρ − x_4) ¿ 1, x_4 + ρ + x_3(4 − ρ^2) ¿ 0, (5)

|w|^2|ζ^2 − 4|^2 + |ζ − ρ|^2 + x_3(4 − ρ^2)(ρ − x_4 − 2 Re ζ)− − 2 Re{w(ζ^2 − 4)[(ρ + x_4 + x_3(4 − ρ^2))(ρ − ζ̄)(ζ − ζ̄)^{−1}− − (ρ − ζ̄ + x_3(4 − ρ^2))]} 6 0, (6)

|w|^2[x_3|ζ − ρ|^2 + 2 Re ζ − ρ − x_4] + x_3−

− 2 Re{w[x_3(ζ − x_4) + (ζ̄ − ρ)(1 + x_3(x_4 − ρ))(ζ̄ − ζ)^{−1}]} 6 0. (7) Dokazatel~stvo teoremy 1 budet dano niße.

Pust~ f(r) = a, c_2 = b, a i b – konstanty. V silu neravenstva (3), a i b udovletvorØ¸t usloviØm b + ρ ¿ a(ρ^2 − 4), a(ρ − b) ¿ 1, −2 < b < 2. Iz teoremy 1 sleduet

Teorema 2. Mnoßestvo znaqeniæ D3 funkcionala f(z0) na klasse

T^{(3)}_R v sluqae b + ρ > a(ρ^2 − 4), a(ρ − b) > 1, −2 < b < 2 ØvlØetsØ vypukloæ krugovoæ lunoqkoæ: D_3 = Δ^{(r)}_1 ∩ Δ^{(r)}_2 , gde Δ^{(r)}_j = {w : |w − O^{(r)}_j | 6 R^{(r)}_j }, j = 1, 2,

O^{(r)}_1 = ζ − ρ + a(ρ^2 − 4)

ζ^2 − 4 + (ζ − ρ)[ρ + b − a(ρ^2 − 4)] (ζ^2 − 4)(ζ − ζ̄) , R^{(r)}_1 = |ζ − ρ|[ρ + b − a(ρ^2 − 4)] 2| Imζ| · |ζ^2 − 4| , O^{(r)}_2 = 1 ζ − b + (ζ̄ − ρ)(ζ̄ − b)[1 + a(b − ρ)] (ζ − b)(ζ − ζ̄)–_r , R^{(r)}_2 = |ζ − ρ|[a(ρ − b) − 1] 2| Im ζ|–_r , –r = |ζ − ρ|^2a + 2 Re ζ − ρ − b. V sluqaØh ρ + b = a(ρ^2 − 4) ili a(ρ − b) = 1 mnoßestvo D_3 vyroßdaetsØ sootvetstvenno v toqku^{ζ+b}_{ζ2−b} ili v toqku^1_{ζ−b} .

50 E. G. GOLUZINA

Zameqanie 1. Netrudno proverit~, qto toqkam dugi C^{(r)}_j = ∂D3 ∩

∂Δ^{(r)}_j , j = 1, 2, sootvetstvu¸t funkcii f^{(r)}_j (z, t) vida:

f^{(r)}_1 (z, t) = z

1 − ρz + z^2 (1 − z^2)^2 [ 1 + (ρ + b)z 1 − 2tz + z^2 ] + + a(ρ^2 − 4)(ρ − 2t)z^3 (1 − z^2)^2(1 − 2tz + z^2) pri^1_2 (ρ − α_1) 6 t 6^1_2 (ρ − α_2), gde

α_1 = 2 − b 1 − a(ρ − 2) , α_2 =

2 + b a(ρ + 2) − 1 ; f^{(r)}_2 (z, t) = z{1 − [ρ + a(ρ − 2t)β_1]z + z^2} (1 − 2tz + z^2)[1 − (ρ + β_1)z + z^2] pri −1 6 t 6^1_2 (ρ − α_1), gde β_1 =^{b−2t}_{1+a(2t−ρ)} . Funkcii f^{(r)}_j (z, t) prinadleßat klassu T^{(3)}_R i mogut byt~ zapisany v vide:

f^{(r)}_1 (z, t_1) = λ_1s(z, −1) + μ_1s(z, 1) + (1 − λ_1 − μ_1)s(z, t_1), f^{(r)}_2 (z, t_2) = λ_2s(z, t_2) + (1 − λ_2)s(z, τ ), priqem λ_1 ¿ 0, μ_1 ¿ 0, λ_2 > 0, −1 < t_1 < 1, −1 6 t_2 6 1, −1 6 τ 6 1 i vypolnØ¸tsØ usloviØ

−λ_1 + μ_1 + (1 − λ_1 − μ_1)t_1 = b/2, λ_1 ρ + 2 + μ_1 ρ − 2 + 1 − λ_1 − μ_1 ρ − 2t_1 = a_1,

λ_2t_2 + (1 − λ_2)τ = b/2, λ_2 ρ − 2t_2 + 1 − λ_2 ρ − 2τ = a. Toqki w^{(r)}_j =^{ζ−ρ+aαj[ρ+(−1)j 2]}

(ζ−ρ+αj)[ζ+(−1)j 2] , j = 1, 2, – verxiny lunoqki D3 i

im sootvetstvu¸t funkcii f^{(r)}_j (z):

f^{(r)}_1 (z) = f^{(r)}_2 (z, 1) ≡ f^{(r)}_1 ( z, ρ − α_1 2 ) , f^{(r)}_2 (z) = f^{(r)}_2 (z, −1) ≡ f^{(r)}_1 ( z, ρ − α_2 2 ) . Okrußnost~, soderßawaØ dugu C^{(r)}_1 , prohodit qerez toqki^{ζ+b}_{ζ2−4} , ζ−ρ+a(ρ2−4) ζ2−4 , w (r) 1 , w^{(r)}_2 . Okrußnost~, soderßawaØ dugu C^{(r)}_2 , prohodit qerez toqki^1_{ζ−b} ,^1_{ζ−ρ+ 1a} , w^{(r)}_1 , w^{(r)}_2 .

O MNOȷESTVE ZNAQENI` f (z_0) 51

Pust~ T_R(1, a, b) = {f(z) ∈ T_R : f(1−) 6 a, c_2 = b}, gde a > (2 − b)^{−1}, |b| < 2, i pust~ D_3(1, a, b) – mnoßestvo znaqeniæ funkcionala f(z_0) na klasse T_R(1, a, b). Imeem

Sledstvie 1.

D_3(1, a, b) = Δ^{(1)}_1 ∩ Δ^{(1)}_2 , (8) gde Δ^{(1)}_j = {w : |w − O^{(1)}_j | 6 R^{(1)}_j }, j = 1, 2,

O^{(1)}_1 = ζ − ζ̄ + 2 + b (ζ + 2)(ζ − ζ̄)

, R^{(1)}_1 =

2 + b 2| Im ζ| |ζ + 2| , O^{(1)}_2 = 1 ζ − b − (ζ̄ − 2)(ζ̄ − b)[a(2 − b) − 1] (ζ − b)(ζ − ζ̄)–_1 , R^{(1)}_2 = |ζ − 2|[a(2 − b) − 1] 2| Im ζ|–_1

, –1 = a|ζ − 2|^2 + 2 Re ζ − 2 − b.

Toqkam mnoßestva D_3(1, a, b) ∩ ∂Δ^{(1)}_1 sootvetstvu¸t funkcii

f^{(1)}_1 (z, t) = z (1 + z)^2

1 + (2 + b − 2t)z + z^2 1 − 2tz + z^2 pri b 2 6 t 6 t1, (9)

gde t_1 = 1 − (2 + b)[2(4a − 1)]^{−1}.

Toqkam mnoßestva D_3(1, a, b) ∩ ∂Δ^{(1)}_2 sootvetstvu¸t funkcii

f^{(1)}_2 (z, t) = z{1 − 2[1 + a(1 − t)ψ(t)]z + z^2} (1 − 2tz + z^2){1 − [2 + ψ(t)]z + z^2} pri −1 6 t 6 b 2 , (10)

gde ψ(t) = (b − 2t)[1 − 2a(1 − t)]^{−1}.

Dokazatel~stvo. PolagaØ v teoreme 2 r → 1, poluqaem predsta-

vlenie (8).

Pri r → 1 imeem α_1 → 2 − b, w^{(r)}_1 → w^{(1)}_1 =^1_{ζ−b} , C^{(r)}_1 → C^{(1)}_1 ≡ ∂D_3(1, a, b) ∩ ∂Δ^{(1)}_1 , f^{(r)}_1 (z, t) → f^{(1)}_1 (z, t), f^{(r)}_1 (z) → f^{(1)}_1 (z) =^z_{1−bz+z2} . Netrudno proverit~, qto funkcii (9) i (10) prinadleßat klassu T_R(1, a, b) i sootvetstvu¸t toqkam na ∂D_3(1, a, b).

PolagaØ v sledstvii 1 a = 1, b = 0, poluqaem

52 E. G. GOLUZINA

Sledstvie 2. D3(1, 1, 0) = Δ1 ∩ Δ2, gde

Δ_1 = { w : | | |w − ( 1 − i Im ζ ) 1 ζ + 2 | | | 6^1_{| Im ζ||ζ + 2|}^} ,

Δ_2 = { w : | | | |w − ζ̄ + i(ζ − 2)/(2 Im ζ) 2 − 2 Re ζ + |ζ|^2 | | | | 6 6^{|ζ − 2|} 2| Im ζ|(2 − 2 Re ζ + |ζ|^2) } . Toqkam mnoßestva D_3(1, 1, 0) ∩ ∂Δ_1 sootvetstvu¸t funkcii

f_1(z, t) = z (1 + z)^2

1 + 2(1 − t)z + z^2 1 − 2tz + z^2

, 0 6 t 6^2_3 ,

a toqkam mnoßestva D_3(1, 1, 0) ∩ ∂Δ_2 – funkcii

f_2(z, t) = z[1 − 2(2t^2 − 1)(2t − 1)^{−1}z + z^2] (1 − 2tz + z^2)[1 − 2(t − 1)(2t − 1)^{−1}z + z^2] , −1 6 t 6 0.

3. Dokazatel~stvo teoremy 1. V silu (2), dlØ sistemy {f(z0),

f(r), c_2} imeem predstavlenie

f(z_0) = 1∫ −1 dα(t) ζ − 2t , f(r) = 1∫ −1 dα(t) ρ − 2t , c_2 = 1∫ −1 2tdα(t), α ∈ M_1, (11) pri ρ = r + 1/r, ζ = z_0 + 1/z_0. Iz (11) sleduet, qto D – vypukloe, zamknutoe i ograniqennoe mnoßestvo v R^4.

Izvesten sledu¸wiæ rezul~tat (sm. teoremu 1.1 v [11, str. 84– 85]).

DlØ togo, qtoby imelo mesto predstavlenie (11), neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri vypolnenii neravenstva

φ(t) ≡ Re[δ_0 + δ_1(ζ − 2t)^{−1} + δ_2(ρ − 2t)^{−1} + δ_3t] ¿ 0 (12)

dlØ vseh t ∈ [−1, 1] i nekotoryh kompleksnyh qisel δ_0 ≠ 0, δ_1, δ_2, δ_3, vypolnØlos~ by i neravenstvo

H ≡ Re[δ_0 + δ_1f(z_0) + δ_2f(r) + δ_3 c_2 2 ] ¿ 0. (13)

O MNOȷESTVE ZNAQENI` f (z_0) 53

ZameqaØ, qto Im z_0 ≠ 0, zapixem (12) v vide φ(t) = A_4(t) (ρ − 2t)|ζ − 2t|^2 ¿ 0, −1 6 t 6 1, (14)

gde A_4(t) – algebraiqeskiæ mnogoqlen 4-oæ stepeni. Po teoreme Markova–Lukaqa (sm. [11, str. 89]), A_4(t) dopuskaet predstavle- nie A_4(t) = (1 − t^2)(X_0 + X_1t)^2 + (Y_0 + Y_1t + Y_2t^2)^2, (15)

gde X_0, X_1, Y_0, Y_1, Y_2 – nekotorye vewestvennye qisla.

Podstavim (15) v levu¸ qast~ neravenstva (14): φ(t) = 1 − t^2 ρ − 2t | | | |β^0 + β_1 ζ − 2t | | | | 2 + 1 ρ − 2t | | | |γ^0 + γ^1t + γ_2 ζ − 2t | | | | 2 . Zapixem φ(t) v vide: φ(t) = ( t 2 + ρ 4 + 1 − ρ^2/4 ρ − 2t ) |β_0|^2+

+ 2 Re {[ − 1 4 + 1 ζ − ρ ( 1 − ρ^2/4 ρ − 2t − 1 − ζ^2/4 ζ − 2t )] β̄_0β_1 } + + { 1 − ρ^2/4 (ρ − 2t)|ζ − ρ|^2 + 2 Re [ 1 ζ − 2t 1 − ζ^2/4 (ρ − ζ)(ζ̄ − ζ) ]} |β_1|^2+ + 1 ρ − 2t |γ_0|^2 + ( − ρ 4 − t 2 + ρ^2/4 ρ − 2t ) |γ_1|^2+ + { 1 (ρ − 2t)|ζ − ρ|^2 + 2 Re [ 1 ζ − 2t · 1 (ρ − ζ)(ζ̄ − ζ) ]} |γ_2|^2+

+ 2 Re [( − 1 2 + ρ/2 ρ − 2t ) γ_0γ̄_1 ] + + 2 Re { 1 ρ − ζ ( 1 ζ − 2t − 1 ρ − 2t ) γ̄_0γ_2 } + + 2 Re { 1 ζ − ρ ( ρ/2 ρ − 2t − ζ/2 ζ − 2t ) γ̄_1γ_2 } , gde β_0, β_1, γ_0, γ_1, γ_2 – nekotorye kompleksnye qisla, zavisØwie ot X_k, Y_k.

54 E. G. GOLUZINA

V silu neravenstv (12), (13), iz neravenstva φ(t) ¿ 0 sleduet neotricatel~nost~ kvadratiqnoæ formy H, t.e. neravenstvo H = A_{00}|β_0|^2 + A_{11}|β_1|^2 + 2 Re(β_0β̄_1A_{01}) + B_{00}|γ_0|^2 + B_{11}|γ_1|^2+ + B_{22}|γ_2|^2 + 2 Re(γ_0γ̄_1B_{01}) + 2 Re(γ_0γ̄_2B_{02})+ + 2 Re(γ_1γ̄_2B_{12}) ¿ 0, (16) gde A_{00} = 1 4 [c_2 + ρ + (4 − ρ^2)f(r)],

A_{11} =

(4 − ρ^2)f(r) 4|ζ − ρ|^2 + Re

(4 − ζ^2)f(z_0) 2(ρ − ζ)(ζ̄ − ζ) , A_{01} = − 1 4 + 1 4(ζ̄ − ρ) [(4 − ρ^2)f(r) − (4 − ζ̄^2)f(z_0)],

B_{00} = f(r), B_{11} = 1 4 [ρ^2f(r) − ρ − c_2],

B_{22} = f(r) |ζ − ρ|^2 + 2 Re f(z_0) (ρ − ζ)(ζ̄ − ζ) , B_{01} = ρf(r) − 1 2 , B_{02} = f(z_0) − f(r) ρ − ζ̄ , B_{12} = ρf(r) − ζ̄f(z_0) 2(ζ̄ − ρ) , B_{10} = B_{01}, B_{20} = B̄_{02}, B_{21} = B̄_{12}.

Neotricatel~nost~ kvadratiqnoæ formy v (16) ravnosil~na neotricatel~nosti vseh glavnyh minorov matric ( A_{00} A_{01} A_{10} A_{11} ) i B_{00} B_{01} B_{02} B_{10} B_{11} B_{12} B_{20} B_{21} B_{22} , t.e. vypolneni¸ neravenstv (5)–(7). Teorema 1 dokazana. Literatura

1. E. G. Goluzina, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Vestn. LGU No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1965), 45–62.

2. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ odnoæ sistemy funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 69–79.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` f (z_0) 55

3. M. S. Robertson, On the coefficients of typically real functions, Bull. Amer. Math.

Soc. 41, No. 8 (1935), 565–572.

4. G. M. Goluzin, O tipiqno vewestvennyh funkciØh, Mat. sb. 27(69) , No. 2 (1950), 201–218.

5. G. M. Goluzin, Ob odnom metode variaciæ v teorii analitiqeskih funkciæ, Uqen. zapiski LGU 144 (1952), 85–101.

6. W. Rogosinski, Über positive harmonische Entwicklungen und typisch-reelle Potenzreihen, Math. Z. 35, No. 1 (1932), 93–121.

7. S. A. Gel~fer, O tipiqno vewestvennyh funkciØh porØdka p, Mat. sb.

35, No. 2 (1954), 193–214.

8. J. A. Jenkins, Some problems for typically real functions, Canad. J. Math. 13, No. 2 (1961).

9. ı. E. Alenicyn, Ob oblastØh izmeneniØ sistem kofffficientov funkciæ, predstavimyh summoæ integralov Stilt~esa, Vestnik LGU No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1962), 25–41.

10. N. Ahiezer, M. Kreæn, O nekotoryh voprosah teorii momentov, Har~- kov, 1938.

11. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi, M., 1973.

Postupilo 20 i¸nØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN