V. N. Dubinin ASIMPTOTIKA MODUL˚ VYROȷDAıWEGOS˚ KONDENSATORA I NEKOTORYE EE PRIMENENI˚

PosvØwaetsØ 90-leti¸ so dnØ roßdeniØ G. M. Goluzina

Pust~ B – oblast~ kompleksnoæ sfery C_z, ime¸waØ funkci¸ Grina, i pust~ z_0 – nekotoraØ koneqnaØ toqka fftoæ sfery. Rassmotrim kondensator C(r, B) = (C_z \ B, {z : |z − z_0| 6 r}, gde r > 0 dostatoqno malo. Pri r → 0 vtoraØ plastina kondensatora vyroßdaetsØ v toqku, i dlØ modulØ kondensatora C(r, B) spravedliva asimptotiqeskaØ formula |C(r, B)| = − 1 2π log r + M (B, z_0) + o(1), r → 0. (1)

Konstanta M (B, z_0) nazyvaetsØ privedennym modulem oblasti B otnositel~no toqki z_0. Izvestny mnogoqislennye priloßeniØ formuly (1) v geometriqeskoæ teorii funkciæ, iniciirovannye monografieæ Heæmana [1] i svØzannye preßde vsego s primeneniem metoda simmetrizacii. V dannoæ rabote izuqaetsØ asimptotika obobwennogo kondensatora, sostoØwego iz neskol~kih plastin, priqem potencial~naØ funkciØ fftogo kondensatora moßet prinimat~ znaqeniØ raznyh znakov. Tem samym my prodolßaem issledovaniØ, naqatye nami ranee v stat~Øh [2, 3]. V §1 my poluqim analog formuly (1) v ves~ma obwem sluqae. Vo vtorom paragrafe budut dany nekotorye priloßeniØ, svØzannye s primeneniem razdelØ¸wego preobrazovaniØ i dissimmetrizacii [4]. My ograniqimsØ v osnovnom zadaqami, ffkstremal~naØ konfiguraciØ

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant 96–01–00007). 56

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 57

v kotoryh obladaet n-kratnoæ simmetrieæ. Budut poluqeny neravenstva dlØ kompleksnyh qisel, funkciæ Grina, vnutrennih radiusov i teoremy iskaßeniØ v teorii odnolistnyh funkciæ.

§1. AsimptotiqeskaØ formula

Vs¸du niße B – otkrytoe mnoßestvo na C_z, dopolnenie kotorogo E_0 = C_z \ B imeet poloßitel~nu¸ garmoniqesku¸ meru [5]. Pust~ z_l, l = 1, . . . , m, – razliqnye toqki mnoßestva B; δ_l,

l = 1, . . . , m, – proizvol~nye vewestvennye qisla, otliqnye ot

nulØ, i pust~ m_l, ν_l, l = 1, . . . , m, – proizvol~nye poloßitel~- nye qisla. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: Z = {z_l}, Δ = {δ_l},

Ψ = {ψ_l}, ψ_l = ψ_l(r) ≡ μ_lr^{νl} , l = 1, . . . , m; E(z_0, r) = {z : |z − z_0| 6 r} v sluqae koneqnoæ toqki z_0 i E(z_0, r) = {z : |z| ¿ 1/r} v sluqae

z_0 = ∞, r > 0. Zdes~ i niße, esli ne ogovoreno protivnoe, sim-

voly { }, Σ i Π oznaqa¸t sootvetstvenno sovokupnost~, summirovanie i proizvedenie po vsevozmoßnym indeksam, ukazannym v kontekste, za iskl¸qeniem teh, pri kotoryh slagamoe v Σ libo ravno ∞, libo neopredeleno, a somnoßitel~ v proizvedenii raven libo nul¸, libo ∞. Pri dostatoqno malom r > 0 opredelim obobwennyæ kondensator kak uporØdoqennu¸ sovokupnost~ C(r, B, Z, Δ, Ψ) = { E_0, E(z_1, ψ_1(r)), . . . , E(z_m, ψ_m(r) } s predpisannymi znaqeniØmi sootvetstvenno 0, δ_1, . . . , δ_m. Po analogii s obyqnymi kondensatorami, modulem kondensatora

C(r; B, Z, Δ, Ψ) nazovem veliqinu |C(r; B, Z, Δ, Ψ)| = sup { 1 / ∫∫ Cz |Δv|^2 dxdy } , gde verhnØØ gran~ beretsØ po vsem vewestvennoznaqnym funkci- Øm v(z), nepreryvnym na C_z, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Lipxica v nekotoroæ okrestnosti kaßdoæ koneqnoæ toqki i takim, qto

v(z) = 0 v okrestnosti mnoßestva E_0 i v(z) = δ_l na E(z_l, ψ_l(r)), l = 1, . . . , m (zdes~ 1/0 = +∞). Privedennym modulem mnoßestva

B otnositel~no sovokupnosteæ Z, Δ i Ψ nazovem predel^{1)}

M (B, Z, Δ, Ψ) = lim_{r→0} ( |C(r; B, Z, Δ, Ψ)| + ν 2π log r ) , (2)

1)OboznaqeniØ v dannoæ rabote neskol~ko otliqny ot [2].

58 V. N. DUBININ

gde ν = (Σ δ^2_l ν^{−1}_l )^{−1}. V sluqae ψ_l(r) ≡ r, l = 1, . . . , m, vmesto

M (B, Z, Δ, Ψ) budem pisat~ M (B, Z, Δ). Niße budet pokazano, qto

ukazannyæ predel vsegda suwestvuet i koneqen, a poka zametim, qto neposredstvenno iz opredeleniØ privedennogo modulØ vytekaet vaßnoe svoæstvo monotonnosti: M (B, Z, Δ, Ψ) 6 M (B^′, Z, Δ, Ψ) dlØ l¸byh Z = {z_l}, z_l ∈ B ⊂ B^′, l = 1, . . . , m i l¸byh Δ, Ψ. Vvedem vspomogatel~nye mnoßestva ~E(z_l, r), l = 1, . . . , m, kak proizvol~nye zamknutye mnoßestva na C_z, udovletvorØ¸wie uslovi¸

E(z_l, ψ_l(r_1)) ⊂ ~E(z_l, r) ⊂ E(z_l, ψ_l(r_2)), l = 1, . . . , m (3)

pri nekotoryh nepreryvnyh poloßitel~nyh r_j = r_j(r) ∼ r, r → 0,

0 < r < r_0, j = 1, 2. Obobwennyæ kondensator, opredelennyæ kak i vyxe, no s zamenoæ E(z_l, ψ_l(r)) na ~E(z_l, r), oboznaqim qerez ~C(r, B, Z, Δ, Ψ). Lemma 1. Esli pri nekotoryh^~E(zl, r), l = 1, . . . , m, suwestvuet

predel

lim_{r→0} ( | ~C(r; B, Z, Δ, Ψ)| + ν 2π log r ) , (4)

to suwestvuet ravnyæ emu predel (2) i, naoborot, esli suwestvuet predel (2), to suwestvuet ravnyæ emu predel (4) dlØ l¸byh ~E(z_l, r), l = 1, . . . , m. Dokazatel~stvo. Pokaßem snaqala suwestvovanie predela (2).

Vvidu nepreryvnosti dlØ l¸bogo dostatoqno malogo r > 0 suwestvu¸t takie r^′ i r^{′′}, qto r_2(r^′) = r = r_1(r^{′′}). UqityvaØ (3), imeem ~E(z_l, r′) ⊂ E(z_l, ψ_l(r)) ⊂ ~E(z_l, r′′), l = 1, . . . , m. Iz opredeleniØ modulØ kondensatora sleduet | ~C(r^′; B, Z, Δ, Ψ)| ¿ | ~C(r; B, Z, Δ, Ψ)| ¿ | ~C(r^{′′}; B, Z, Δ, Ψ)|. (5) Zametim, qto r = r_2(r^′) ∼ r^′, r = r_1(r^{′′}) ∼ r^{′′} pri r → 0. PribavlØØ ko vsem qastØm neravenstv (5)^ν_{2π} log r, a k levoæ i pravoæ qastØm sootvetstvenno ±^ν_{2π} log r^′(±^ν_{2π} log r^{′′}), i perehodØ k predelu pri

r → 0 s uqetom (4), poluqim suwestvovanie ravnogo predela (2).

Naoborot, iz usloviØ (3) vytekaet |C(r_1; B, Z, Δ, Ψ)| ¿ | ~C(r; B, Z, Δ, Ψ)| ¿ | C(r_2; B, Z, Δ, Ψ)|,

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 59

gde r_j = r_j(r) ∼ r, r → 0, j = 1, 2. Pofftomu, kak i vyxe, iz suwestvovaniØ predela (2) sleduet suwestvovanie ravnogo emu predela (4). Lemma dokazana.

DlØ proizvol~noæ oblasti C ⊂ C_z oboznaqim qerez g_G (z, z_0) funkci¸ Grina fftoæ oblasti s pol¸som v toqke z_0 ∈ G, doopredelennu¸ nulem vo vnexnosti G. Pust~ r(G, z_0) – vnutrenniæ radius oblasti G otnositel~no toqki z_0. V sluqae z_0 = ∞ polagaem r(G, ∞) = exp{ lim_{z→∞}(g_G (z, ∞) − log |z|)}.

Teorema 1. Pust~ mnoßestvo B i sovokupnosti Z, Δ, Ψ takie

ße, kak i vyxe, i pust~ B_l oznaqaet svØznu¸ komponentu mnoßestva B, soderßawu¸ toqku z_l, l = 1, . . . , m.^{2)} Togda |C(r; B, Z, Δ, Ψ)| = − ν 2π log r + M (B, Z, Δ, Ψ)| + o(1), r → 0, (6) gde M (B, Z, Δ, ψ) = ν^2 2π { ∑ δ^2_l ν^2_l log r(B_l, z_l) μ_l + ∑ δ_lδ_j ν_lν_j g_{Bl} (z_j , z_l) } . Dokazatel~stvo. Predpoloßim snaqala, qto kaßdaØ oblast~ Bl

imeet klassiqesku¸ funkci¸ Grina g_l(z) ≡ g_{Bl} (z, z_l), t.e. funkci¸ Grina, nepreryvnu¸ v C_z \ {z_0} i obrawa¸wu¸sØ v nul~ v dopolnenii C_z \ B_l. Vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ g(z) = m∑ l=1 δ_l m∑ k=1 β_{kl}g_k(z), gde β_{kl} = { − (log ψ_k)^{−1}(log ψ_l)^{−1}g_k(z_l), k ≠ l,

− (log ψ_l)^{−1}[1 + (log ψ_l)^{−1} log R_l], k = l, k = 1, . . . , m; R_l = r(B_l, z_l), l = 1, . . . , m. FunkciØ g(z) ravna nul¸ v C_z \ B i garmoniqeskaØ v B \ {z_l}.

Poloßim ~E(z_l, r) = {z ∈ E(z_l, ψ_l(2r)) : g(z)/δ_l ¿ 1}, l = 1, . . . , m.

2)Pri takoæ numeracii odna komponenta moßet imet~ neskol~ko oboznaqeniæ.

60 V. N. DUBININ

Vvidu garmoniqnosti g(z) granica mnoßestva ~E(z_l, r) pri dostatoqno malom r sostoit iz toqek {z ∈ E(z_l, ψ_l(2r)) : g(z) = δ_l}. Deæstvitel~no, dlØ takih toqek imeem pri z_l ≠ ∞ i r → 0

δ_l = δ_l{− log ψ_l)^{−1}[1 + (log ψ_l)^{−1} log R_l](− log |z − z_l| + log R_l + o(1))+

o((log r)^{−1})} + m∑ j=1, j≠l δ_j {−(log ψ_j)^{−1}[1 + (log ψ_j)^{−1} log R_j](g_j(z_l) + o(1))−

−(log ψ_l)^{−1}(log ψ_j )^{−1}g_l(z_j )(− log |z − z_l| + log R_l + o(1)) + o((log r)^{−1})}.

Ots¸da sleduet, v qastnosti, qto log |z − z_l| ∼ log ψ_l pri r → 0. Ispol~zuØ poslednee sootnoxenie, poluqim

δ_l = δ_l{log ψ_l)^{−1} log |z−z_l|−(log ψ_l)^{−1} log R_l+(log ψ_l)^{−2} log R_l log |z−z_l|}+ + m∑ j=1, j≠l δ_j{−(log ψ_j )^{−1}g_j (z_l) + (log ψ_l)^{−1}(log ψ_j)^{−1}g_j(z_l) log |z − z_l|}+

+o((log r)^{−1}) = δ_j {(log ψ_l)^{−1} log |z − z_l| + o((log r)^{−1})}, r → 0.

Sledovatel~no, |z −z_l| ∼ ψ_l, r → 0. Takim obrazom, graniceæ mnoßestva ~E(z_l , r) ØvlØetsØ “poqti okrußnost~” s centrom v toqke z_l radiusa ψ_l, a samo mnoßestvo ~E(z_l, r) udovletvorØet uslovi¸ (3). Analogiqno pokazyvaetsØ, qto v sluqae z_l = ∞ granica mnoßestva ~E(z_l, r) ØvlØetsØ “poqti okrußnost~¸” s centrom v naqale radiusa 1/ψ_l i ffto mnoßestvo vnov~ udovletvorØet uslovi¸ (3).

Rassmotrim teper~ kondensator ~C(r, B, Z, Δ, Ψ) = {C_z \ B, ~E(z_l, r), . . . , ~E(z_m, r)}. Po principu Dirihle, | ~C(r, B, Z, Δ, Ψ)|^{−1} = ∫ ∫

B\^mS_l =1 e_{E(zl,r)} |∇g|^2 dxdy.

Pust~ ρ > 0 nastol~ko malo, qto mnoßestva E(z_l, ρ) prinadleßat sootvetstvenno ~E(z_l, r), l = 1, . . . , m. PrimenØØ formulu Grina i

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 61

teoremu Gaussa, posledovatel~no imeem ∫ ∫

B\^mS_l =1 e_{E(zl,r)} |∇g|^2 dxdy = − m∑ j=1 ∫ ∂ e_{E(zj ,r)} δ_j ∂g ∂n ds =

= − m∑ j=1 δ_j ∫ ∂ e_{E(zj ,r)} ∂g ∂n ds = 2π m∑ j=1 δ_j m∑ l=1 δ_lβ_{jl} + o(1), ρ → 0. Zdes~ differencirovanie provoditsØ po vnutrenneæ normali k pol¸ kondensatora ~C(r, B, Z, Δ, Ψ). Podstaviv s¸da znaqeniØ β_{jl} i uqityvaØ, qto modul~ kondensatora ne zavisit ot ρ, poluqim

| ~C(r, B, Z, Δ, Ψ)|^{−1} = 2π{Σ − δ^2_l (log ψ_l)^{−1}[1 + (log ψ_l)^{−1} log R_l]−

−Σ δ_j δ_l(log ψ_j)^{−1}(log ψ_l)^{−1}g_j (z_l)}. (7)

Ravenstvo (7) sovmestno s lemmoæ 1 daet trebuemu¸ formulu (6).

V sluqae proizvol~nogo mnoßestva B postroim isqerpanie oblasteæ B_l posledovatel~nostØmi oblasteæ B^s_l , ime¸wih klassiqesku¸ funkci¸ Grina: B^s_l ⊂ B^{s+1}_l ⊂ B_l , s = 1, 2, . . ., ∞⋃ s=1 B^s_l = B_l. Vvedem oboznaqeniØ: B^s =^m ⋃ l=1 B^s_l , g^s_l (z) = g_Bs_l (z, z_l),

R^s_l = r(B^s_l , z_l). Izvestno, qto g^s_l → g_l pri s → ∞ ravnomerno vnu-

tri B_l \z_l i, v qastnosti, R^s_l → R_l, s → ∞, l = 1, . . . , m. Pust~ g(s) i ~E(z_l, r) takie ße, kak i vyxe, a g^s(z) – funkciØ, postroennaØ po

g^s_l (z) analogiqno g(z). UqityvaØ ravnomernu¸ shodimost~, stan-

dartnymi rassußdeniØmi pokazyvaem lim_{s→∞} ∫ ∫

B^s \^mS_l =1 e_{E(zl,r)} |∇g^s|^2 dxdy = | ~C(r, B, Z, Δ, Ψ)|^{−1}.

S drugoæ storony, kak i vyxe ubeßdaemsØ, qto integral pod znakom predela raven − m∑ j=1 ∫ ∂ e_{E(zj ,r)} (δ_j + α_{js}(z)) ∂g^s ∂n ds = − m∑ j=1 δ_j ∫ ∂E(z_j ,ρ) ∂g^s ∂n ds + α_s =

62 V. N. DUBININ

= 2π { Σ − δ^2_l (log ψ_l)^{−1}[1 + (log ψ_l)^{−1} log R^s_l ]−

−Σ δ_j δ_l(log ψ_j)^{−1}(log ψ_l)^{−1}g^s_j (z_l) } + α_s, gde α_{js}(z) i α – nekotorye beskoneqno malye pri s → ∞. PerehodØ k predelu pri s → ∞, vnov~ poluqim ravenstvo (7) i, sledovatel~no, formulu (6). Teorema dokazana.

§2. Primenenie v geometriqeskoæ teorii funkciæ

Zametim snaqala, qto esli B i B^′ – otkrytye mnoßestva ploskosti C_z i B ⊂ B^′, to iz monotonnosti privedennogo modulØ i teoremy 1 sleduet neravenstvo Nehari [6]

Σ δ_lδ_j h_l(z_l, z_j ) 6 Σ δ_lδ_j h^′_l(z_l, z_j) (8)

dlØ l¸byh vewestvennyh δ_l, l = 1, . . . , m. Zdes~ h_l(z, ζ) =

g_{Bl} (z, ζ) + log |z − ζ| i h^′_l(z, ζ) = g_B0_l (z, ζ) + log |z − ζ| – regulØrnye

qasti funkciæ Grina svØznyh komponent sootvetstvenno B i B^′ (sm. takße [7, §3]). Poloßiv v (8) B^′ = {z : |z| < R} i perehodØ k predelu pri R → ∞, poluqim izvestnoe neravenstvo m∏ l=1 r(B_l , z_l)^{δ2l} 6 ∏ 16k<l6m^{|zk − zl|} −2δ_kδ_l , gde Σ δ_l = 0 i B_l, l = 1, . . . , m, – poparno nenalega¸wie oblasti [5, s. 551].

Pereædem teper~ k novym rezul~tatam, vyzvannym primeneniem dissimmetrizacii i razdelØ¸wego preobrazovaniØ. My budem priderßivat~sØ terminologii, prinØtoæ v stat~e [4]. Otliqie zakl¸qaetsØ lix~ v tom, qto v naxem sluqae kondensatory sostoØt, voobwe govorØ, iz bol~xogo qisla plastin. Odnako opredeleniØ libo analogiqny, libo polnost¸ povtorØ¸tsØ.

Pust~ Φ_n – gruppa simmetrii na C_z, sostoØwaØ iz superpoziciæ otraßeniæ otnositel~no prØmyh {z = t exp (πik/n) : −∞ <

t < +∞}, k = 1, . . . , n. Mnoßestvo A nazyvaetsØ simmetriqnym

(otnositel~no gruppy Φ_n), esli φ(A) = A dlØ l¸byh izometriæ

φ ∈ Φ_n. Sovokupnost~ toqek nazovem simmetriqnoæ, esli ob¨edi-

nenie fftih toqek sut~ simmetriqnoe mnoßestvo. Orbitoæ toqki z otnositel~no gruppy Φ_n nazyvaetsØ mnoßestvo {φ(z) : φ ∈ Φ_n}.

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 63

Teorema 2. Pust~ B^∗ – otkrytoe simmetriqnoe mnoßestvo na

kompleksnoæ sfere C_z, {z^∗_l } – simmetriqnaØ sovokupnost~ iz m razliqnyh toqek mnoßestva B^∗ i {δ_l} – sovokupnost~ m vewestvennyh qisel, udovletvorØ¸wih uslovi¸: δ_k = δ_l, esli toqki z^∗_k i z^∗_l prinadleßat odnoæ orbite. Pust~ mnoßestvo B i toqki {z_l} – rezul~tat nekotoroæ dissimmetrizacii sootvetstvenno B^∗ i {z^∗_l }. Spravedlivo neravenstvo

Σ δ^2_l log r(B^∗_l , z^∗_l ) + Σ δ_kδ_lg_B�_l (z^∗_k, z^∗_l ) 6 6 Σ δ^2_l log r(Bl, zl) + Σ δkδlgB_l (zk, zl). Dokazatel~stvo. Rassmotrim kondensator C(r; B^∗, {z^∗_l }, {δl}).

Legko videt~, qto pri dostatoqno malom r > 0 rezul~tat dissimmetrizacii fftogo kondensatora sovpadaet s kondensatorom

C(r; B, {z_l}, {δ_l}). Iz principa dissimmetrizacii (analogiqno

teoreme 1.10 [4]) sleduet |C(r; B^∗, {z^∗_l }, {δ_l})| 6 |C(r; B, {z_l}, {δ_l})|. PerehodØ zdes~ k predelu pri r → 0, poluqim M ( B^∗, {z^∗_l }, {δ_l} ) 6 M^(B, {zl}, {δl}^). Ostalos~ vospol~zovat~sØ formuloæ dlØ privedennogo modulØ v teoreme 1.

Otmetim nekotorye sledstviØ teoremy 2. Pust~ a =(a_1, . . . , a_n) – sovokupnost~ proizvol~nyh razliqnyh toqek na okrußnosti

|z| = 1, a^∗ = (1, exp(2πi/n), . . . , exp(2πi(n − 1)/n). Pust~ K – za-

mknutoe mnoßestvo na promeßutke (0, 1], i pust~ g_a(z, ζ) – funkciØ Grina oblasti B_a = {z : |z| < 1}\^n ⋃ k=1 {z = a_kt : t ∈ K}. Izvest-

no, qto suwestvuet dissimmetrizaciØ, perevodØwaØ mnoßestvo

B_a� v mnoßestvo B_a [4, s. 34]. Fiksiruem r, 0 < r < 1, i rassmo-

trim simmetriqnu¸ sovokupnost~ toqek z^∗_l = r exp(i(π/nN +2π(i−

1/nN )), l = 1, . . . , nN , i toqku z = 0. Sootvetstvu¸wu¸ sovokupnost~ vewestvennyh qisel obrazu¸t qisla δ_l =^1_{nN} , l = 1, . . . , nN , i proizvol~noe vewestvennoe qislo δ. Teorema 2 daet 1 (nN )^2

Σ log r(B_a� , z^∗_l ) + δ^2 log r(B_a� , 0) + 2δ 1 nN Σ g_a� (0, z^∗_l )+

64 V. N. DUBININ + 1 (nN )^2

Σ g_a� (z^∗_k , z^∗_l ) 6 1 (nN )^2

Σ log r(B_a, z_l) + δ^2 log r(B_a, 0)+ +2δ 1 nN Σ g_a(0, z_l) + 1 (nN )^2

Σ g_a(z_k, z_l).

PerehodØ k predelu pri N → ∞, imeem

δ^2 log r(B_a� , 0) + δ π 2π∫ 0 g_a� (0, re^{iθ})dθ + 1 (2π)^2 2π∫ 0 2π∫ 0 g_a� (re^{iφ}, re^{iθ}) dφdθ 6 6 δ^2 log r(Ba, 0) +^δ_π 2π∫ 0 g_a(0, re^{iθ})dθ + 1 (2π)^2 2π∫ 0 2π∫ 0 g_a(re^{iφ}, re^{iθ}) dφdθ. Poloßiv zdes~ δ = 0, poluqim 2π∫ 0 2π∫ 0 g_a� (re^{iφ}, re^{iθ}) dφdθ 6 2π∫ 0 2π∫ 0 g_a(re^{iφ}, re^{iθ}) dφdθ. Sluqaæ δ → ∞, libo r → 1 daet izvestnoe neravenstvo

r(B_a� , 0) 6 r(B_a, 0).

Zametim, qto soglasno gipoteze Haliste po izvestnoæ zadaqe Gonqara [8] vypolnØetsØ 2π∫ 0 g_a� (0, re^{iθ})dθ 6 2π∫ 0 g_a(0, re^{iθ})dθ, i ffto neravenstvo do sih por ne dokazano i ne oprovergnuto.

Rassmotrim teper~ proizvol~nye toqki z_k, k = 1, . . . , n, leßawie na okrußnosti |z| = r, i toqki ζ_k = z_kR/r, k = 1, . . . , m, 0 < r,

R < ∞. Pust~ z^∗_k i ζ^∗_k = z^∗_kR/r, k = 1, . . . , n, obrazu¸t simmetri-

qesku¸ sovokupnost~ toqek. Izvestno, qto suwestvuet dissimetrizaciØ, perevodØwaØ toqki Z^∗_k , ζ^∗_k v toqki z_k, ζ_k [4]. PrimenØØ teoremu 2 k fftim toqkam i k oblasti B^∗_ρ = B_ρ = {z : |z| > ρ} i perehodØ zatem k predelu pri ρ → 0, poluqim neravenstvo ∏ |z^∗_k − ζ^∗_l |^{2αβ} ∏ |z^∗_k − z^∗_l |^{α2}|ζ^∗_k − ζ^∗_l |^{β2} 6 ∏ |z_k − ζ_l|^{2αβ} ∏ |z_k − z_l|^{α2} |ζ_k − ζ_l|^{β2} ,

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 65

spravedlivoe dlØ l¸byh vewestvennyh α i β. Pri α = 1 i β = 0 imeem klassiqeskoe neravenstvo [9]: ∏ |z_k − z_l| 6 ∏ |z^∗_k − z^∗_l |. PonØtno, qto netrivial~naØ ocenka snizu levoæ qasti fftogo neravenstva nevozmoßna bez dopolnitel~nyh ograniqeniæ na toqki

Z_k. V svØzi s fftim predstavlØet interes

Teorema. Esli razliqnye toqki zkl ≠ 0 leßat na radial~nyh lu-

qah tak, qto arg z_{kl} = 2πk/n, l = 1, . . . , m_k, k = 1, . . . , n, i esli vewestvennye qisla δ_{kl}, l = 1, . . . , m_k, k = 1, . . . , n, udovletvorØ- ¸t usloviØm

ν^2 (∑ δ_{kl} )_2 = 1 n n∑ k=1 ν^2_k (_{mk}∑ l=1 δ_{kl} )_2 , ν = 1 n^2 ∑ ν_k, (9) gde ν = (∑ δ^2_{kl} )_{−1} , ν_k = (_{mk}∑ l=1 δ^2_{kl} )_{−1} , k = 1, . . . , n, to spravedlivo neravenstvo ∏ |z_{ki} − z_{lj} |^{n2ν2δki δlj} ¿ ¿^∏(n|zkl|^{n−1})^{ν2δ2kl ∏} | |zki|^n − |zkj|^n|^{ν2kδδki δkj} . (10) Dokazatel~stvo. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: B_ρ = {z : |z| < ρ}, Z = {z_{kl}}, Δ = {δ_{kl}}, w = p^+_k (z) ≡ −iz^n, 2πk/n < arg z < 2πk/n + π/n, k = 1, . . . , n, w = p^−_k (z) ≡ −iz^n, −π/n + 2πk/n < arg z < 2πk/n, k = 1, . . . , n. Pri dostatoqno bol~xom ρ i malom r > 0 pust~ {C^+_k , C^−_k }^n_{k=1} – rezul~tat razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatora

C(r; B_ρ, Z, Δ) otnositel~no semeæstva funkciæ {p^+_k (z), p^−_k (z)}^n_{k=1}

(sm. [4, s. 27]). Legko videt~, qto plastiny kondensatorov C^±_k udovletvorØ¸t usloviØm (3), tak qto C^±_k = ~C ( r; B_ρn , {p^±_k (z_{kl})}^{ml}_{l=1}, {δ_{kl}}^{mk}_{l=1} {n|z_{kl}|^{n−1}r}^{mk}_{l=1} ) .

66 V. N. DUBININ

Kak i v teoreme 1.8 [4], imeem |C(r; B_ρ, Z, Δ)|^{−1} ¿ 1 2 n∑ k=1 ( |C^+_k |^{−1} + |C^−_k |^{−1} ) . UqityvaØ |C^+_k | = |C^−_k |, poluqim |C(r; B_ρ, Z, Δ)| 6 1 n^2 n∑ k=1 |C^+_k |. Ots¸da vvidu (9) |C(r; B_ρ, Z, Δ)| + ν 2π log r 6 1 n^2 {_n∑ k=1 [ |C^+_k | + ν_k 2π log r ]} . Po teoreme 1 zakl¸qaem

ν^2 2π { ∑ δ^2_{kl} log ρ^2 − |z_{kl}|^2 ρ + ∑ δ_{ki}δ_{lj} log | | | | ρ^2 − z_{ki}z_{lj} ρ(z_{ki} − z_{lj} ) | | | | } 6 6^1_{n2}^{n∑}_{k=1}^{ν2k}_{2π}^{{ mk∑}_{l=1} δ^2_{kl} log^{ρ2n − |zkl|2n}_{ρnn|zn−1kl} + + ∑ ij δ_{ki}δ_{kj} log | | | | ρ^{2n} − |z_{ki}z_{kj}|^n ρ^n(|z_{ki}|^n − |z_{kj}|^n) | | | | } . Ostalos~ vospol~zovat~sØ sootnoxeniem (9) i pereæti k predelu pri ρ → 0. Teorema dokazana.

Esli na kaßdom luqe arg z = 2πk/n raspoloßeno po odnoæ toqke z_k, k = 1, . . . , n, to neravenstvo (10) daet ∏ |z_k − z_l| ¿ n^n ∏ |z_k|^{n−1} (11)

(z_{k1} = z_k, m_k = 1, δ_{k1} = 1, ν_k = 1, ν = 1/n). Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ simmetriqnyh toqek z_k. Sluqaæ dvuh toqek na kaßdom luqe privodit, naprimer, k neravenstvu n^{2n}Π|z_{k1} − z_{l2}| Π|z_{k1} − z_{l1}| |z_{k2} − z_{l2}| 6 ∏ | |z_{k1}|n − |z_{k2}|n|2 |z_{k1}z_{k2}|^{n−1} , (δ_{k1} = −δ_{k2} = 1, k = 1, . . . , n). V dopolnenie k fftim neravenstvam ukaßem na sposob ih usileniØ, pri fftom my ograniqimsØ prosteæxim iz nih, t.e. neravenstvom (11). Pust~ z_k ≠ 0 arg z_k =

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 67 2πk/n, k = 1, . . . , n, Z = {z_k}, Δ = {1, . . . , 1}, w = p_k(z) ≡ −iz^{n/2}, 2πk/n < arg z < 2π(k + 1)/n, p_k(z_k) = −i|z_k|^{n/2}, k = 1, . . . , n. Pust~ {C_k} – rezul~tat razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatora C(r; B_ρ, Z, Δ) otnositel~no semeæstva funkciæ {p_k(z)}. Po teo-

reme 1.8 [4], poluqim |C(r; B_ρ, Z, Δ)| + 1 2πn log r 6 2 n^2 ∑ [ |C_k| + 1 4π log r ] . AsimptotiqeskaØ formula teoremy 1 privodit, kak i vyxe, k neravenstvu ∏ |z_k − z_l| ¿ ( n 2 )_n ∏ |z_k|^{n2 −1} ( |z_k|^{n2} + |z_{k+1}|^{n2} ) (z_{n+1} = z_1).

V teorii funkciæ horoxo izvestny zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii s uqastiem moduleæ i privedennyh moduleæ oblasteæ vida M (B, z_0) [10]. My prodolßim izuqenie analogiqnyh zadaq dlØ obobwennyh privedennyh moduleæ otnositel~no sovokupnosteæ toqek [2].

Teorema 4. Pust~ Dk, k = 0, 1, . . . , n, – oblasti kompleksnoæ sfe-

ry Cz, priqem oblast~ D0 soderßit toqku z = 0 i ne peresekaetsØ

s oblastØmi D_k, kotorye soderßat sootvetstvenno nekotorye toqki z_k, arg z_k = 2πk/n, k = 1, . . . , n. Pust~ g_k(z) – funkciØ Grina svØznoæ komponenty mnoßestva^n ⋃ k=1 D_k, soderßaweæ toqku z_k s

pol¸som v fftoæ toqke, i pust~ g_k(z) = 0 vne fftoæ svØznoæ komponenty. Togda exp ( 2 ∑ 16k<l6n^{gk(zl )} ) (r(D_0, 0))^{n2} n∏ k=1 r(D_k, z_k) 6 n^{−n} n∏ k=1 |z_k|^{n+1}. (12) Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ oblasteæ D^∗_0 i D^∗_k, ograniqennyh krivymi z =^n √ R^n/2 + it, −∞ < t < +∞, i toqek z^∗_k = R exp(2πik/n), k = 1, . . . , n, gde R – l¸boe poloßitel~noe qislo.

Dokazatel~stvo. Poloßim Bρ = {z : |z| < ρ}, ρ > max_16_k6_n |zk|, Z =

{0, z_1, . . . , z_n}, Δ = {−n, 1, . . . , 1}. Pust~ D_{kρ} – svØznaØ komponenta

mnoßestva D_k ∩ B_ρ, soderßawaØ toqku z_k (z_0 = 0), i pust~ g_{kρ}(z) – funkciØ Grina svØznoæ komponenty mnoßestva^n ⋃ k=1 D_k ∩ B_ρ,

68 V. N. DUBININ

soderßaweæ toqku z_k, s pol¸som v fftoæ toqke. Po teoreme 1 i v silu monotonnosti privedennogo modulØ, imeem 1 2π(n(n + 1))^2 { n^2 log r(D_{0ρ}, 0)+ n∑ k=1 log r(D_{kρ}, z_k)+2 ∑ 16k<l6n^{gkρ(zl)} } 6 6 M^{( N⋃}_{k=0} Dkρ, Z, Δ^) 6 M (Bρ, Z, Δ). PrØmye vyqisleniØ da¸t M (B_ρ, Z, Δ) = 1 2π(n(n + 1))^2 { n^2 log ρ + ∑ log ρ^2 − |z_k|^2 ρ +

+ ∑ log | | | ρ^2 − z_kz_l ρ(z_k − z_l) | | | − 2n ∑ log | | | ρ z_k | | | } . SummiruØ vypisannye sootnoxeniØ i perehodØ k predelu pri

ρ → ∞, poluqim neravenstvo, kotoroe vmeste s (11) privodit

k trebuemomu rezul~tatu (12). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

Zametim, qto D^∗_k, k = 1, . . . , n, ØvlØ¸tsØ odnosvØznymi poparno pereseka¸wimisØ oblastØmi. Takim obrazom, neravenstvo (12) sut~ obobwenie sootvetstvu¸wego neravenstva v zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii so svobodnymi pol¸sami v klassiqeskoæ postanovke [10] na sluqaæ qastiqno nenalega¸wih oblasteæ (sr. [4, §9]). Odnim iz ffffektivnyh metodov rexeniØ zadaq ob ffkstremal~nom razbienii ØvlØetsØ primenenie razdelØ¸wego preobrazovaniØ oblasteæ [4]. RazdelØ¸wee preobrazovanie proizvol~nyh mnoßestv i povedenie obobwennyh privedennyh moduleæ pri takom preobrazovanii sut~ predmet otdel~noæ raboty. Pofftomu my ograniqimsØ zdes~ lix~ dvumØ kanoniqeskimi sluqaØmi ffkstremal~nogo razbieniØ, v kotoryh obobwennyæ privedennyæ modul~ svoditsØ k obyqnomu, sledovatel~no, ffkstremal~naØ zadaqa svoditsØ k izvestnoæ zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii. DlØ fftogo nam ponadobitsØ sledu¸waØ

Lemma 2. Predpoloßim, qto oblast~ D imeet klassiqesku¸

funkci¸ Grina g(z, ζ) i pust~ z_1 i z_2 – dve toqki fftoæ oblasti.

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 69 Togda suwestvu¸t nepereseka¸wiesØ oblasti D_1 i D_2 takie, qto D_1 ∪ D_2 ⊂ D i

log r(D_1, z_1)r(D_2, z_2) = log r(D, z_1)r(D, z_2) − 2g(z_1, z_2).

Dokazatel~stvo. FunkciØ u(z) = g(z, z1) − g(z, z2) zadana v obla-

sti D \ {z_1, z_2} i garmoniqeskaØ v neæ, priqem u(z) → +∞ pri

z → z_1 i u(z) → −∞ pri z → z_2. Ots¸da sleduet, qto mnoßestva D_1 = {z : u(z) > 0} i D_2 = {z : u(z) < 0} ØvlØ¸tsØ oblastØmi.

FunkciØ Grina oblasti D_1 s pol¸som v toqke z_1 sovpadaet s funkcieæ u(z). Sledovatel~no,

log r(D_1, z_1) = lim_{z→z1} ( u(z) + log |z − z_1| ) = log(D, z_1) − g(z_1, z_2).

Analogiqno, −u(z) sovpadaet s funkcieæ Grina oblasti D_2 s pol¸som v z_2 i

log r(D_2, z_2) = log r(D, z_2) − g(z_2, z_1).

Ostalos~ sloßit~ poluqennye sootnoxeniØ. Lemma dokazana.

Teorema 5. DlØ l¸byh toqek zk, ζk, udovletvorØ¸wih uslovi¸

arg z_k = arg ζ_k, |z_k| = r, |ζ_k| = R, k = 1, . . . , n, 0 < r < R < ∞, i l¸byh poparno nenalega¸wih oblasteæ D_k, z_k, ζ_k ∈ D_k ⊂ C_z, k = 1, . . . , n, spravedlivo neravenstvo n∏ k=1 r(D_k, z_k)r(D_k, ζ_k) exp(−2g_k(z_k, ζ_k)) 6 [ 4 √ rR(R^{n/2} − r^{n/2}) n(R^{n/2} + r^{n/2}) ]_{2n} , gde g_k(z, ζ) – funkciØ Grina oblasti D_k. Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ oblasteæ D^∗_k = {z : 2πk/n < arg z < 2π(k + 1)/n} i toqek z^∗_k = r exp(i(π/n + 2πk/n)), ζ^∗_k = R exp(i(π/n + 2πk/n)), k = 1, . . . , n. Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto oblasti Dk ime¸t klas-

siqeskie funkcii Grina. Po lemme 2, dlØ kaßdoæ oblasti D_k suwestvu¸t dve nenalega¸wie oblasti D_{k1} i D_{k2} takie, qto

D_{k1} ∪ D_{k2} ⊂ D_k i

r(D_k, z_k)r(D_k, ζ_k) exp(−2g_k(z_k, ζ_k)) = = r(D_{k1}, z_k)r(D_{k2}, ζ_k), k = 1, . . . , n.

70 V. N. DUBININ

Takim obrazom, dokazatel~stvo teoremy svelos~ k ocenke sverhu proizvedeniØ_n ∏ k=1 r(D_{k1}, z_k)r(D_{k2}, ζ_k), (13)

gde D_{k1}, D_{k2}, k = 1, . . . , n, – poparno nenalega¸wie oblasti. �tu ocenku prowe vsego osuwestvit~ posledovatel~nym primeneniem razdelØ¸wego preobrazovaniØ i teoremy 2.15 raboty [4]. Vmeste s tem dlØ odnosvØznyh oblasteæ ukazannaØ ocenka uße poluqena E. G. Emel~Ønovym [11, s. 96], priqem metod ego dokazatel~- stva v dannom sluqae “prohodit” s izvestnymi specialistam popravkami i dlØ mnogosvØznyh oblasteæ. Kl¸qevym momentom ØvlØetsØ specifika primenØemogo zdes~ kvadratiqnogo differenciala (12) raboty [11]. PovtorØØ dokazatel~stvo E. G. Emel~Ønova, poluqim n∏ k=1 r(D_{k1}, z_k)r(D_{k2}, ζ_k) 6 [ 4 √ rR(R^{n/2} − r^{n/2}) n(R^{n/2} + r^{n/2}) ]_{2n} . Proverka sluqaØ ravenstva ØvlØetsØ prostym upraßneniem. Teorema dokazana.

Teorema 6. DlØ l¸byh toqek zk, ζk, leßawih na okrußnosti

|z| = r, i l¸byh poparno nenalega¸wih oblasteæ D_k, z_k, ζ_k ∈ D_k ⊂

Cz , k = 1, . . . , n, spravedlivo neravenstvo n∏ k=1 r(D_k, z_k)r(D_k, ζ_k) exp(−2g_k(z_k, ζ_k)) 6 (2r/n)^{2n}.

Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ oblasteæ D^∗_k = {z : 2πk/n < arg z < 2π(k + 1)/n} i toqek z^∗_k = r exp(i(π/2n + 2πk/n)), ζ^∗_k = r exp(i(3π/2n + 2πk/n)), k = 1, . . . , n. Dokazatel~stvo. Kak i v predyduwem dokazatel~stve, ubeßda-

emsØ, qto dostatoqno ocenit~ sverhu proizvedenie (13), gde na fftot raz toqki z_k i ζ_k leßat na odnoæ okrußnosti. Po teoreme 2.17 raboty [4], ffto proizvedenie ne prevoshodit (4r/2n)^{2n}. Sluqaæ ravenstva proverØetsØ prØmym vyqisleniem proizvedeniØ sleva dlØ ukazannyh oblasteæ D^∗_k i toqek z^∗_k, ζ^∗_k , k = 1, . . . , n. Teorema dokazana.

Privedennye vyxe rezul~taty neposredstvenno svØzany so svoæstvami regulØrnyh i odnolistnyh funkciæ. Pust~ B i D

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 71

– otkrytye mnoßestva, raspoloßennye sootvetstvenno na sfe-

rah Cz i Cw i takie, qto dopolneniØ Cz \ B, Cw \ D ime¸t

poloßitel~nu¸ garmoniqesku¸ meru. Pust~ funkciØ w = f(z) konformno i odnolistno otobraßaet mnoßestvo B na D. DlØ l¸- byh razliqnyh toqek Z = {z_l} mnoßestva B i l¸byh otliqnyh ot nulØ qisel Δ = {δ_l} opredelen privedennyæ modul~ M (B, Z, Δ). Oboznaqim W = {f(z_l )}. V silu formuly (6) imeem M (D, W, Δ) = M (B, Z, Δ) + ν^2 2π ∑ δ^2_l log |f^′(z_l )|. (14)

Vmeste s ocenkami moduleæ kondensatorov C(r; B, Z, Δ) i

C(r; D, W, Δ) ravenstvo (14) daet priloßeniØ formuly (6) v te-

orii odnolistnyh funkciæ.

Teorema 7. Pust~ funkciØ w = f(z) konformno i odnolistno oto-

braßaet krug |z| < 1 v ograniqennu¸ oblast~ D, transfinitnyæ diametr zamykaniØ kotoroæ d(D) 6 1. Predpoloßim, qto toqki w_0 i z_k, k = 1, . . . , n, udovletvorØ¸t usloviØm: f(z_k) ≠ w_0, arg [ (f(z_k ) − w_0) \ (f(z_1) − w_0) ] = 2π(k − 1)/n, k = 1, . . . , n. Togda n^n ∏ n|f^′(z_k)| |f(z_k) − w_0|^{n−1} 6 ∏ | | | z_k − z_l 1 − z_kz_l | | | |. Dokazatel~stvo. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: B = {z : |z| <

1}, Z = {z_k}, Δ = {δ_k}, δ_k = 1, k = 1, . . . , n; F (z) = 1/(f(z) − w_0); W = {F (z_k)}. V silu teoremy 1 i ravenstva (14) imeem

posledovatel~no 1 2πn^2 { ∑ log(1 − |z_k|^2) + ∑ log | | | | 1 − z_kz_l z_k − z_l | | | | } = M (B, Z, Δ) = = − 1 2πn^2 ∑ log |f^′(z_k)| |f(z_k) − w_0|^{−2} + M (F (B), W, Δ).

Pust~ D_0 – svØznaØ komponenta obraza mnoßestva C_w \ D pri otobraßenii ζ = 1/(w − w_0), soderßawaØ naqalo koordinat. Po uslovi¸ teoremy, r(D_0, 0) ¿ 1. Oboznaqim qerez g(ζ, ζ^′) funkci¸ Grina oblasti F (B). PrivlekaØ vnov~ teoremu 1 i neravenstvo (12), poluqim M (F (B), W, Δ)= 1 2πn^2 {∑ log r(F (B), F (z_k))+ ∑ g(F (z_k), F (z_l)) } =

72 V. N. DUBININ

6^1_{2πn2}^{n^2 log r(D0, 0)+^∑ log r(F (B), F (zk))+^∑ g(F (zk), F (zl))^} 6

6^1_{2πn2} log^{n^{−n ∏} |F (zk)|^{n+1}}=^1_{2πn2} log^{n^{−n ∏} |f(zk)−w0|^{−n−1}} .

SummiruØ vypisannye sootnoxeniØ, poluqim trebuemoe neravenstvo. Teorema dokazana.

Zameqanie. Naliqie v dannom dokazatel~stve ponØtiØ prive-

dennogo modulØ nosit qislo metodiqeskiæ harakter. Naxa cel~ – pokazat~ tehniku ego primeneniØ. Soderßatel~naØ qast~ dokazatel~stva sostoit v primenenii neravenstva (12), kotoroe moßno rassmatrivat~ kak ocenku privedennogo modulØ. V sledu¸wem dokazatel~stve my vospol~zuemsØ gotovym rezul~tatom (teorema 5) i povedeniem vnutrennego radiusa i funkcii Grina pri konformnom otobraßenii.

Oboznaqim qerez S_f (z) = f^{′′′}(z)/f^′(z) −^3_2 (f^{′′}(z)/f^′(z))^2 proizvodnu¸ Xvarca funkcii f(z) v toqke z.

Teorema 8. DlØ l¸byh meromorfnyh i odnolistnyh v kruge |z| < 1

funkciæ w = f_k(z), otobraßa¸wih fftot krug na vzaimno nenalega¸wie oblasti takim obrazom, qto |f_k(0)| = 1, k = 1, . . . , n, spravedlivo toqnoe neravenstvo n∑ k=1 { |f^′_k(0)|^{−2} − 1 6 Re [ f^2_k (0)S_{fk} (0) (f^′_k(0))^2 ]} ¿^{n(n2 + 2)}_{24} .

Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ funkciæ f^∗_k (z) = exp(2πi(k −

1)/n) [(1 + z)/(1 − z)]^2/n, gde pod kornem ponimaetsØ vetv~, sohranØ¸waØ edinicu, k = 1, . . . , n.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim wk = fk(0), Dk = fk({z : |z| < 1}),

w^∗_k = f^∗_k (0), D^∗_k = f^∗_k ({z : |z| < 1}), k = 1, . . . , n. Kak i v rabote [3],

netrudno proverit~

|f^′_k(0)|^{−2} − 1 6 Re [ w^2_k S_{fk} (0) (f^′_k(0))^2 ] = K(D_k, w_k), (15) gde K(D_k, w_k) = lim_{ρ→0} − 1 4ρ^2 { log r(D_k, (1 − ρ)w_k) + log r(D_k, (1 + ρ)w_k)−

−2_{gDk} ((1 − ρ)w_k, (1 + ρ)w_k) − 2 log 2ρ } .

ASIMPTOTIKA MODUL˚ 73

Po teoreme 5, n∑ k=1 K(D_k, w_k) ¿ n∑ k=1 K(D^∗_k, w^∗_k). Ostalos~ vospol~zovat~sØ ravenstvom (15). Teorema dokazana.

Literatura

1. V. K. Heæman, Mnogolistnye funkcii, M., 1960.

2. V. N. Dubinin, Nekotorye svoæstva vnutrennego privedennogo modulØ, Sib. mat. ß. 35, No. 4 (1994), 774–792.

3. V. N. Dubinin, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 80–92. 4. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, No. 1 (1994), 3–76.

5. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd. M., 1966.

6. Z. Nehari, Some inequalities in the theory of functions, Trans. Amer. Math. Soc.

75, No. 2 (1953), 256–286.

7. M. Xiffer, Nekotorye novye rezul~taty v teorii konformnyh otobraßeniæ. Priloßenie k kn.: R. Kurant, Princip Dirihle, konformnye otobraßeniØ i minimal~nye poverhnosti, M., 1953, 234–301.

8. K. Haliste, On an extremal configuration for capacity, Arkiv for Mat. 27, No. 1 (1989), 97–104.

9. I. Schur, Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten, Math. Zeit. 1 (1918), 377–402.

10. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

11. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 91–98.

Postupilo 1 noØbrØ 1996 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok