V. O. Kuznecov O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ KONFORMNYH RADIUSOV NENALEGAıWIH OBLASTE` V KRUGE PosvØwaetsØ 90-leti¸ so dnØ roßdeniØ G. M. Goluzina

§1. Vvedenie i formulirovka rezul~tatov

Pust~ U = {z : |z| < 1}, C = {z : |z| = 1}. Pod R(D, a) v nasto- Øweæ rabote budem ponimat~ konformnyæ radius odnosvØznoæ oblasti D otnositel~no toqki a ∈ D, esli a ≠ ∞, i obratnu¸ veliqinu, esli a = ∞. Rassmotrim tri svØzannye drug s drugom zadaqi.

Zadaqa 1. Pust~ a1, . . . , an (n ¿ 2) – razliqnye fiksirovannye

toqki kruga U . Naæti maksimum funkcionala n∏ j=1 R(D_j , a_j) (1)

dlØ vseh sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_1, . . . , D_n v kruge U takih, qto a_j ∈ D_j , j = 1, . . . , n.

Zadaqa 2. Pust~ a1, . . . , an; D1, . . . , Dn (n ¿ 2) – sistema toqek i

nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ v kruge U takih, qto a_j ∈ D_j , j = 1, . . . , n. Naæti maksimum funkcionala (1) dlØ vseh ukazannyh sistem toqek a_j i oblasteæ D_j .

Zadaqa 3. Pust~ α, β, γ – poloßitel~nye qisla, (n − 1)(α + β) +

γ = 1, i pust~ a_1, . . . , a_n; D_1, . . . , D_n (n ¿ 2) – sistema toqek i nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ v U takih, qto a_j ∈ D_j , j = 105

106 V. O. KUZNECOV 1, . . . , n. Naæti maksimum funkcionala n∏ j=1 R(D_j , a_j) ∏ 16k<j6n^{|ak − aj|} −2α ∏ 16k<j6n^{|1 − ākaj |} −2β ×

× ∏ j=1 (1 − |a_j|^2) −γ (2) dlØ vseh ukazannyh sistem toqek a_j i oblasteæ D_j.

V zadaqe 1 imeet mesto sledu¸wiæ kaqestvennyæ rezul~tat [1].

Teorema A. �kstremal~noæ sistemoæ oblasteæ zadaqi 1 ØvlØet-

sØ tol~ko sistema leßawih v U krugovyh oblasteæ D^∗_1 , . . . , D^∗_n kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − P (z) 4π^2R^2(z) dz^2, (3) gde R(z) = n∏ j=1 (z − a_j)(1 − ā_j z), P (z) = B 2n−2∏

j=1 (z − b_j)(1 − b̄_jz). Veliqiny B, b_1, . . . , b_{2n−2} odnoznaqno opredelØ¸tsØ usloviØmi: B > 0, |b_j| 6 1, j = 1, . . . , 2n − 2, P (a_j) = (R^′(a_j))^2, j = 1, . . . , n, n⋃ j=1 D̄^∗_j = Ū .

Otmetim nekotorye svoæstva differenciala (3). Ob¨edinenie zamykaniæ kritiqeskih traektoriæ differenciala (3), leßawih v^¯U , oboznaqim qerez^¯Φ. Iz teoremy A vytekaet, qto

Φ̄ = n⋃ j=1 ∂D^∗_j

O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ 107

i mnoßestvo^¯Φ ØvlØetsØ svØznym. Krugovye oblasti i pol¸sy differenciala (3) poparno simmetriqny otnositel~no okrußnosti C, ØvlØ¸weæsØ ob¨edineniem zamykaniæ kritiqeskih traektoriæ fftogo differenciala. Suwestvuet po kraæneæ mere odin nul~ differenciala (3), leßawiæ na okrußnosti C, i vse nuli fftogo differenciala, leßawie na C, ime¸t qetnyæ porØdok.

Otmetim, qto glavnoæ sloßnost~¸ pri rexenii zadaq 2 i 3, v otliqie ot zadaqi 1, ØvlØetsØ nahoßdenie ffkstremal~nyh toqek a_1, . . . , a_n, poloßenie kotoryh zaranee ne izvestno. I v tom i v drugom sluqae toqki a_1, . . . , a_n ØvlØ¸tsØ dvoænymi pol¸sami associirovannogo kvadratiqnogo differenciala. Pofftomu, v sootvetstvii s obweprinØtoæ terminologieæ, zadaqa 1 ØvlØetsØ zadaqeæ s fiksirovannymi pol¸sami, zadaqi 2 i 3 – zadaqami so svobodnymi pol¸sami.

Pust~ Ω – sistema toqek a_1, . . . , a_n i oblasteæ D_1, . . . , D_n dopustimaØ v zadaqe 3, i pust~ sistema toqek a_{n+1}, . . . , a_{2n} i oblasteæ D_{n+1}, . . . , D_{2n} simmetriqna sisteme Ω otnositel~no okrußnosti C. Togda funkcional (2) dlØ sistemy Ω moßet byt~ predstavlen v vide proizvedeniØ ∏ 16j<k62n { R(D_j , a_j)R(D_k, a_k) |a_j − a_k|^2 }_{νjk} , (4)

gde ν_{jk} – poloßitel~nye qisla takie, qto ∑ 16j<k62n^{νjk =} n 2 . Tak kak kaßdyæ iz somnoßiteleæ v (4) ograniqen [2] i invarianten otnositel~no drobno-lineænyh preobrazovaniæ z-sfery na sebØ, to funkcional (2) invarianten pri giperboliqeskih dvißeniØh kruga U i ograniqen.

Ispol~zuØ rassußdeniØ teorii normal~nyh semeæstv, netrudno pokazat~, qto suwestvu¸t sistemy toqek i oblasteæ, realizu¸wie maksimum rassmatrivaemyh v zadaqah 2 i 3 funkcionalov. Esli a^∗_1, . . . , a^∗_n – nekotoraØ ffkstremal~naØ sistema toqek zadaqi 2 ili 3, to sootvetstvu¸weæ ffkstremal~noæ sistemoæ oblasteæ kaßdoæ iz fftih zadaq ØvlØetsØ ffkstremal~naØ sistema oblasteæ zadaqi 1 dlØ toqek a^∗_1, . . . , a^∗_n. Takim obrazom, kaßdaØ ffkstremal~naØ sistema oblasteæ zadaq 2 i 3 takße opisyvaetsØ kvadratiqnym differencialom (3).

108 V. O. KUZNECOV

V otliqie ot zadaqi 1, rexeniØ zadaq 2 i 3 zavedomo ne edinstvenny (v silu invariantnosti funkcionalov (1) i (2) pri povorotah otnositel~no naqala koordinat v pervom sluqae i pri proizvol~nyh giperboliqeskih dvißeniØh vo vtorom). Pri n = 2 rexenie zadaq 2 i 3 vytekaet iz rezul~tata P. P. Kufareva [3]: ffkstremal~noæ sistemoæ toqek i oblasteæ s toqnost~¸ do sootvetstvu¸wih preobrazovaniæ ØvlØetsØ tol~ko sistema toqek −a, a i polukrugov v U , simmetriqnyh otnositel~no mnimoæ osi. Pri fftom a = √√ 5 − 2 v pervom sluqae i veliqina a opredelØ-

etsØ sootnoxeniem meßdu parametrami α, β i γ vo vtorom.

Otmetim, qto v tom sluqae, kogda parametry α, β, γ zadaqi 3 ravny drug drugu:

α = β = γ = 1 2n − 1 , kvadrat funkcionala (2) preobrazuetsØ k vidu 2n∏ j=1 R(D_j , a_j) ∏ 16k<j62n^{|ak − aj |} − 22_n�1 , gde a_1, . . . , a_{2n}; D_1, . . . , D_{2n} – sistema simmetriqnyh otnositel~- no okrußnosti C toqek i oblasteæ, vvedennaØ vyxe. �tot qastnyæ sluqaæ zadaqi 3 rassmatrivalsØ v rabotah [4] i [5]. Kak pokazano v [5], v fftom sluqae differencial (3), opredelØ¸wiæ ffkstremal~nu¸ sistemu oblasteæ zadaqi 3, imeet na okrußnosti C pri vseh n ¿ 2 nuli tol~ko vtorogo porØdka. Geometriqeski ffto oznaqaet, qto pereseqenie granicy kaßdoæ iz oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ s okrußnost~¸ C ne soderßit izolirovannyh toqek.

Cel~ nastoØweæ raboty – ustanovit~, qto ffkstremal~nye razbieniØ kruga U v nekotoryh sluqaØh oblada¸t sledu¸wim geometriqeskim svoæstvom:

Granica ni odnoæ iz oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ ne moßet soderßat~ vs¸ okrußnost~ C.

Tak kak qislo oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ, ime¸wih na svoih granicah dugi okrußnosti C, ne prevoshodit qisla razliqnyh nuleæ differenciala (3), leßawih na C, to ffto svoæstvo v zadaqah 2 i 3 vytekaet iz sledu¸wih dvuh teorem.

O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ 109

Teorema 1. Kvadratiqnyæ differencial (3), opredelØ¸wiæ ffks-

tremal~nu¸ sistemu oblasteæ zadaqi 2, imeet na okrußnosti C ne menee dvuh razliqnyh nuleæ.

Teorema 2. Esli parametry α, β, γ v zadaqe 3 udovletvorØ¸t

uslovi¸ α 6 β + γ, to kvadratiqnyæ differencial (3), opredelØ¸- wiæ ffkstremal~nu¸ sistemu oblasteæ zadaqi 3, imeet na okrußnosti C ne menee dvuh razliqnyh nuleæ.

Otmetim, qto utverßdenie teoremy 2, v qastnosti, spravedlivo v sluqae, rassmotrennom v rabotah [4] i [5], kogda znaqeniØ α, β, γ ravny drug drugu.

§2. Dokazatel~stvo teorem 1 i 2

1^0. Dokaßem predvaritel~no sledu¸wu¸ lemmu, predstavlØ-

¸wu¸ i samostoØtel~nyæ interes, tak kak ona daet ocenku konformnogo modulØ “ob¨eml¸weæ” dvusvØznoæ oblasti sverhu, v otliqie ot izvestnoæ lemmy Gretxa (sm., naprimer, [6]). Budem priderßivat~sØ terminologii, prinØtoæ v [6] i ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: K(r, R) = {r < |z| < R}, U_R = {|z| < R}, C_r = {|z| = r}, Γ(D) – semeæstvo krivyh, razdelØ¸wih graniqnye komponenty dvusvØznoæ oblasti D, m(D) – modul~ dvusvØznoæ oblasti D otnositel~no semeæstva krivyh Γ(D), m(D, a) – privedennyh modul~ odnosvØznoæ oblasti D otnositel~no toqki a ∈ D. Lemma 1. Pust~ r < 1. Pust~ D^+ ⊂ C \ Ur – ograniqennaØ dvu-

svØznaØ oblast~, odnoæ iz graniqnyh komponent kotoroæ ØvlØetsØ okrußnost~ C_r, i pust~ D^− – ta iz svØznyh komponent mnoßestva K(r, 1)∩D^+ , odnoæ iz graniqnyh komponent kotoroæ ØvlØetsØ C_r. Togda

m(D^+ ) 6 m(D^− ) + 1 4π^2 ∫∫ D+\U dx dy x^2 + y^2

. (5)

Esli D^+ \ U ≠ ?, to ravenstvo v (5) imeet mesto tol~ko v tom sluqae, kogda D^+ – kol~co: D^+ = K(r, R), gde R > 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ R > 1, D^+ ⊂ K(r, R), D^+ \ U ≠ ?. Ot-

metim, qto, v silu usloviØ lemmy, D^− – dvusvØznaØ oblast~. Primenim sposob rassußdeniæ, ispol~zovannyæ v [7] dlØ dokazatel~stva analogiqnogo fakta. Kak izvestno (sm., naprimer, [6]),

110 V. O. KUZNECOV

ffkstremal~noæ metrikoæ problemy modulØ dlØ semeæstva krivyh Γ(K(1, R)) ØvlØetsØ metrika ρ_0(z)|dz| = |dz| 2π|z| . Pust~ ρ^−(z)|dz| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ dlØ semeæstva krivyh Γ(D^−). Po lemme o graniqnom iskaßenii [7],

ρ^−(z) 6 ρ_0(z) (6)

dlØ vseh z ∈ D^− ∩ C.

Poloßim

ρ^+ (z) = ρ^−(z), z ∈ D^−, ρ_0(z), z ∈ K(1, R), 0, z ∈ D^+ \ (K(1, R) ∪ D^−). Pokaßem, qto ρ^+ (z)|dz| – dopustimaØ metrika problemy modulØ dlØ semeæstva krivyh Γ(D^+ ). Pust~ γ ∈ Γ(D^+ ) – analitiqeskaØ ßordanova krivaØ. Esli γ ∩ C = ?, to libo γ ∈ Γ(D^−), sledovatel~no, ∫ γ ρ^+ (z)|dz| = ∫ γ ρ^−(z)|dz| ¿ 1, libo γ ∈ Γ(K(1, R)), sledovatel~no, ∫ γ ρ^+ (z)|dz| = ∫ γ ρ_0(z)|dz| ¿ 1. Pust~ teper~ γ ∩ C ≠ ?. Rassmotrim vnutrennost~ G krivoæ γ, i pust~ G^′ – svØznaØ komponenta mnoßestva G ∩ D^−, odnoæ iz graniqnyh komponent kotoroæ ØvlØetsØ okrußnost~ C_r. Togda G^′ – dvusvØznaØ oblast~. Pust~ γ^′ – ee vnexnØØ graniqnaØ komponenta. Tak kak ρ^−(z)|dz| – ffkstremal~naØ metrika v D^−, to ∫ γ0 ρ^−(z)|dz| ¿ 1. (7) Budem govorit~, qto ßordanova duga δ ⊂ K(r, R) stØgivaetsØ dugoæ τ okrußnosti C, esli koncy fftih dug sovpada¸t, a τ ∪ δ ØvlØetsØ zamknutym ßordanovym konturom, ograniqiva¸wim na

O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ 111

K(r, R) odnosvØznu¸ oblast~. Tak kak γ ∩ C ≠ ?, to mnoßestvo γ^′ \γ ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnogo semeæstva T nepereseka¸- wihsØ dug τ_1, τ_2, . . . okrußnosti C. Koncy kaßdoæ dugi τ_k semeæstva T razbiva¸t krivu¸ γ na dve dugi. Pust~ γ_k – ta iz fftih dug, kotoraØ stØgivaetsØ dugoæ τ_k. Tem samym kaßdoæ duge τ_k semeæstva T stavitsØ v sootvetstvie opredelennaØ duga γ_k ⊂ γ. Pri fftom dlØ l¸boæ dugi τ_j semeæstva T , otliqnoæ ot τ_k, imeem γ_k ∩ γ_j = ?.

Esli γ_k ⊂ K(1, R), to ispol~zuØ (6) i tot fakt, qto duga τ_k ØvlØetsØ geodeziqeskoæ v metrike ρ_0(z)|dz|, poluqaem ∫ γ_k ρ^+ (z)|dz| = ∫ γ_k ρ_0(z)|dz| ¿ ∫ τ_k ρ_0(z)|dz| ¿ ∫ τ_k ρ^−(z)|dz|. (8) V protivnom sluqae duga γ_k razdelØetsØ okrußnost~¸ C na koneqnoe qislo dug. Po kraæneæ mere odna iz fftih dug, pust~ duga γ^′_k, soderßitsØ v kol~ce K(1, R) i stØgivaetsØ dugoæ τ^′_k okrußnosti C, soderßaweæ dugu τ_k. Pofftomu, kak i v predyduwem sluqae, imeem ∫ γ_k ρ^+ (z)|dz| ¿ ∫ γ0_k ρ^+ (z)|dz| ¿ ∫ τ0_k ρ_0(z)|dz| ¿ ∫ τ_k ρ(z)|dz| ¿ ∫ τ_k ρ^−(z)|dz|. (9) Iz (7)–(9) vytekaet ∫ γ ρ^+ (z)|dz| ¿ 1, sledovatel~no, metrika ρ^+ (z)|dz| dopustima. Pofftomu

m(D^+ ) 6 ∫ ∫ D+ (ρ^+ (z))^2 dx dy = (10)

= ∫∫ D� (ρ^−(z))^2 dx dy + ∫ ∫ D+\U (ρ_0(z))^2 dx dy = m(D^−) + 1 4π^2 ∫ ∫ D+\U dx dy x^2 + y^2 . Esli D^+ – kol~co, to ffkstremal~noæ metrikoæ v D^+ i D^− ØvlØetsØ metrika ρ_0(z)|dz| i v (10) imeet mesto ravenstvo. Obratno, esli v neravenstve (10) imeet mesto ravenstvo, to metrika ρ^+ (z)|dz| ØvlØetsØ ffkstremal~noæ v D^+ . Esli pri fftom

112 V. O. KUZNECOV D^+ \ U ≠ ?, to na mnoßestve C ∩ ∂D^− metriki ρ^−(z)|dz| i ρ_0(z)|dz| dolßny sovpadat~. Po upomØnutoæ vyxe lemme o graniqnom iskaßenii, ffto vozmoßno tol~ko v sluqae D^− = K(r, 1). V fftom sluqae metrika ρ_0 (z)|dz| ØvlØetsØ ffkstremal~noæ metrikoæ v D^−, sledovatel~no, okrußnosti |z| = r^′, r < r^′ < 1, ØvlØ¸tsØ geodeziqeskimi v metrike ρ^+ (z)|dz|. Poslednee vozmoßno tol~ko v tom sluqae, kogda D^+ – kol~co. Dokazatel~stvo zakonqeno.

Esli r < 1 < R, D^+ ⊂ K(r, R), to 1 4π^2 ∫ ∫ D+\U dx dy x^2 + y^2 6 1 4π^2 ∫ ∫ K(1,R) dx dy x^2 + y^2 = m(K(1, R)). Pofftomu spravedlivo

Sledstvie 1. Pust~ r < 1 < R. Pust~ D^+ – dvusvØznaØ oblast~,

odnoæ iz graniqnyh komponent kotoroæ ØvlØetsØ okrußnost~ C_r. Pust~ D^+ ⊂ K(r, R) i pust~ D^− – ta iz svØznyh komponent mnoßestva K(r, 1)∩D^+ , odnoæ iz graniqnyh komponent kotoroæ ØvlØetsØ C_r. Togda

m(D^+ ) 6 m(D^−) + m(K(1, R)).

Ravenstvo v fftom neravenstve imeet mesto tol~ko v sluqae D^+ = K(r, R).

PerehodØ v lemme 1 i sledstvii 1 k predelu pri r → 0, poluqaem takße

Sledstvie 2. Pust~ D^+ – ograniqennaØ odnosvØznaØ oblast~, 0 ∈

D^+ , i pust~ D^− – svØznaØ komponenta mnoßestva U ∩D^+ , 0 ∈ D^−. Togda m(D^+ , 0) 6 m(D^− , 0) + 1 4π^2 ∫ ∫ D+\U dx dy x^2 + y^2 .

Esli D^+ \ U ≠ ?, to ravenstvo v fftom neravenstve imeet mesto tol~ko dlØ D^+ = U_R, gde R > 1.

Sledstvie 3. Pust~ R > 1. Pust~ D^+ – odnosvØznaØ oblast~, 0 ⊂

D^+ ⊂ U_R, i pust~ D^− – svØznaØ komponenta mnoßestva U ∩ D^+ , 0 ∈ D^−. Togda

m(D^+ , 0) 6 m(D^−, 0) + m(K(1, R)).

O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ 113 Ravenstvo v fftom neravenstve imeet mesto tol~ko dlØ D^+ = U_R.

2^0. Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ a_1, . . . , a_n; D_1, . . . , D_n

– ffkstremal~naØ sistema toqek i oblasteæ zadaqi 2, Q(z)dz^2 – differencial (3), opredelØ¸wiæ ffkstremal~nu¸ sistemu oblasteæ. Predpoloßim, qto Q(z)dz^2 imeet na okrußnosti C tol~ko odin nul~ z = z_0. Togda okrußnost~ C ØvlØetsØ podmnoßestvom granicy odnoæ iz oblasteæ ffkstremal~nogo semeæstva, pust~ ffto budet oblast~ D_1.

Pust~ a^′_1, . . . , a^′_n; D^′_1, . . . , D^′_n – obraz ffkstremal~noæ sistemy toqek i oblasteæ pri giperboliqeskom dvißenii σ(z) = z − a_1 1 − ā_1z . Pust~ porØdok nulØ z = z_0 differenciala Q(z)dz^2 raven 2k. Vyberem ε > 0 nastoØl~ko malym, qtoby pri λ = 1 + ε kol~- co K_ε = K(λ^{−1} , 1) ne soderßalo toqek a^′_2, . . . , a^′_n, a mnoßestvo K_ε ∩σ(Φ̄) sostoØlo iz k nepereseka¸wihsØ dug, soedinØ¸wih toqku z^′_0 = σ(z_0) s okrußnost~¸ C_ε = {|z| = λ^{−1}}. Togda kaßdoe iz mnoßestv D^{′′}_j = D^′_j \ K_ε, j = 1, . . . , n, ØvlØetsØ odnosvØznoæ oblast~¸, soderßaweæ toqku a^′_j . PolagaØ ω(z) = σ^{−1}(λ(z)), a^∗_j = ω(a^′_j ), D^∗_j = ω(D^{′′}_j ), j = 1, . . . , n, poluqaem var~irovannu¸ sistemu toqek a^∗_1, . . . , a^∗_n i oblasteæ D^∗_1 , . . . , D^∗_n, dopustimu¸ v zadaqe 2.

Sravnim znaqeniØ funkcionala (1) dlØ ffkstremal~noæ i var~irovannoæ sistem toqek i oblasteæ. Imeem a^∗_1 = a_1,

m(D^′_1 , 0) = m(D_1, a_1) + 1 2π log |σ^′(a_1)|,

m(D^∗_1 , a_1) = m(D^{′′}_1 , 0) + 1 2π log |ω^′(0)|.

V silu sledstviØ 2,

m(D^{′′}_1 , 0) > m(D^′_1 , 0) − m(K_ε) = m(D^′_1 , 0) − 1 2π log λ. Sledovatel~no,

m(D^∗_1 , a_1) > m(D_1 , a_1) + 1 2π log |τ^′(a_1)| − 1 2π log λ,

114 V. O. KUZNECOV

gde τ (z) = σ^{−1}(λσ(z)) – drobno-lineænoe preobrazovanie z-sfery. Tak kak τ^′(a_1) = λ, to m(D^∗_1 , a_1) > m(D_1 , a_1).

Qtoby ocenit~ privedennye moduli ostal~nyh oblasteæ, zametim, qto a^∗_j = τ (a_j ), D^∗_j = D^+_j ∩ U , gde D^+_j = τ (D_j), j = 2, . . . , n. Imeem τ^′(z) = λ(1 − |a_1|^2)^2 [(1 − λ|a_1|^2) + ā_1(λ − 1)z]^2 . Moßem ograniqit~sØ znaqeniØmi ε, dlØ kotoryh λ|a_1|^2 < 1. Togda dlØ l¸boæ toqki z kruga U |τ^′(z)| ¿ λ(1 − |a_1|^2)^2 [(1 − λ|a_1|^2) + |a_1|(λ − 1)]^2 = λ(1 + |a_1|)^2 (1 + λ|a_1|)^2 =

= 1 +

(λ − 1)(1 − λ|a_1|^2) (1 + λ|a_1|)^2 , sledovatel~no,

log |τ^′(z)| = pε + O(ε^2), (11) gde p = 1 − |a_1|^2 (1 + |a_1|)^2

> 0. (12)

Takim obrazom, pri vseh j ¿ 2

m(D^+_j , a^∗_j ) = m(D_j , a_j) + 1 2π log |τ (a_j)| > m(D_j , a_j) (13)

i, esli D^+_j \ U = ?, to m(D^∗_j , a^∗_j ) > m(D_j , a_j). Pust~ teper~ dlØ nekotorogo j ¿ 2 mnoßestvo G_j = D^+_j \U nepusto. Togda z = z_0 – nul~ differenciala Q(z)dz^2 porØdka 2k ¿ 4, a toqka z^∗_0 = τ (z_0) ØvlØetsØ nositelem po kraæneæ mere odnogo graniqnogo fflementa oblasti D^+_j . Rassmotrim konformnoe otobraßenie w = f(z) oblasti D^+_j na krug |w| < 1, normirovannoe usloviem f(a^∗_j ) = 0. V silu lokal~noæ struktury traektoriæ kvadratiqnyh differencialov (sm., naprimer, [6]), v okrestnosti

O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ 115

kaßdogo graniqnogo fflementa oblasti D^+_j s nositelem v toqke z^∗_0 imeet mesto asimptotiqeskoe ravenstvo

f(z) = c(z − z^∗_0 )^{k+1} + o((z − z^∗_0 )^{k+1}),

gde c ≠ 0, a mnoßestvo G_j pri dostatoqno malyh ε soderßitsØ v kruge radiusa r = O(ε) s centrom v toqke z^∗_0 . Pofftomu f(G_j ) ⊂ {1 − δ < |w| < 1}, gde δ = O(ε^{k+1}). Sledovatel~no,

m(D^+_j , a^∗_j ) − m(D^∗_j , a^∗_j ) 6 1 2π log 1 (1 − δ)

= O(ε^{k+1}),

i iz (11)–(13) vytekaet, qto

m(D^∗_j , a^∗_j ) > m(D_j , a_j). (14)

Takim obrazom, neravenstvo (14) spravedlivo pri vseh j ¿ 1, sledovatel~no, n∑ j=1 m(D^∗_j , a^∗_j ) > n∑ j=1 m(D_j , a_j). PerepisyvaØ ffto neravenstvo v terminah konformnyh radiusov, poluqaem neravenstvo n∏ j=1 R(D^∗_j , a^∗_j ) > n∏ j=1 R(D_j , a_j). Tak kak ffto neravenstvo protivoreqit ffkstremal~nosti ishodnoæ sistemy toqek i oblasteæ, to teorema 1 dokazana.

3^0. Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ a_1, . . . , a_n, D_1, . . . , D_n

– ffkstremal~naØ sistema toqek i oblasteæ zadaqi 3, Q(z)dz^2 – differencial (3), opredelØ¸wiæ ffkstremal~nu¸ sistemu oblasteæ. Predpoloßim, qto Q(z)dz^2 imeet na okrußnosti C tol~ko odin nul~ z = z_0 i pust~ porØdok fftogo nulØ raven 2k. Pust~ D_1 – ta iz ffkstremal~nyh oblasteæ, granica kotoroæ soderßit okrußnost~ C. Tak kak funkcional (2) ØvlØetsØ konformnym invariantom, to moßem predpoloßit~, qto a_1 = 0.

Kak i pri dokazatel~stve teoremy 1, vyberem ε > 0 nastol~- ko malym, qtoby pri λ = 1 + ε kol~co K_ε = K(λ^{−1}, 1) ne soderßalo toqek a_2, . . . , a_n, a mnoßestvo K_ε ∩^¯Φ sostoØlo iz k

116 V. O. KUZNECOV

nepereseka¸wihsØ dug, soedinØ¸wih toqku z_0 s okrußnost~¸ C_ε = {|z| = λ^{−1}}. PolagaØ a^∗_j = λa_j , D^′_j = λD_j , D^∗_j = D^′_j ∩ U, j = 1, . . . , n, poluqaem var~irovannu¸ sistemu toqek a^∗_1, . . . , a^∗_m i oblasteæ D^∗_1 , . . . , D^∗_n, dopustimu¸ v zadaqe 3.

Pust~ J i J^∗ – znaqeniØ funkcionala (2) sootvetstvenno dlØ ffkstremal~noæ i var~irovannoæ sistem toqek i oblasteæ. Pereædem k sravneni¸ fftih znaqeniæ. Imeem m(D^′_j , a^′_j) = m(D_j , a_j) + 1 2π log λ, (15)

j = 1, . . . , n. Pust~ snaqala K_ε ⊂ D̄_1 (fftot sluqaæ, v silu vybora ε, zavedomo budet imet~ mesto, esli k = 1). Togda D^∗_j = D^′_j , j = 2, . . . , n. Ispol~zuØ (15) i sledstvie 3, poluqaem m(D^∗_1 , 0) > m(D^′_1, 0) − m(K_ε) = m(D_1, 0).

Sledovatel~no, n∑ j=1 m(D^∗_j , a^∗_j ) > n − 1 2π log λ + n∑ j=1 m(D_j , a_k), (16)

ili, v terminah konformnyh radiusov, n∏ j=1 R(D^∗_j , a^∗_j ) > λ^{n−1} n∏ j=1 R(D_j , a_j). (17)

Pust~ teper~ mnoßestvo G = K_ε \^¯D_1 ne pusto. Togda k ¿ 2 i, v silu lokal~noæ struktury traektoriæ kvadratiqnyh differencialov,_1

4π^2 ∫ ∫ Ḡ dx dy x^2 + y^2

= pε^2 + o(ε^2),

gde p > 0. Ispol~zuØ (15) i sledstvie 2, poluqaem

m(D^∗_1 , 0) > m(D^′_1, 0) − 1 4π^2 ∫ ∫ K_ε\Ḡ dx dy x^2 + y^2

= m(D_1 , 0) + pε^2 + o(ε^2). (18)

Pust~ j ¿ 2. Esli D_j ∩ G = ?, to iz (15) poluqaem

m(D^∗_j , a^∗_j ) = m(D_j , a_j) + 1 2π log λ. (19)

O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ 117

V protivnom sluqae, kak i pri dokazatel~stve teoremy 1, m(D^′_j , a^′_j) − m(D^∗_j , a^∗_j ) = O(ε^{k+1}), sledovatel~no, m(D^∗_j , a^∗_j ) = m(D_j , a_j) + 1 2π log λ + O(ε^{k+1}). (20)

Iz (18)–(20) vytekaet, qto pri dostatoqno malyh ε neravenstva (16) i (17) spravedlivy i v fftom sluqae.

Sravnim teper~ znaqeniØ ostal~nyh somnoßiteleæ funkcionala (2). Imeem: ∏ 16j<k6n^{|a} ∗ j − a^∗_k| = ∏ 16j<k6n^{[λ|aj − ak|] = λ} m(n−1)/2 ∏ 16j<k6n^{|aj − ak|,} (21) n∏ j=1 (1 − |a^∗_j |^2) < n∏ j=1 (1 − |a_j|^2). (22)

Moßem ograniqit~sØ znaqeniØmi ε, dlØ kotoryh λ|a_ja_k| < 1 pri l¸byh 1 6 j, k 6 n. Togda

|1 − ā^∗_j a^∗_k|^2 − λ^2|1 − ā_j a_k|^2 = −(λ^2 − 1)(1 − λ^2|ā_ja_k|^2) < 0, sledovatel~no, ∏ 16j<k6n^{|1 − ā} ∗ j a^∗_k| < < ∏ 26j<k6n^{[λ|1 − āj ak|] = λ} (n−1)(n−2)/2 ∏ 16j<k6n^{|1 − ājak|.} (23)

Sledstviem usloviæ (n − 1)(α + β) + γ = 1 i α 6 β + γ ØvlØetsØ neravenstvo n(n − 1)α + (n − 1)(n − 2)β 6 n − 1. (24) Iz (21)–(24) i (17) poluqaem J^∗ > J. �to neravenstvo protivoreqit ffkstremal~nosti ishodnoæ sistemy toqek i oblasteæ i dokazyvaet teoremu 2.

118 V. O. KUZNECOV

Literatura

1. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

2. M. A. Lavrent~ev, K teorii konformnyh otobraßeniæ, Tr. Fiz.-mat.

in-ta AN SSSR 5 (1934), 195–246.

3. P. P. Kufarev, Ob odnoæ ffkstremal~noæ zadaqe dlØ dopolnitel~nyh oblasteæ, Dokl. AN SSSR 73, No. 6 (1947), 881–884.

4. G. V. Kuz~mina, K zadaqe o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ v kruge, Zap. nauqn. semin. LOMI 125 (1983), 99–113.

5. V. O. Kuznecov, O svoæstvah associirovannyh kvadratiqnyh differencialov v nekotoryh ffkstremal~nyh zadaqah, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 85–97.

6. Dß. Dßenkins, Odnolistnye otobraßeniØ, M, 1962.

7. A. ı. Solynin, Geometriqeskie svoæstva ffkstremal~nyh razbieniæ i ocenki moduleæ semeæstv krivyh v krugovom kol~ce, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 93–114.

Postupilo 20 dekabrØ 1996 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet vodnyh kommunikaciæ