A. ı. Solynin RADIAL^NA˚ PROEKCI˚ I METRIKA PUANKARE

1. Vvedenie i osnovnye rezul~taty

V rabote rassmatriva¸tsØ oblasti D ⊂ C̄ , dopolnenie kotoryh soderßit ne menee treh toqek. Kak izvestno, takie oblasti ime¸t ediniqnyæ krug U = {z : |z| < 1} v kaqestve universal~- noæ nakryva¸weæ poverhnosti. Esli π : U → D – universal~noe nakryva¸wee otobraßenie, to metrika Puankare λ_D oblasti D opredelØetsØ uravneniem λ_D(π(z))|π^′(z)| = 1/(1 − |z|^2), z ∈ U, w = π(z) ≠ ∞; v sluqae w = ∞ polagaem λ_D (∞) = λ_D�1 (0), gde D^{−1} = {z : z^{−1} ∈ D}. V tehniqeskom otnoxenii nam udobnee ispol~zovat~ otkrytye ne obØzatel~no svØznye mnoßestva; na takih mnoßestvah metrika Puankare opredelØetsØ pokomponentno.

V kompleksnom analize metrika Puankare ØvlØetsØ mownym instrumentom rexeniØ razliqnyh ffkstremal~nyh zadaq. V bol~- xinstve sluqaev ispol~zu¸tsØ ocenki fftoæ metriki, poluqennye simmetrizacionnymi metodami, sm. [1–3]. NastoØwaØ rabota primykaet k ukazannomu krugu issledovaniæ.

Dalee qerez E_{rad}, E_{circ} i E_x oboznaqaem, sootvetstvenno, krugovu¸ proekci¸ proizvol~nogo mnoßestva E ⊂ C̄ na otricatel~nu¸ vewestvennu¸ poluos~ R_− = {x ∈ R : x 6 0}, radial~- nu¸ proekci¸ mnoßestva E ⊂ C \ {0} na ediniqnu¸ okrußnost~

T= T1, gde Tr = {z : |z| = r}, r > 0, i ortogonal~nu¸ proekci¸ E

na vewestvennu¸ os~ R.

Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ qastnym sluqaem bolee obwego rezul~tata A. Veætsmana [1].

Teorema A ([1], sm. takße [3]). Pust~ E =^¯C \ D – dopolnenie

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 97–01–00259) i ministerstva obrazovaniØ FinlØndii (CIMO program). 148

RADIAL^NA˚ PROEKCI˚ I METRIKA PUANKARE 149 oblasti D do sfery C̄ . Esli D^{rad} = C̄ \ E_{rad}, to

λ_D(z_0) > λ_Drad (r) (1.1)

dlØ l¸boæ toqki z_0 ∈ D takoæ, qto |z_0| = r > 0.

Ravenstvo v (1.1) dostigaetsØ pri r > 0 tol~ko v sluqae D = e^{i arg z0} D^{rad}, pri r = 0 – tol~ko v sluqae D = e^{iα}D^{rad}, gde α ∈ R.

Neravenstvo (1.1) dokazano Veætsmanom [1], a utverßdenie o sluqaØh ravenstva v (1.1) – avtorom [3].

Odna iz celeæ nastoØweæ zametki – poluqit~ ocenku metriki Puankare λ_D, vyraßennu¸ v terminah radial~noæ proekcii E_{circ} mnoßestva E = C̄ \ D na okrußnost~ T. Takim obrazom, naxa zadaqa v opredelennom smysle dvoæstvenna zadaqe, rassmotrennoæ v [1].

Teorema 1. Pust~ D – oblast~, E =^¯C \ D ⊂^¯U \ {0} i pust~

D^{circ} = C̄ \ E_{circ}. Togda

λ_D (0) > λ_Dcirc (0). (1.2)

Ravenstvo v (1.2) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda E ⊂ T. Sledstvie 1. Esli v predpoloßeniØh teoremy 1 |Ecirc| = α > 0,

gde | · | oznaqaet lineænu¸ meru Lebega, to

λ_D(0) > λ_{D(α)}(0) = sin(α/4), gde D(α) = C \ E(α) i E(α) = {e^{iθ} : |θ| 6 α/2}. Ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri uslovii E = e^{iβ}E(α), gde β ∈ R. V sluqae ortogonal~nyh proekciæ my imeem sledu¸wu¸ teoremu, v kotoroæ Π(h) = {z : 0 < Im z < h}.

Teorema 2. Pust~ E =^¯C \ D ⊂^¯Π(2) \ {i} i pust~ D^x =^¯C \ Ex.

Togda λ_D(i) > λ_Dx (i). Ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri uslovii E ⊂ R. V sovremennyh issledovaniØh simmetrizacionnye rezul~taty qasto ispol~zu¸tsØ v soqetanii s ocenkami proizvedeniæ konformnyh radiusov (vnutrennih radiusov) poparno nenalega¸wih oblasteæ. V ideænom plane ocenki takih proizvedeniæ voshodØt k klassiqeskomu rezul~tatu M. A. Lavrent~eva [4], kotoryæ moßno pereformulirovat~ v sledu¸wem vide.

150 A. ı. SOLYNIN

Teorema V ([4], sm. takße [5, s. 32]). Pust~ f i g, sootvet-

stvenno, regulØrnaØ i meromorfnaØ v kruge U funkcii, ime¸wie v okrestnosti toqki z = 0 razloßeniØ

f(z) = a_1z + a_2z^2 + . . . , g(z) = b_{−1}z^{−1} + b_0 + b_1z + . . . . (1.3)

Esli oblasti f(U ) i g(U ) ne nalega¸t, t.e. f(U ) ∩ g(U ) = ?, to

|a_1b_{−1}| 6 1. (1.4)

Ravenstvo v (1.4) dostigaetsØ tol~ko dlØ par vida f(z) = a_1z, g(z) = e^{iβ} /a_1z, gde a_1 ∈ C , β ∈ R.

UsloviØ teoremy V oznaqa¸t, qto ob¨edinenie oblasteæ f(U )∪ g(U ) leßit v nekotorom otkrytom mnoßestve D takom, qto E_{circ} = T, gde E = C̄ \D. Naxe sledu¸wee utverßdenie suwestvenno usilivaet kak teoremu V, tak i drugie izvestnye rezul~taty takogo roda.

Teorema 3. Pust~ D ⊂^¯C – otkrytoe mnoßestvo, soderßawee

toqki w = 0 i w = ∞. Pust~ proekciØ E_{circ} mnoßestva E = C̄ \ D soderßit ne menee treh toqek i pri fftom |E_{circ}| = α > 0. Pust~ F_{circ}(z) – universal~noe nakryva¸wee otobraßenie mnoßestva D takoe, qto F_{circ}(0) = 0. Esli f i g – sootvetstvenno regulØrnaØ i meromorfnaØ v kruge U funkcii, ime¸wie razloßeniØ (1.3) i takie, qto f(U ) ⊂ D, g(U ) ⊂ D, to

|a_1| |b_{−1}| 6 |F^′_{circ}(0)|^2 6 cosec^2(α/4). (1.5)

Ravenstvo v pervom iz neravenstv (1.5) imeet mesto tol~ko pri uslovii E ⊂ T_r pri nekotorom r > 0 i pri fftom tol~ko dlØ funkciæ f i g, osuwestvlØ¸wih universal~noe nakrytie mnoßestva D i normirovannyh usloviØmi f(0) = 0, g(0) = ∞. Esli α > 0, to ravenstvo vo vtorom neravenstve v (1.5) dostigaetsØ tol~ko v sluqae E_{circ} = aE(α), a ∈ C \ {0}.

V osnove dokazatel~stva vseh privedennyh vyxe utverßdeniæ leßit teorema avtora ob izmenenii metriki Puankare pri polØrizacii [3, teorema 9]. Niße my privodim pereformulirovku fftoæ teoremy dlØ sluqaØ polØrizacii otnositel~no okrußnosteæ.

Pod polØrizacieæ mnoßestva A ⊂ C̄ otnositel~no vewestvennoæ osi ponimaetsØ mnoßestvo

PRA = ((A ∪ A^∗) ∩^¯H ) ∪ ((A ∪ A^∗) ∩ H− ),

RADIAL^NA˚ PROEKCI˚ I METRIKA PUANKARE 151 gde A^∗ = {z : z̄ ∈ A}, H = {z : Im z > 0}, H_− = C \ H.

PolØrizaciØ mnoßestva A otnositel~no proizvol~noæ orientirovannoæ okrußnosti L, leßaweæ na sfere C̄ , opredelØetsØ sootnoxeniem P_LA = φ^{−1}(PR(φ(A)), gde φ – proizvol~nyæ mëbiusov avtomorfizm C̄ , otobraßa¸wiæ L na R i sohranØ¸wiæ orientaci¸. Preobrazovanie polØrizacii vvedeno V. Volontisom [6], ono ffffektivno ispol~zovalos~ v serii rabot V. N. Dubinina, sm. [7].

V sledu¸weæ teoreme L – neorientirovannaØ okrußnost~ s centrom z_0 ∈ C i radiusom R, 0 < R < ∞; L^+ i L^− – okrußnost~ L, snabßennaØ poloßitel~noæ i otricatel~noæ orientacieæ, sootvetstvenno; z^∗, A^∗ – toqka i mnoßestvo, simmetriqnye toqke z ili mnoßestvu A otnositel~no okrußnosti L. Qerez Ω(z) oboznaqaetsØ svØznaØ komponenta otkrytogo mnoßestva Ω, soderßawaØ toqku z ∈ Ω.

Teorema S (sm. s teoremu 9 v [3]). Pust~ D1 i D−1 oboznaqa¸t

polØrizaci¸ proizvol~nogo otkrytogo mnoßestva D otnositel~- no okrußnosteæ L^+ i L^−, sootvetstvenno. Togda

(1) λ_{D1} (z) 6 min{λ_D(z), λ_D(z^∗)|z − z_0|^2/R^2} ∀z ∈ D_1 ∩ U_R(z_0),

(2) λ_D�_1 (z) 6 min{λ_D(z), λ_D(z^∗)R^2/|z − z_0|^2} ∀z ∈ D_{−1} \ U_R(z_0),

λ_{D1} (z)λ_{D1} (z^∗) = λ_D�_1 (z)λ_D�_1 (z^∗) 6 λ_D (z)λ_D(z^∗) ∀z : z, z^∗ ∈ D. (3)

Ravenstvo λ_{Dk} (z) = λ_D (z) (v sootvetstvu¸wem iz sootnoxeniæ (1) ili (2)) imeet mesto tol~ko pri uslovii D_k(z) = D(z), k = −1, 1; ravenstvo λ_{Dk} (z) = λ_D(z^∗)(|z − z_0|^2/R^2)^k – tol~ko pri uslovii D_k(z) = (D_k(z^∗))^∗. Ravenstvo v (3) dostigaetsØ tol~ko pri sovpadenii par oblasteæ D_1(z), D_1(z^∗) i D(z), D(z^∗).

Esli L – prØmaØ, to utverßdeniØ teoremy S osta¸tsØ spravedlivymi, esli v (1) i (2) poloßit~ |z − z_0|/R = 1.

Ukazannye vyxe rezul~taty da¸t nißn¸¸ ocenku metriki Puankare. V protivopoloßnost~ fftomu, sledu¸waØ teorema, rexa¸waØ interesnu¸, na nax vzglØd, ffkstremal~nu¸ zadaqu, daet verhn¸¸ ocenku fftoæ metriki. Qerez λ(z; a_1, . . . , a_n) oboznaqaem metriku Puankare sfery C̄ , prokolotoæ v poparno razliqnyh toqkah a_1, . . . , a_n, n > 3.

152 A. ı. SOLYNIN

Teorema 4. FunkciØ λ(0; e^{iφ1} , . . . , e^{iφn} ) vewestvennyh peremennyh

φ_k, φ_1 6 φ_2 6 . . . 6 φ_n 6 φ_1 + 2π, dostigaet maksimuma tol~ko pri uslovii (1) e^{iφk} = e^{iβ}a^∗_k, gde β ∈ [0, 2π) i a^∗_k = e^{2πi(k−1)/n}, k = 1, . . . , n. Takim obrazom,

(2) λ(0; e^{iφ1} , . . . , e^{iφn} ) 6 λ(0; a^∗_1, . . . , a^∗_n) = Γ ( 1 +^1_n ) Γ (_1 2 −^1_n ) Γ ( 1 −^1_n ) Γ (_1 2 +^1_n ) , gde Γ(·) – gamma-funkciØ �ælera, i ravenstvo zdes~ dostigaetsØ tol~ko v ukazannom sluqae.

Teorema 4 imeet dissimmetrizacionnyæ harakter; ona ØvlØetsØ sledstviem osnovnogo rezul~tata raboty [8].

NastoØwaØ stat~Ø zaverxena vo vremØ moego prebyvaniØ v universitete g. Hel~sinki po programme CIMO. Avtor blagodaren sotrudnikam matematiqeskogo departamenta fftogo universiteta za ideal~nye usloviØ dlØ raboty i Matti Vuorinenu za mnogie poleznye obsußdeniØ.

2. Dokazatel~stvo teorem 1 i 2

Approksimiruem oblast~ D posledovatel~nost~¸ podoblasteæ D_1, D_2, . . . takih, qto

C̄ \^¯U ⊂ D1 ⊂ D2 ⊂ . . . i^{∞⋃}_{n=1} Dn = D;

pri fftom sqitaem, qto kaßdaØ iz oblasteæ D_n ograniqena koneqnym qislom zamknutyh ßordanovyh krivyh, kaßdaØ iz kotoryh sostoit iz koneqnogo qisla dug, leßawih na okrußnostØh s centrom v toqke z = 0, i koneqnogo qisla radial~nyh otrezkov, kaßdyæ iz kotoryh soedinØet sootvetstvu¸wu¸ paru ukazannyh dug.

Pust~ λ_n – metrika Puankare oblasti D_n. Togda λ_n → λ_D ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah D, sm. [9, s. 297]. Pofftomu pri dokazatel~stve neravenstva (1.2) my moßem sqitat~, qto oblast~ D sama ograniqena ukazannymi vyxe krugovymi dugami i radial~nymi segmentami, tak kak esli neravenstvo (1.2)

RADIAL^NA˚ PROEKCI˚ I METRIKA PUANKARE 153 ne vypolnØetsØ dlØ oblasti D, to ono ne vypolnØetsØ i dlØ vseh oblasteæ D_n pri dostatoqno bol~xih n.

Pust~ D – oblast~ ukazannogo vyxe vida. Dalee my postroim koneqnu¸ posledovatel~nost~ oblasteæ Ω_0, Ω_1, . . . , Ω_N . Oblast~ Ω_0 vybiraetsØ takim obrazom, qto ee granica ∂Ω_0 sostoit iz krugovyh dug γ^{0j} , j = 1, . . . , M_0, kotorye leßat na granice ∂D i udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm pri s = 0:

(a) ((γ^{sj} )_{circ}) ⋂ ((γ^{sk})_{circ}) ne imeet vnutrennih toqek, esli j ≠ k;

(b) E_{circ} = (F^s)_{circ}, gde F^s =^{Ms} ⋃ 1 γ^{sj}. Oqevidno, qto takaØ oblast~ Ω_0 suwestvuet. Krome togo,

λ_{Ω0} (z) 6 λ_D (z) ∀z ∈ D, (2.1)

tak kak metrika Puankare ubyvaet pri rasxirenii oblasti.

Pust~ M^′_0, 0 6 M^′_0 6 M_0, – qislo dug γ^{0j} , leßawih v kruge U . Ravenstvo M^′_0 = 0 oznaqaet, qto D^{circ} = Ω_0; v fftom sluqae (1.2) ffkvivalentno neravenstvu (2.1).

Esli M^′_0 > 0, to suwestvuet duga γ^{0j0} , ime¸waØ naimen~xiæ radius r_0, 0 < r_0 < 1, sredi vseh dug γ^{0j} . Opredelim oblast~ Ω_1 kak ob¨edinenie polØrizacii P_L(Ω_0) oblasti Ω_0 otnositel~no okrußnosti L = T_{ρ0}, gde ρ_0 = r^{1/2}_0 , orientirovannoæ v poloßitel~nom napravlenii, i mnoßestva vseh izolirovannyh graniqnyh toqek mnoßestva P_L(Ω_0) (poslednee mnoßestvo moßet byt~ pustym).

Po teoreme S i svoæstvu monotonnosti metriki Puankare,

λ_{Ωs} (0) 6 λ_{Ωs}�_1 (0), (2.2)

esli s = 1.

Legko videt~, qto ∂Ω_1 sostoit iz koneqnogo qisla dug γ^{1j} , j = 1, . . . , M_1, udovletvorØ¸wih usloviØm (a) i (b). Krome togo, esli M^′_1 oboznaqaet qislo dug γ^{1j} , leßawih v U , to vypolnØetsØ sootnoxenie

0 6 M^′_s 6 M^′_{s−1} (2.3)

pri s = 1.

Esli M^′_1 = 0, to (1.2) sleduet iz (2.1) i (2.2). Esli M^′_1 > 0, to, prodolßaØ opisannu¸ vyxe proceduru, budem stroit~ oblasti Ω_2, . . . , Ω_N do teh por, poka ne pridem k ravenstvu M^′_N = 0, gde M^′_j oznaqaet qislo graniqnyh dug oblasti Ω_j, leßawih v U . V silu (2.3), qislo N takih xagov koneqno.

154 A. ı. SOLYNIN

Argumenty, ispol~zovannye dlØ obosnovaniØ neravenstva (2.2) pri s = 1, dokazyva¸t ffto neravenstvo i pri vseh s,

1 6 s 6 N . Teper~ (1.2) sleduet iz (2.1) i (2.2), tak kak

F^N = E_{circ}.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ o ravenstve v (1.2) predpoloßim, qto ∂D ∩ U ≠ ?. Togda 0 < d := dist(0, ∂D) < 1 i okrußnost~ T_d soderßit po kraæneæ mere odnu toqku z_0 ∈ ∂D. Pust~ D_d – polØrizaciØ oblasti D otnositel~no poloßitel~no orientirovannoæ okrußnosti T_ρ, gde ρ = d^{1/2}. Tak kak (∂D_d)_{circ} = (∂D)_{circ}, to iz (1.2) vytekaet neravenstvo

λ_Dcirc (0) 6 λ_{Dd} (0). (2.4)

Esli D_d ≠ D, to λ_{Dd} (0) < λ_D (0) po utverßdeni¸ o sluqaØh ravenstva v teoreme S. �to vmeste s (2.4) vleqet strogoe neravenstvo v (1.2).

PredpolagaØ, qto D_d = D, rassmotrim otkrytoe mnoßestvo D_0 = D ∪ U_ρ. Tak kak z_0 ∈ D_0 \ D, to D ⊂ D_0 i D ≠ D_0. Sledovatel~no, λ_{D0} (0) < λ_D(0) (2.5)

v silu svoæstva strogoæ monotonnosti metriki Puankare, kak funkcii mnoßestva.

Oqevidno, qto (∂D_0)_{circ} = (∂D)_{circ}. Sledovatel~no, λ_Dcirc (0) 6 λ_{D0} (0) soglasno neravenstvu (1.2). Poslednee neravenstvo vmeste s neravenstvom (2.5) dokazyvaet utverßdenie o sluqaØh ravenstva v (1.2). �

Sledstvie 1 vytekaet neposredstvenno iz teoremy 1 i teoremy A. Nahoßdenie Øvnogo vyraßeniØ dlØ veliqiny λ_{D(α)}(0) ØvlØetsØ fflementarnym upraßneniem, kotoroe my ostavlØem qitatel¸.

Dokazatel~stvo teoremy 2 povtorØet dokazatel~stvo teoremy 1, tol~ko sootvetstvu¸wie polØrizacii vypolnØ¸tsØ v fftom sluqae otnositel~no podhodØwih prØmyh, parallel~nyh vewestvennoæ osi.

3. Dokazatel~stvo teoremy 3

V silu principa podqineniØ (sm., naprimer, [10, s. 227]) moßem sqitat~, qto funkcii f i g osuwestvlØ¸t universal~noe nakrytie svØznyh komponent D(0) i D(∞) ediniqnym krugom U

RADIAL^NA˚ PROEKCI˚ I METRIKA PUANKARE 155 (napomnim, qto mnoßestvo D ne obØzatel~no svØzno). Togda ime- em |a_1| = λ^{−1}_D (0), |b_{−1}|λ^{−1}_D (∞). (3.1)

Dalee dokazatel~stvo provoditsØ po sheme dokazatel~stva teoremy 1. Imenno, ispol~zuØ approksimaci¸, snaqala pokazyvaem, qto neravenstvo (1.5) dostatoqno dokazat~ tol~ko dlØ oblasteæ D, granica kotoryh sostoit iz koneqnogo qisla dug okrußnosteæ s centrom v naqale koordinat. Zatem primenØem polØrizacionnu¸ proceduru “vymetaniØ” graniqnyh dug oblasti D na ediniqnu¸ okrußnost~; detali takogo postroeniØ my opuskaem. Otliqie ot dokazatel~stva teoremy 1 sostoit lix~ v tom, qto teper~ radiusy okrußnosteæ, na kotoryh leßat graniqnye dugi, mogut byt~ proizvol~nymi poloßitel~nymi qislami i vmesto neravenstva (1) teoremy S pri kaßdoæ polØrizacii primenØetsØ neravenstvo (3) fftoæ ße teoremy. V rezul~tate my poluqim neravenstvo

λ_Dcirc (0)λ_Dcirc (∞) 6 λ_D (0)λ_D(∞), (3.2)

ffkvivalentnoe, v silu (3.1), neravenstvu (1.5).

Iz (3.1) takße sleduet, qto utverßdenie o ravenstve v pervom neravenstve v (1.5) ffkvivalentno utverßdeni¸ o ravenstve v sootnoxenii (3.2), kotoroe dokazyvaetsØ toqno tak ße, kak analogiqnoe utverßdenie teoremy 1.

Vtoroe iz sootnoxeniæ (1.5) vytekaet iz ravenstv (3.1) i teoremy A. �

Zameqanie. Rezul~tat M. A. Lavrent~eva, sformulirovannyæ v

teoreme V, poluqil mnogoqislennye obobweniØ, izvestnye pod nazvaniem teorem o proizvedenii konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ, sm. [11, 5, 12]. K nastoØwemu vremeni naibolee obwie iz rezul~tatov takogo roda dlØ proizvedeniØ vnutrennih radiusov byli poluqeny V. N. Dubininym [7, 13]. Primenenie teoremy S v soqetanii s ideØmi raboty [7] pozvolØet usilit~ nekotorye iz upomØnutyh rezul~tatov, zameniv v nih konformnye ili vnutrennie radiusy plotnostØmi sootvetstvu¸wih giperboliqeskih metrik, kak ffto sdelano v hode dokazatel~tstva teoremy 3. My predpolagaem rassmotret~ ffti voprosy v sledu- ¸wih publikaciØh.

156 A. ı. SOLYNIN

4. SimmetrizaciØ

UtverßdeniØ teorem 1–3 osta¸tsØ v sile, esli v ih uslovi- Øh proekci¸ graniqnyh mnoßestv zamenit~ ih podhodØweæ simmetrizacieæ. Niße privodØtsØ formulirovki sootvetstvu¸wih rezul~tatov. My opuskaem dokazatel~stva ukazannyh rezul~tatov, poskol~ku v osnove fftih dokazatel~stv, takße kak i dokazatel~stva teoremy 1, leßat ideØ Volontisa [6] ob approksimacii simmetrizacionnyh preobrazovaniæ posledovatel~nost~¸ polØrizaciæ i teorema S ob izmenenii metriki Puankare pri polØrizacii.

Pust~ A(φ) oznaqaet pereseqenie proizvol~nogo mnoßestva A s luqom R(φ) = {z = te^{iφ}, t > 0}, i pust~ lm A(φ) = ∫ A(φ) |z| −1|dz| – logarifmiqeskaØ mera mnoßestva A(φ).

Pod simmetrizacieæ kompakta E ⊂ C \{0} otnositel~no okrußnosti T_r ponimaetsØ kompakt E^{(r)}, udovletvorØ¸wiæ usloviØm:

(a) E^{(r)}(φ) = ? ⇐⇒ E(φ) = ?;

(b) esli E(φ) ≠ ?, to E^{(r)}(φ) – libo toqka z = re^{iφ}, libo otrezok luqa R(φ), simmetriqnyæ otnositel~no okrußnosti T_r;

(c) lm E^{(r)}(φ) = lm E(φ) dlØ vseh φ ∈ R.

V teoreme 5 D – proizvol~noe otkrytoe mnoßestvo, E =

C̄ \ D, D^{(r)} = C \ E^{(r)}, E^∗ – simmetrizaciØ Xteænera mnoßestva

E otnositel~no R, D^{(∗)} = C̄ \ E^∗. Pri fftom v utverßdeniØh (a) i (c) fftoæ teoremy predpolagaetsØ, qto 0, ∞ ∈ D.

Teorema 5. (a) Esli E =^¯C \ D ⊂^¯U , to

λ_D (0) > λ_D(1) (0).

(b) Esli E = C̄ \ D ⊂ Π̄(2), to

λ_D(0) > λ_D(�) (0).

(c) Esli mnoßestvo D i funkcii f i g udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 3, to |a_1| |b_{−1}| 6 |F^′_1(0)|^2,

gde F_1, F_1(0) = 0, – universal~noe nakrytie svØznoæ komponenty mnoßestva D^{(1)}, soderßaweæ toqku w = 0, krugom U .

Ravenstvo v pervom iz neravenstv teoremy dostigaetsØ tol~- ko v sluqae E ⊂ T, vo vtorom – tol~ko v sluqae E ⊂ R̄, v tret~em – togda i tol~ko togda, kogda E^{(r)} = kE pri nekotorom k > 0 i

RADIAL^NA˚ PROEKCI˚ I METRIKA PUANKARE 157 funkcii f i g osuwestvlØ¸t universal~noe nakrytie komponent D(0) i D(∞) krugom U .

Pod radial~noæ simmetrizacieæ (ili simmetrizacieæ Markusa [14]) oblasti D ∋ 0 ponimaetsØ oblast~ D^∗ = {z = re^{iθ}, 0 6 r < R^∗(θ, D), 0 6 θ 6 2π}, gde R^∗(θ, D) = ρ exp{lm((D \ Ū_ρ) ∩ R(θ)}, ρ > 0. Kak izvestno, R^∗(θ, D) ne zavisit ot ρ, esli U_ρ ⊂ D.

Teorema 6. Esli D^∗ – radial~naØ simmetrizaciØ oblasti

D ∋ 0, to λ_D�(0) 6 λ_D(0).

Ravenstvo zdes~ dostigaetsØ tol~ko v sluqae D^∗ = D.

5. Dopolnitel~nye rezul~taty

V fftom paragrafe rassmatriva¸tsØ oblasti D, dopolneniØ kotoryh E = C̄ \ D leßat na otrezke [−1, 1]. DlØ metriki Puankare takih oblasteæ udobno ispol~zovat~ oboznaqenie λ(z, E) = λ_D(z). V sluqae E ⊂ (0, 1], lm E = l > 0 primenenie metodiki, ispol~zovannoæ pri dokazatel~stve teoremy 1, privodit k neravenstvu λ(0, E) > λ(0, E_ρ) = 1 4 (e^l − 1), (5.1)

gde ρ = e^{−l} i E_r = [r, 1]. Pri fftom ravenstvo v (5.1) dostigaetsØ tol~ko pri uslovii E = E_ρ.

Menee trivial~na zadaqa o toqnoæ nißneæ ocenke veliqiny λ(0, E) pri usloviØh E ⊂ [−1, 1] \ {0} i |E| = 2m > 0. Sledu¸waØ teorema daet rexenie fftoæ zadaqi dlØ dostatoqno massivnyh mnoßestv E.

Teorema 7. Pust~ E ⊂ [−1, 1] \ {0} – kompakt i pust~ |E| = 2m > 2 − √ 3/3. Togda λ(0, E) > λ(0, E^{(2)}_m ), (5.2)

gde E^{(2)}m = [−1, −1 + m] ∪ [1 − m, 1]. Ravenstvo v (5.2) dostigaetsØ tol~ko v sluqae E = E^{(2)}m .

Dokazatel~stvo. Pust~ −E = {z : −z ∈ E}, F1 = E ∩ (−E), F2 =

E ∪ (−E) i pust~ |F_k| = 2m_k. Tak kak |F_1| + |F_2| = 2|E| > 2 − √ 3/3, to 1 > m_2 > m_1 > 1 − √ 3/3. Iz teoremy 2 raboty [15] sleduet, qto λ^2(0, E) > λ(0, F_1)λ(0, F_2), (5.3)

158 A. ı. SOLYNIN priqem ravenstvo v (5.3) dostigaetsØ tol~ko pri uslovii E = −E = F_1 = F_2.

Pust~ F̃_k = {z^2 : z ∈ F_k} i pust~ f̃_k, f̃_k(0) = 0, – universal~noe nakrytie oblasti D̃_k = C̄ \ F̃_k krugom U . Togda funkciØ ζ = (f̃_k(z^2))^{1/2} osuwestvlØet universal~noe nakrytie oblasti D_k = C̄ \ F_k krugom U . Pofftomu

λ^2(0, F_k) = λ(0, F̃_k), k = 1, 2. (5.4)

Pust~ l_k = lm F_k, l̃_k = lm F̃_k. Togda netrudno pokazat~, qto l̃_k = l_k > −2 log(1−m_k). Ots¸da, uqityvaØ (5.1) i (5.4), poluqaem

log λ(0, F_k) > 1 2 Φ(m_k) − log 2, gde Φ(t) = log(t(2 − t)/(1 − t)^2).

Posle fflementarnyh vyqisleniæ nahodim

Φ^{′′}(t) =

−2(3t^2 − 6t + 2) t^2(1 − t)^2(2 − t)^2 > 0 pri 1−^{√3}_3 < t 6 1. Sledovatel~no, na ukazannom intervale funkciØ Φ(t) vypukla. Ots¸da s uqetom neravenstv 1 > m_2 > m_1 > 1 − √ 3/3, poluqaem neravenstvo

log λ(0, F_1) + log λ(0, F_2) > Φ(m) − log 4 = 2 log λ(0, E^{(2)}_m ). (5.5)

V silu strogoæ vypuklosti funkcii Φ ravenstvo zdes~ dostigaetsØ tol~ko v sluqae m_1 = m_2. Iz neravenstv (5.3), (5.5) i iz ukazannyh vyxe usloviæ dostißeniØ ravenstva v nih vytekaet utverßdenie teoremy. �

ZameqeniØ. 1) V sluqae |E| = 2m < 2 −^√3/3 toqnaØ ocenka ve-

liqiny λ(0, E) neizvestna; po-vidimomu, pri dostatoqno malyh m kompakt E^{(2)}m uße ne ØvlØetsØ ffkstremal~nym.

2) RassmotrennaØ v teoreme 7 zadaqa analogiqna zadaqe S. Segavy [16] o minimume garmoniqeskoæ mery ω(0, E, U ) kompaktov E ⊂ [−1, 1], ime¸wih fiksirovannu¸ meru. DlØ “polnost~¸ nesimmetriqnyh” mnoßestv E, t.e. v sluqae E ∩ (−E) = ?, rexenie zadaqi Segavy poluqeno D. Betsakosom [17], a v obwem sluqae – avtorom [15].

RADIAL^NA˚ PROEKCI˚ I METRIKA PUANKARE 159

6. Dokazatel~stvo teoremy 4

Izvestno, qto dlØ l¸bogo nabora qisel φ_k takih, qto 0 6 φ1 < φ2 < . . . < φn < φ1 + 2π, suwestvuet funkciØ ζ = g(z), otobraßa¸waØ krug U konformno i odnolistno na podhodØwiæ neevklidov n-ugol~nik Ω_n s verxinami b_k = e^{iβk}, 0 6 β1 < β2 < . . . < βn < β1 + 2π, i takaØ, qto g(0) = 0, g(a_k) = b_k, k = 1, . . . , n. Napomnim, qto neevklidovym n-ugol~nikom nazyvaetsØ odnosvØznaØ oblast~ Ω ⊂ U , granica kotoroæ sostoit iz n dug okrußnosteæ, ortogonal~nyh T.

Utverßdenie o suwestvovanii funkcii g soderßitsØ v rabote [8] i legko vytekaet takße iz izvestnoæ teoremy Këbe ob otobraßenii koneqnosvØznoæ oblasti na krugovu¸ oblast~, sm., naprimer, [8, gl. 5].

ObratnaØ funkciØ F (ζ) = g^{−1}(ζ) prodolßaetsØ analitiqeski na ediniqnyæ krug U do funkcii, vnov~ oboznaqaemoæ qerez F (ζ), kotoraØ osuwestvlØet universal~noe nakrytie oblasti D_n = C̄ {a_1, . . . , a_n} krugom U . Sledovatel~no,

λ(0; a_1, . . . , a_n) = |F^′(0)|^{−1} = R(Ω_n, 0), (6.1) gde qerez R(Ω_n, 0) oboznaqaem konformnyæ radius n-ugol~nika Ω_n otnositel~no toqki ζ = 0. Pri ukazannom vyxe otobraßenii pravil~naØ konfiguraciØ D^∗_n = C̄ \ {a^∗_1, . . . , a^∗_n} sootvetstvuet pravil~nomu n-ugol~niku Ω^∗_n. Pofftomu utverßdenie teoremy vytekaet iz sootnoxeniæ (6.1) i osnovnogo rezul~tata naxeæ raboty [8], soglasno kotoromu pravil~nyæ neevklidov n-ugol~nik, i tol~ko on, imeet maksimal~nyæ konformnyæ radius sredi vseh neevklidovyh n-ugol~nikov pri fiksirovannom qisle storon.

Ukazannoe v teoreme 4 Øvnoe vyraßenie dlØ λ(0; a^∗_1, . . . , a^∗_n) poluqeno, naprimer, v [8]. �

V svØzi s teoremoæ 4 predstavlØet interes sledu¸waØ

Zadaqa. Naæti max λD (0) v semeæstve oblasteæ D, dlØ kotoryh

mnoßestvo E = C̄ \ D sostoit iz n dug ediniqnoæ okrußnosti (nekotorye iz fftih dug mogut vyroßdat~sØ v toqku) i |E| = nα, gde α > 0 – fiksirovannoe qislo.

160 A. ı. SOLYNIN

Literatura

1. A. Weitsman, Symmetrization and the Poincaré metric, Ann. Math. 124 (1986), 159–169.

2. A. Baernstein II, A unified approach to symmetrization. In: Partial differential equations of elliptic type (Cortona, 1992), 47–91, Symps. Math., 35, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1994.

3. A. ı. Solynin, PolØrizaciØ i funkcional~nye neravenstva, Algebra i Analiz, 8 (1996), 148–185.

4. M. A. Lavrent~ev, K teorii konformnyh otobraßeniæ, Tr. Fiz-mat.

in-ta im. V. A. Steklova 5 (1934), 195–246.

5. N. A. Lebedev, Princip plowadeæ v teorii odnolistnyh funkciæ. M., 1975.

6. V. Wolontis, Properties of conformal invariants, Amer. J. Math. 74 (1952), 587–606.

7. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49 (1994), 3–76.

8. A. ı. Solynin, Nekotorye ffkstremal~nye zadaqi dlØ krugovyh mnogougol~nikov, Zap. nauqn. semin. POMI 206 (1993), 127–136.

9. A. Weitsman, A symmetry property of the Poincaré metric, Bull. London Math.

Soc. 11 (1979), 295–299.

10. Z. Nehari, Conformal mapping, McGraw-Hill, New York etc., 1952.

11. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

12. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

13. V. N. Dubinin, Metod simmetrizacii v zadaqah o nenalega¸wih oblastØh, Mat. sb. 128, No. 1 (1985), 110–123.

14. M. Marcus, Transformations of domains in the plane and applications in the theory of functions, Pasif. J. Math. 14, No. 2 (1964), 613–626.

15. A. ı. Solynin, UporØdoqivanie mnoßestv, giperboliqeskaØ metrika i garmoniqeskaØ mera. V nastoØwem sbornike 128–146..

16. S. Segawa, Martin boundaries of Denjoy domains, Proc. Amer. Math. Soc. 103 (1988), 177–183.

17. D. Betsacos, On certain harmonic measures on the unit disk, Colloq. Math. 73 (1997), 221–228.

18. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd. M., 1966.

Postupilo 12 i¸nØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo Instituta im. V. A. Steklova RAN