S. I. Fedorov

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI, USLOVII MAKKENHOUPTA I PROEKCII IZ ODNOGO KOINVARIANTNOGO PODPROSTRANSTVA NA DRUGOE V TEORII HARAKTER-AVTOMORFNYH PROSTRANSTV HARDI V MNOGOSV˚ZNO` OBLASTI

PosvØwaetsØ 90-leti¸ so dnØ roßdeniØ G. M. Goluzina

1. Vvedenie

Rassmotrim oblast~ Ω na kompleksnoæ sfere C̄ , ograniqennu¸ koneqnym qislom analitiqeskih ili kusoqno-analitiqeskih krivyh Γ_0, . . . , Γ_g, g ≥ 0. Zafiksirovav toqku a ∈ Ω, oboznaqim

qerez dη_a garmoniqesku¸ meru granicy Γ =^g ⋃ j=0 Γ_j otnositel~-

no toqki a, t.e. poroßda¸wu¸ meru dlØ nepreryvnogo lineænogo funkcionala na prostranstve C(Γ) nepreryvnyh funkciæ na Γ : u −→ u(a), gde u ∈ C(Γ) i u(a) – znaqenie garmoniqeskogo rasxireniØ funkcii u v oblast~ Ω. Oboznaqim takße qerez

R(Ω) lineænoe prostranstvo vseh teh racional~nyh funkciæ na

C̄ , pol¸sy kotoryh raspoloßeny vne Clos Ω. Zamykanie R(Ω) v

L_2(Γ, dη_a) = L_2(Γ) = L_2 privodit k obyqnomu prostranstvu Har-

di H^2_+(Ω) (sm., naprimer, [1]). Oboznaqim qerez P_+ “proektor Rissa” – operator ortogonal~nogo proektirovaniØ na H^2_+ v L_2.

PervaØ problema, predstavlØ¸waØ dlØ nas interes, sostoit v opisanii vseh teh koneqnyh poloßitel~nyh mer dμ na Γ, dlØ kotoryh operator P_+ prodolßaem kak ograniqennyæ operator s plotnogo mnoßestva v L_2 ∩ L_2(dμ) na vse prostranstvo

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Marsden (Marsden) fonda, grant 96–UOA–MIS–0098. 161

162 S. I. FEDOROV

L_2(dμ) = L_2(Γ, dμ) ili, qto to ße samoe, dlØ kotoryh vypolnØetsØ

sledu¸wee neravenstvo dlØ norm v vesovyh prostranstvah: ∫ Γ |P_+f|^2dμ ≤ C ∫ Γ |f|^2dμ ∀f ∈ L_2 ∩ L_2(dμ) (1) s nekotoroæ absol¸tnoæ konstantoæ C.

�kvivalentnaØ postanovka voprosa: dlØ kakih mer ugol v prostranstve L_2(dμ) meßdu podprostranstvami R(Ω) i L_2(dμ) ∩

(R(Ω))^⊥_{L2} poloßitelen? Zdes~ (R(Ω))^⊥_{L2} = ( H^2(Ω) )_⊥ L_2 – ortogonal~-

noe dopolnenie k R(Ω) v L_2(Γ, dη_a).

Vtoroæ interesu¸wiæ nas vopros – tak nazyvaemaØ problema bazisnosti vosproizvodØwih Øder. Kogda ortogonal~nye proekcii normalizovannyh vosproizvodØwih Øder v H^2_+(Ω) v toqkah

z_j ∈ Ω, j = 1, 2 . . ., na zamykanie lineænoæ oboloqki vosproizvo-

dØwih Øder, sootvetstvu¸wih drugoæ posledovatel~nosti toqek

t_1, t_2, · · · ∈ Ω, obrazu¸t tam bazis Rissa?

V sluqae, kogda Ω = D – ediniqnyæ krug, obe ffti problemy horoxo izvestny i tesno svØzany meßdu soboæ. Rexenie pervoæ iz nih svoditsØ k dvum razliqnym opisaniØm. Pervoe opisanie – ffto izvestnaØ teorema Hel~sona–Segë (sm., naprimer, [2, 3] ili [4]). Oboznaqim qerez P lineænoe prostranstvo vseh trigonometriqeskih polinomov na ediniqnoæ okrußnosti T, kotoroe, oqevidno, plotno v C(T), L_2(T) i L_2(dμ).

Teorema Hel~sona–Segë. Pust~ dμ – koneqnaØ poloßitel~naØ

mera na ediniqnoæ okrußnosti T. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny.

(1) Proektor Rissa P_+ = P_H2_+ prodolßim s P kak ograniqennyæ operator na vse prostranstvo L_2(dμ).

(2) Ugol meßdu Clos_{L2(dμ)}{H^2_+(T)∩ C(T)} i Clos_{L2(dμ)}{H^2_−(T)∩

C(T)} poloßitelen. Zdes~ H^2_−(T) = {^¯f : f ∈ H^2_+, f(0) = 0}.

(3) dμ = |h|^{2 dφ}_{2π} gde h – vnexnØØ funkciØ iz H^2_+ i norma operatora GankelØ H h̄ = (I − P_+)^{h̄} |H^2_+ men~xe 1:

|H h̄ | = dist ( h̄ h , H^∞(T)) < 1.

(4) Mera dμ absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega dφ 2π i suwestvu¸t ograniqennye vewestvennye funkcii u i

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 163

v na Ttakie, qto 2πdμ/dφ = e^{u+ṽ}, ‖v‖_∞ < π/2, (HS) gde ṽ – funkciØ, garmoniqeski soprØßennaØ funkcii v.

Drugoe opisanie daetsØ teoremoæ Hanta–Makkenhoupta–Videna [5] i utverßdaet, qto dμ ∈ (HS) togda i tol~ko togda, kogda

dμ = w^{dφ}_{2π} , w ∈ L_1(T) i ves w udovletvorØet uslovi¸ Makkenho-

upta A_2 (A_2(T)):

sup_I 1 |I| ∫ I w dφ 2π · 1 |I| ∫ I 1 w dφ 2π < ∞, (A_2(T))

gde supremum beretsØ po vsem intervalam (dugam) na ediniqnoæ okrußnosti i |I| oboznaqaet dlinu intervala I.

Horoxo izvestno, qto uslovie A_2 imeet drugu¸, ffkvivalentnu¸ formu: sup_{λ∈D} 1 2πi ∫ T^{1 − |λ|2|1 − λ̄ζ|2 w dζζ · 12πi} ∫ T^{1 − |λ|2|1 − λ̄ζ|2 1w dζζ < ∞. (A′2(T))} Esli dlØ f ∈ L_1(T) my oboznaqim qerez f(λ) znaqenie garmoniqeskogo (puassonovskogo) rasxireniØ f vnutr~ D, to poslednee uslovie moßet byt~ perepisano v vide

sup_{λ∈D} w(λ) · ( 1 w )(λ) < ∞. V neskol~ko bolee obweæ postanovke vtoraØ problema sostoit v sledu¸wem.

Pust~ B i Θ – vnutrennie funkcii v ediniqnom kruge D i pust~ K_B = H^2_+ ⊖BH^2_+ i K_Θ = H^2_+ ⊖ΘH^2_+ – sootvetstvu¸wie koinvariantnye podprostranstva. My interesuemsØ sledu¸wim voprosom. Kogda operator ortogonal~nogo proektirovaniØ P_{KΘ} K_B iz K_B na K_Θ ØvlØetsØ izomorfizmom? Otvet na fftot vopros takße horoxo izvesten (sm. [2, 6–8]), on utverßdaet, qto operator proektirovaniØ – izomorfizm togda i tol~ko togda, kogda otnoxenie B/Θ predstavlØetsØ v vide B Θ = h̄ h ,

164 S. I. FEDOROV

gde h ∈ H^2_+ – tak nazyvaemaØ vnutrennØØ funkciØ Hel~sona–Segë, t.e. funkciØ, dlØ kotoroæ ugol v L_2(|h|^2dφ) na ediniqnoæ okrußnosti meßdu podprostranstvami ⋁ n<0{z^n} i ⋁ n≥0{z^n} nenule-

voæ. �kvivalentnoe uslovie sostoit v tom, qto h udovletvorØet uslovi¸ Makkenhoupta A_2(T) na ediniqnoæ okrußnosti T.

My budem imet~ delo s analogiqnymi problemami v sluqae

(g + 1)-svØznoæ oblasti, g > 0. PervaØ trudnost~, voznika¸waØ

v fftom sluqae, sostoit v tom, qto v protivopoloßnost~ sluqa¸ ediniqnogo kruga, gde L_2(T) = H^2_+ ⊕ H^2_− i vse mery na T “ortogonal~nye” k R(D)_− = {f̄ : f ∈ R(D), f(0) = 0}, po teoreme brat~ev Riss, ime¸t vid h^{dφ}_{2π} , h ∈ H^1(T), v naxem sluqae

L_2(Γ, dη_a) = H^2_+(Γ) ⊕ H^2_−(Γ) ⊕ M, zdes~ H^2_− = {f̄ : f ∈ H^2_+, f(a) = 0}

i M – g-mernoe tak nazyvaemoe defektnoe prostranstvo (sm. [1, 9, 10]). Bolee togo, dlØ koneqnyh mer na Γ analog teoremy brat~ev Riss imeet sledu¸wiæ vid (sm. [10]): dμ ⊥ R_0(Ω)= {f̄ : f ∈ R(Ω), f(a)=0} ⇐⇒ dμ = hdη_a, h ∈ {H^1 +M}. DrugaØ sloßnost~ svØzana so sledu¸wimi faktami. Vmesto odnogo ili pary H^p_+ i H^p_−, 1 ≤ p ≤ ∞, prostranstv Hardi v naxem sluqae imeetsØ celaØ xkala (g-mernyæ vewestvennyæ tor) tak nazyvaemyh harakter-avtomorfnyh prostranstv Hardi H^p_{+,κ}(Γ), parametrizovannyh vektorom κ = {κ_1, . . . , κ_g} iz g-mernogo vewestvennogo tora R^g/Z^g (sm., naprimer, [10]). Kaßdoe iz prostranstv H^p_{+,κ}(Γ) est~ podprostranstvo L_p(Γ) i sostoit iz teh funkciæ f, dlØ kotoryh:

(1) f lokal~no analitiqna v Ω. (2) |f| odnoznaqen v Ω.

(3) VsØkiæ analitiqeskiæ fflement (rostok) funkcii f posle analitiqeskogo prodolßeniØ vdol~ l¸bogo zamknutogo cikla v Ω, gomologiqnogo Γ_j , j = 1, . . . , g zarabatyvaet unimodulØrnyæ mnoßitel~ e^{2πiκj} .

(4) f imeet nekasatel~nu¸ predel~nu¸ funkci¸ (predel~- nye znaqeniØ) f̃ poqti vs¸du otnositel~no mery η_a na Γ, kotoraØ prinadleßit L_p(Γ).

Pri l¸bom haraktere κ prostranstvo L_2(Γ) moßet byt~ razloßeno v ortogonal~nu¸ summu

H^2_{+,κ} ⊕ H^2_{−,κ} ⊕ M_κ,

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 165

gde H^2_{−,κ} = {f̄ |f ∈ H^2_{+,−κ}, f(a) = 0} i M_κ – tak nazyvaemoe κavtomorfnoe defektnoe prostranstvo, dim M_κ = g + 1.

Esli oboznaqit~ qerez P^+_κ ortogonal~nyæ “proektor Rissa” v

L^2(Γ) na H^2_{+,κ}, to dlØ l¸byh κ, ν ∈ R^g/Z^g i f ∈ L^∞ moßno rassmo-

tret~ celu¸ xkalu operatorov GankelØ H^{κ,ν}_f = (I − P^{κ+ν}_+ )f|H^2_{+,κ} (sm. [10]). K soßaleni¸, dlØ norm fftih operatorov ime¸t mesto lix~ sledu¸wie ravenstva

sup_κ |H^{κ,ν}_f | = max_κ |H^{κ,ν}_f | = dist_L∞ (f, H^∞_{+,κ}),

i maksimum po vsem harakteram κ dostigaetsØ tol~ko dlØ nekotoryh znaqeniØ κ (sm. [10, 11]).

�ti harakter-avtomorfnye prostranstva Hardi estestvennym obrazom voznika¸t pri obsußdenii voprosov faktorizacii [12], ob invariantnyh podprostranstvah [13–17, 10], o subnormal~nyh operatorah [18], ob ffkstremal~nyh polinomah [19], interpolØcii Nevanlinny–Pika [11, 20] i spektral~nogo analiza poqti periodiqeskih matric ˚kobi [21]. Vse ffti prostranstva odinakovo vaßny pri raznyh znaqeniØh κ i nax pervonaqal~nyæ vybor prostranstva odnoznaqnyh funkciæ (κ = 0) predstavlØet soboæ lix~ qastnyæ sluqaæ. K primeru, podprostranstvo D prostranstva H^2_{+,κ}, invariantnoe otnositel~no umnoßeniØ na l¸- bu¸ funkci¸ iz H^∞, imeet vid (sm., naprimer, [12–16, 10]) D = B_ν H^2_{+,κ−ν}, gde B_ν – tak nazyvaemaØ harakter-avtomorfnaØ vnutrennØØ funkciØ, sootvetstvu¸waØ harakteru ν (podrobnosti sm. v § 2).

Vse vyxeskazannoe pobußdaet rassmatrivat~ vmesto naxeæ pervonaqal~noæ problemy modificirovannu¸ bolee obwu¸ problemu opisaniØ teh koneqnyh poloßitel~nyh mer dμ na Γ, dlØ kotoryh κ-avtomorfnyæ “proektor Rissa” P^κ_+ , κ ∈ R^g/Z^g, moßet byt~ prodolßen s plotnogo mnoßestva v L_2(dμ) ∩ L_2 kak ograniqennyæ operator na vse prostranstvo L_2(dμ), t.e. teh mer, dlØ kotoryh ∫ Γ |P^κ_+f|^2dμ ≤ C ∫ Γ |f|^2dμ ∀f ∈ L_2(Γ, dμ) ∩ L_2(dμ). (1^′) Bolee obwaØ “harakter-avtomorfnaØ” postanovka vtoroæ problemy formuliruetsØ sledu¸wim obrazom.

166 S. I. FEDOROV

Pust~ B_μ i Θ_λ – harakter-avtomorfnye vnutrennie funkcii v oblasti Ω, i pust~ K^κ_{Bμ} = H^2_{+,κ} ⊖ B_μH^2_{+,κ−μ} i K^κ_{Θλ} =

H^2_{+,κ} ⊖ Θ_λH^2_{+,κ−λ} – sootvetstvu¸wie koinvariantnye podpro-

stranstva v H^2_{+,κ}. Kogda operator ortogonal~nogo proektirovaniØ P_Kκ_{Θλ} K_{Bμ} iz K^κ_{Bμ} na K^κ_{Θλ} ØvlØetsØ izomorfizmom?

ObladaØ znaniem vseh vyxeupomØnutyh faktov, avtor somnevalsØ v tom, qto ukazannye problemy mogut imet~ prostye otvety. K udivleni¸ (i k sqast~¸) otvet na pervu¸ problemu, kotoryæ my daem niße, v toqnosti takoæ ße kak v sluqae ediniqnogo kruga i ne zavisit ot vybora κ. Formulirovki sootvetstvu¸wih rezul~tatov privodØtsØ v § 3 nastoØweæ raboty.

Kak i sledovalo predpolagat~, rexenie pervoæ problemy ØvlØetsØ suwestvennym dlØ rexeniØ problemy ob obratimosti proekcii iz odnogo koinvariantnogo podprostranstva na drugoe, no, kak okazyvaetsØ, ego ne dostatoqno.

VyØsnØetsØ, qto rexenie vtoroæ problemy (osnovnye utverßdeniØ privedeny v § 5) trebuet ewe i opisaniØ (v terminah neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ) teh koneqnyh poloßitel~nyh mer dμ na Γ, dlØ kotoryh ugol v L_2(Γ, dμ) meßdu L_2(Γ, dμ)∩H^2_{+,κ} i

L_2(Γ, dμ)∩H^2_{−,κ} nenulevoæ. Rexenie fftoæ problemy (takße v vide

formulirovok osnovnyh rezul~tatov) privoditsØ v § 4. Polnoe izloßenie rezul~tatov paragrafov 3, 4 i 5 dano v preprintah [22–24], i budet opublikovano v drugih izdaniØh.

2. Naqal~nye svedeniØ

V dal~neæxem my rassmatrivaem plosku¸ oblast~ kak polovinu ee dublØ – kompaktnoæ rimanovoæ poverßnosti, i suwestvenno ispol~zuem fakty teorii funkciæ na takih poverhnostØh.

2.1. My rassmatrivaem naxu (g+1)-svØznu¸ oblast~ Ω = Ω+ kak rimanovu poverhnost~ s kraem i oboznaqaem qerez Ω̂ ee dubl~ – kompaktnu¸ rimanovu poverhnost~ roda g, kotoraØ topologiqeski poluqaetsØ iz dvuh kopiæ Ω_+ i Ω_− oblasti Ω otoßdestvleniem toqek granicy ∂Ω_±^{def}= Γ (t.e. prikleivaniem vtoroæ kopii

Ω_− oblasti Ω k Ω_+ vdol~ ∂Ω_+ ) i kompleksnaØ struktura po-

luqaetsØ “otraßeniem” kompleksnoæ struktury iz Ω_+ ∪ ∂Ω_+ na

Ω_−. Invol¸ciØ J : Ω̂ −→ Ω̂, ostavlØ¸waØ na meste toqki Γ i

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 167

perestavlØ¸waØ mestami odinakovye toqki Ω_+ i Ω_−, ØvlØetsØ antigolomorfnoæ.

Zafiksiruem toqku P_0 ∈ Γ_0 i provedem orientirovannye razrezy γ_1, . . . , γ_g iz P_0 k graniqnym komponentam Γ_1, . . ., Γ_g sootvetstvenno, kotorye za iskl¸qeniem svoih koncov polnost~¸ leßat v Ω_+ i pereseka¸t drug druga lix~ v toqke P_0. My zadaem gomologiqeskiæ byzis na kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti Ω̂ roda g sledu¸wim obrazom: b-cikly – ffto prosto graniqnye komponenty, b_j = Γ_j, j = 1, . . . , g, a a-cikly stroØtsØ iz razrezov γ_j i ih antigolomorfnyh otraßeniæ J(γ_j ) na Ω_−, a_j = γ_j − J(γ_j ), j = 1, . . ., g. Rassmotrim g-mernoe vektornoe prostranstvo N golomorfnyh differencialov na Ω̂ i zafiksiruem ego normalizovannyæ bazis

ω_1, . . . , ω_g, dvoæstvennyæ k vybrannomu bazisu gomologiæ: ∫ a_j ω_k = δ_{j,k}, gde δ_{j,k} – simvol Kronekera. Differencialy ω_j ØvlØ¸tsØ qisto mnimymi na Γ i antisimmetriqny po otnoxeni¸ k antigolomorfnoæ invol¸cii J, J^∗ω^{def}= ω_j (J(z)) = −ω_j(z), pofftomu matrica b-periodov τ = {∫ b_j ωk }_g j,k=1 predstavima v vide τ = iP , gde P – vewestvennaØ poloßitel~no opredelennaØ matrica. PolnaØ

g × 2g rimanova matrica periodov predstavima v vide ∫ a_1 ⃗ω, . . . , ∫ a_g ⃗ω : ∫ b_1 ⃗ω, . . . , ∫ b_g ⃗ω = [Ig : τ ],

gde ⃗ω = (ω_1, . . . , ω_g)^t i I^g – g × g ediniqnaØ matrica.

Oboznaqim qerez dη_{P,J (P )}, gde P, Q ∈ Ω̂, P ≠ Q, normalizovannyæ differencial tret~ego roda s edinstvennymi prostymi pol¸sami v toqkah P i Q s vyqetami^1_{2πi} i −^1_{2πi} sootvetstvenno, ∫ a_j dη_{P,Q} = 0, j = 1, . . . , g. Zametim, qto dlØ toqki P ∈ Ω_+ sußenie

differenciala dη_{P,J (P )} na Γ zadaet v toqnosti garmoniqesku¸ meru dη_P . Imeet mesto tesnaØ svØz~ meßdu garmoniqeskoæ meroæ oblasti Ω_+ otnositel~no P i funkcieæ Grina G(z, P ) fftoæ

168 S. I. FEDOROV

oblasti s osobennost~¸ v toqke P^{1)} :

2π Im z∫ P_0 dη_{P,J (P )} = G(z, P ) ili 2πdη_{P,J (P )} = 2i ∂G(z, P ) ∂z dz. 2.2. Divizor na^^Ω est~ koneqnaØ formal~naØ summa a = k∑ j=1 n_jP_j , n_j ∈ Z, P_j ∈ Ω̂. Divizor a nazyvaetsØ poloßitel~nym (a ≥ 0), esli n_j ≥ 0 dlØ vseh j. PorØdok divizora opredelØetsØ ravenstvom

ord (a) = k∑ j=1 n_j. Divizor meromorfnoæ na Ω̂ funkcii f nazyvaetsØ glavnym divizorom i oboznaqaetsØ qerez (f). Oqevidno, ord (f) = 0. Oboznaqim qerez L(Ω̂) pole meromorfnyh funkciæ na Ω̂, a qerez L(a) – vektornoe prostranstvo { f ∈ L(Ω̂) : (f) ≥ a } , r(a)^{def}= dim L(a).

Divizory a, b nazyva¸tsØ ffkvivalentnymi (a ∼ b), esli ih raznost~ ØvlØetsØ glavnym divizorom.

Divizor meromorfnogo differenciala ω na Ω̂ takße oboznaqaetsØ qerez (ω) i nazyvaetsØ kanoniqeskim, a sootvetstvu¸wee vektornoe prostranstvo meromorfnyh differencialov na Ω̂ oboznaqaetsØ qerez N(Ω̂). Pust~ takße N(a)^{def}= { ω ∈ N(Ω̂) : (ω) ≥ a } , i(a)^{def}= dimN(a). L¸bye dva kanoniqeskih

divizora ffkvivalentny i porØdok l¸bogo kanoniqeskogo divizora raven 2g − 2. Deæstvie antigolomorfnoæ invol¸cii J oqevidnym obrazom rasprostranØetsØ na divizory.

Teorema Rimana–Roha glasit, qto

r(−a) = ord (a) − g + 1 + i(a).

Rexetka periodov golomorfnyh differencialov est~ rexetka

Z^g + τ Z^g v C^g . Kompleksnyæ tor Jac (^^Ω) = C^g /Z^g + τ Z^g nazyvaetsØ

1)NaqinaØ s fftogo mesta differencial dη_{P,J(P )} budet nazyvaet~sØ garmoniqeskoæ meroæ oblasti v toqke P i oboznaqat~sØ qerez dη_P .

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 169

Økobianom (Økobievym mnogoobraziem) rimanovoæ poverhnosti Ω̂. Otobraßenie AbelØ–˚kobi s naqal~noæ toqkoæ P_0 (napomnim, qto my vybrali P_0 na Γ_0 = b_0) opredelØetsØ formuloæ

φ(P ) = P∫ P 0 ⃗ω, P ∈ Ω̂. Otobraßenie φ : Ω̂ −→ C^g mnogoznaqno i, sledovatel~no, ne ØvlØetsØ korrektno opredelennym, no ono korrektno opredeleno kak otobraßenie iz Ω̂ v Jac (Ω̂). Otobraßenie φ est~ odnolistnoe konformnoe otobraßenie Ω̂ na ego obraz v Jac (Ω̂). Otobraßenie φ (a tak ße i φ_0(P )) moßet byt~ prodolßeno na D_0(Ω̂) – divizory porØdka 0 na Ω̂. Esli a = k∑ j=1 n_j P_j, k∑ j=1 n_j = 0,

to my polagaem φ(a) = k∑ j=1 n_jφ(P_j ). Teorema AbelØ utverßdaet, qto dlØ a ∈ D_0(Ω̂) φ(a) = 0 togda i tol~ko togda, kogda a – glavnyæ divizor.

Divizor nuleæ garmoniqeskoæ mery vη_{P,J (P )} imeet porØdok 2g, simmetriqen po otnoxeni¸ k J i imeet vid Z^∗ + J(Z^∗), gde

Z^∗ ⊂ Ω_+, Z^∗ = z^∗_1 + · · ·+ z^∗_g ,z^∗_1 , . . . , z^∗_g – kritiqeskie toqki funkcii

Grina G(z, P ). Pofftomu divizor Z^∗ = Z^∗(P ) qasto nazyva¸t kritiqeskim divizorom Grina. φ-obraz divizora Z^∗ − gP_0 na Jac (Ω̂) dostatoqno Øvno opredelen v terminah teta-funkciæ Rimana na

Jac (Ω̂) (sm. [15, 21]).

2.3. DlØ l¸bogo divizora a porØdka 0, a =^{∑k}_{j=1} Qj −^{∑k}_{j=1} Pj, i l¸bogo vektora ⃗c = (c_1, . . . , c_g) ∈ C^g funkciØ fa,⃗c = exp(2πi P∫ P_0 ω(a, ⃗c)), ω(a, ⃗c) = k∑ j=1 η_{Qj ,Pj} + g∑ l=1 c_lω_l, (2)

ØvlØetsØ tak nazyvaemoæ mul~tiplikativnoæ meromorfnoæ funkcieæ na Ω̂, sootvetstvu¸weæ divizoru a i vektoru ⃗c ∈ C^g . A imenno, fa_{,⃗c}(P ) – lokal~no meromorfnaØ mnogoznaqnaØ funkciØ na Ω̂,

170 S. I. FEDOROV

qeæ harakter mnogoznaqnosti opredelØetsØ 2g-mernym vektorom

χ = ( ∫ a_1 ω(a, ⃗c), . . . , ∫ a_g ω(a, ⃗c) : ∫ b_1 ω(a, ⃗c), . . ., ∫ b_g ω(a, ⃗c)) a- i b-periodov differenciala ω(a, ⃗c), kotoryæ, v silu bilineænyh sootnoxeniæ dlØ differencialov pervogo i tret~ego roda, raven (⃗c : τ⃗c + φ(a)). ZnaqeniØ f_1, f_2 funkcii fa_{,⃗c} v toqke P , sootvetstvu¸wie dvum razliqnym putØm integrirovaniØ l_1, l_2 iz P_0 v P , dlØ kotoryh cikl l = l_2 −l_1 gomologiqen ∑_g j=1 n_j a_j + ∑_g j=1 m_jb_j ,

svØzany meßdu soboæ ravenstvami f_2 = exp(2πi⟨χ, ⃗n_l⟩)f_1, gde ⟨χ, ⃗n_l⟩ = g∑ j=1 n_jχ_j + g∑ j=1 m_jχ_{g+j} . Obratnoe toße verno (sm., naprimer, [22]), vsØkaØ mul~tiplikativnaØ meromorfnaØ funkciØ na Ω̂ imeet vid (2).

Rassmotrim vektornoe prostranstvo H_κ, κ ∈ R^g/Z^g, funkciæ f, lokal~no analitiqeskih v Ω_+ , ime¸wih tam odnoznaqnyæ modul~ i takih, qto analitiqeskoæ prodolßenie l¸bogo funkcional~nogo fflementa f vdol~ zamknutogo puti, gomologiqnogo ∑_g j=1 m_j b_j , privodit k umnoßeni¸ naqal~nogo znaqeniØ na uni-

modulØrnyæ postoØnnyæ mnoßitel~ (harakter)

exp(2πi g∑ j=1 m_j κ_j ), κ = (κ_1, . . . , κ_g).

S fftogo momenta termin “harakter” budet nami ispol~zovat~- sØ dlØ fflementov κ ∈ R^g/Z^g; ffto oznaqaet, qto vmesto obyqnogo mul~tiplikativnogo predstavleniØ fundamental~noæ gruppy oblasti Ω̂ v T^g my ispol~zuem (ffkvivalentnoe) additivnoe predstavlenie.

Funkcii iz prostranstva H_κ nazyva¸tsØ modul~-avtomorfnymi ili harakter-avtomorfnymi funkciØmi, sootvetstvu¸wimi harakteru κ, ili prosto κ-avtomorfnymi. �ti funkcii moßno rassmatrivat~ kak odnoznaqnye analitiqeskie funkcii f v odnosvØznoæ oblasti Ω^′_+ = Ω_+ \ ⋃_g j=1 γ_j s nepreryvnym modulem |f|

v Ω_+ takie, qto predely f(P ±) = lim_{z→P ±} f(z) suwestvu¸t na ⋃_g j=1 γ_j ∩ Ω_+ i udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ f(P +) = e^{2πiλj} f(P −), P ∈ γ_j , j = 1, . . ., g; zdes~ predely pri z → P +, z → P − na

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 171

γ_j ponima¸tsØ kak predely sootvetstvenno s levoæ i s pravoæ

storony ot γ_j .

Sleduet otmetit~, qto ediniqnyæ krug D ØvlØetsØ universal~noæ nakryva¸weæ π : D −→ Ω_+ oblasti Ω_+. Gruppa nakryva¸wih preobrazovaniæ Σ (fuksova gruppa vtorogo roda) izomorfna fundamental~noæ gruppe π_1(Ω_+ , P_0) ukazannoæ oblasti, i vsØkiæ fflement f ∈ H_κ podnimaetsØ v odnoznaqnu¸ golomorfnu¸ funkci¸ f̃ na D taku¸, qto |f̃ ∘ σ| = |f̃|, σ ∈ Σ i f̃ ∘ σ_j = e^{2πiλj} f̃ , gde σ_j ∈ Σ sootvetstvuet fflementu γ_j^{−1}b_jγ_j v π_1(Ω_+ , P_0). Sootvetstvu¸wee podnØtoe prostranstvo H_κ = H_κ(D) takße budet nazyvat~sØ prostranstvom harakter-avtomorfnyh funkciæ.

S fftogo momenta my fiksiruem universal~noe nakryva¸wee otobraßenie π : D −→ Ω_+ usloviem π(0) = a dlØ nekotoroæ fiksirovannoæ toqki a ∈ Ω_+ i rassmatrivaem garmoniqesku¸ meru

dη_a kak ishodnu¸ meru na Γ. Qerez L_p(Γ), p ≥ 1, my oboznaqaem

obyqnoe prostranstvo L_p na Γ po mere dη_a.

Prostranstva H^p_{+,κ} = H^p_{+,κ}(Γ), upominavxiesØ v predyduwem paragrafe, est~ prostranstva teh funkciæ f iz H_κ, kotorye ime- ¸t nekasatel~nye predel~nye graniqnye znaqeniØ f̂ na Γ p.v. po mere dη_a, prinadleßawie L_p(Γ). VsØkaØ funkciØ f iz H^p_{+,κ} podnimaetsØ na universal~nu¸ nakryva¸wu¸ kak funkciØ f̃ iz

H_κ(D)∩H^p_+(D), gde H^p_+(D) = H^p_+(D) = H^p_+(T) – obyqnoe prostran-

stvo Hardi v ediniqnom kruge. DlØ podnØtogo prostranstva my ispol~zuem tu ße abbreviaturu, qto i dlØ prostranstva v oblasti.

Mul~tiplikativnye meromorfnye funkcii na Ω̂ vida (2) s

P_j = J(Q_j ), Q_j ∈ Ω_+, Re c_j = 0, j = 1, . . ., g, pri toqke P i puti

integrirovaniØ iz P_0 v P , soderßawihsØ v Ω_+ , ØvlØ¸tsØ vaßnym primerom harakter-avtomorfnyh funkciæ. Tak, funkciØ b_Q^{def}= f_{Q−J (Q),⃗}0, Q ∈ Ω_+, ØvlØetsØ harakter-avtomorfnoæ funkcieæ s harakterom κ =

κ(Q) = Re φ(Q − J(Q)), sßima¸weæ v Ω_+, unimodulØrnoæ na Γ,

s edinstvennym prostym nulem v toqke Q (i edinstvennym pol¸som v J(Q)). �tu funkci¸ my budem nazyvat~ fflementarnym faktorom BlØxke s nulem v toqke Q. Pod harakter-avtomorfnym proizvedeniem BlØxke my budem ponimat~ proizvedenie (koneqnoe ili beskoneqnoe) fflementarnyh faktorov BlØxke (otnositel~no usloviæ na mnoßestvo nuleæ faktorov BlØxke, neobho-

172 S. I. FEDOROV

dimyh i dostatoqnyh dlØ ravnomernoæ shodimosti proizvedeniØ BlØxke, sm., naprimer, [9]). PodnØtie b_Q na universal~nu¸ nakryva¸wu¸ ØvlØetsØ obyqnym proizvedeniem BlØxke v ediniqnom kruge s mnoßestvom nuleæ π^{−1}(Q).

V dal~neæxem qerez B_Z my budem oboznaqat~ proizvedenie BlØxke s divizorom nuleæ Z. Tak, B_Z∗ budet koneqnym proizvedeniem BlØxke, sootvetstvu¸wim kritiqeskomu divizoru Grina (s nulØmi v kritiqeskih toqkah funkcii Grina G(z, a)), s harakterom κ^∗ = κ_Z∗ = Re φ(Z^∗ − J(Z^∗)).

Po analogii s teorieæ v ediniqnom kruge my rassmatrivaem takße prostranstvo

H^2_{−,κ} = {¯ f : f ∈ H^2_{+,−κ}, f(a) = 0 } . Prostranstva H^2_{+,κ} i H^2_{−,κ} ortogonal~ny, poskol~ku ⟨f, ḡ⟩ = ∫ Γ fgdη_a = f(a)g(a) dlØ f ∈ H^2_{+,κ}, g ∈ H^2_{+,−κ}. Prostranstvo H^2_{−,κ}

moßet tak ße traktovat~sØ kak prostranstvo Hardi na vtorom “liste” Ω_− dublØ Ω̂.

Prostranstvo H^2_{+,κ} ØvlØetsØ funkcional~nym gil~bertovym prostranstvom, i dlØ vsØkoæ toqki t ∈ Ω_+ suwestvuet vosproizvodØwee Ødro k(·, t, κ) = k^κ_t , ⟨f, k^κ_t ⟩ = f(t), dlØ vseh f ∈ H^2_{+,κ} (vyraßenie dlØ k^κ_t v terminah teta-funkcii Rimana na Jac (Ω̂) moßno naæti v [26]).

DlØ l¸bogo κ ∈ R^g/Z^g i l¸boæ vnutrenneæ funkcii B v Ω_+ s harakterom κ_B rassmotrim koinvariantnye podprostranstva

K^κ_B = H^2_{+,κ} ⊖ BH^2_{+,κ−κB} , K̄^κ_B = H^2_{−,κ} ⊖ 1 B H^2_{−,κ+κB} . V sluqae kritiqeskogo divizora Grina Z^∗ = {z^∗_1 + · · · + z^∗_g } my imeem g-mernoe prostranstvo

K^κ_Z∗ = H^2_{+,κ} ⊖ B_Z∗ H^2_{+,κ−κ}∗ , κ^∗ = κ(Z^∗) = Re φ(Z^∗ − J(Z^∗)),

natØnutoe na vosproizvodØwie Ødra v toqkah z^∗_j , j = 1, . . . , g. Togda

L^2(Γ) = H^2_{−,κ} ⊕ M_κ ⊕ H^2_{+,κ}, M_κ = 1 B_Z∗ K^{κ+κ∗}_Z∗ = B_Z∗K̄^{κ−κ∗}_Z∗ , gde M_κ – tak nazyvaemoe κ-avtomorfnoe defektnoe prostranstvo,

dimM_κ = g.

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 173

2.4. Bolee obwe, pod harakter-avtomorfnoæ meromorfnoæ funkcieæ na Ω̂ my budem ponimat~ funkci¸ vida (2) s ⃗c ∈ Z^g i φ(a) = κ ∈ R^g/Z^g po modul¸ rexetki Z^g + τ Z^g. PonØtno, qto takaØ funkci¸ sootvetstvuet v toqnosti harakteru κ. Analog teoremy AbelØ (sm., naprimer, [28]) utverßdaet, qto divizor a porØdka nul~ ØvlØetsØ divizorom harakter-avtomorfnoæ funkcii togda i tol~ko togda, kogda φ(a) = κ ∈ R^g/Z^g, i v fftom sluqae κ est~ v toqnosti harakter fftoæ funkcii. Divizor harakter-avtomorfnoæ funkcii f takße budet oboznaqat~sØ qerez (f) (Øsno, qto deg (f) = 0). My budem oboznaqat~ qerez L_κ(Ω̂) vektornoe prostranstvo κ-avtomorfnyh meromorfnyh funkciæ na Ω̂, a qerez L_κ(a) – vektornoe prostranstvo { f ∈ L_κ(Ω̂) : (f) ≥ a } , r^κ[a] = dim L_κ(a). My moßem takße rassma-

trivat~ harakter-avtomorfnye meromorfnye differencialy na Ω̂. V deæstvitel~nosti, ffti differencialy poluqa¸tsØ umnoßeniem meromorfnyh differencialov na harakter-avtomorfnye funkcii na Ω̂. Vektornoe prostranstvo κ-avtomorfnyh meromorfnyh differencialov budet oboznaqat~sØ qerez N_κ, a

N_κ(a) = {ω ∈ N_κ : (ω) ≥ a} , i^κ[a] = dimN_κ(a),

gde qerez (ω) my snova oboznaqaem divizor ω. Variant teoremy Rimana–Roha dlØ harakter-avtomorfnyh funkciæ i differencialov utverßdaet, qto dlØ l¸bogo divizora a na Ω̂ r^κ[a] = −deg(a) − g + 1 + i^{−κ}[−a]. V fftih oboznaqeniØh, oqevidno, imeem

M_κ = L_κ(J(a) − Z^∗ − J(Z^∗)),

i, sledovatel~no, r^κ[J(a)−J(Z^∗)] = 0, poskol~ku inaqe nenulevaØ funkciØ iz L_κ(J(a) − J(Z^∗)) prinadleßala by M_κ i H^2_{+,κ} odnovremenno.

Niße my ispol~zuem dva tehniqeskih fakta, dokazannye v [23].

Lemma 2.1. DlØ l¸bogo poloßitel~nogo divizora Z porØdka g na

Ω̂, φ(Z) = μ + τ ν, μ, ν ∈ Rg/Zg, suwestvuet poloßitel~nyæ divizor T porØdka g, T = t_1 + · · · + t_g, t_1 ∈ Γ_1, . . . , t_g ∈ Γ_g , takoæ, qto φ(T ) = (1, 1, . . ., 1)^t + τ ν. Takim obrazom, Im φ(T − Z) = 0 i, po

174 S. I. FEDOROV teoreme AbelØ dlØ harakter-avtomorfnyh funkciæ, suwestvuet ((1, . . . , 1) − μ)-avtomorfnaØ funkciØ s divizorom T − Z.

Lemma 2.2. DlØ l¸bogo poloßitel~nogo divizora Z porØdka g na

Ω̂, φ(Z) = μ_Z + τ ν_Z , μ_Z , ν_Z ∈ Rg/Zg, suwestvuet poloßitel~nyæ divizor T porØdka g, soderßawiæsØ polnost~¸ vnutri oblasti Ω_+ , dlØ kotorogo φ(T ) = μ_T +τ ν. Takim obrazom, Im φ(T −Z) = 0 i, po teoreme AbelØ dlØ harakter-avtomorfnyh funkciæ, suwestvuet (μ_T − μ_Z )-avtomorfnaØ funkciØ s divizorom T − Z.

2.5. Pust~ L, M – podprostranstva gil~bertova prostranstva H i L∩M = {0}. Togda na summe L+M moßno opredelit~ operator P_{L‖M} : l + m −→ l, l ∈ L, m ∈ M, – tak nazyvaemyæ kosoæ proektor na L parallel~no M . Po teoreme o zamknutom grafike, ograniqennost~ fftogo operatora ffkvivalentna tomu, qto L + M = Clos (L + M ). Ugol meßdu podprostranstvami L i M opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: “(L, M ) ∈ [0, π/2], cos(L, M ) = sup_{x∈L,y∈M}^{⟨x, y⟩}_{‖x‖ · ‖y‖} . Legko videt~, qto

cos(L, M ) = sup_{x∈L} ‖P_M x‖ ‖x‖ = |P_M P_L|, sin(L, M ) = inf_{x∈L} ‖(I − P_M )x‖ ‖x‖ = |P_{L‖M} |^{−1}, gde P_L, P_M – ortogonal~nye proekcii na L i M sootvetstvenno.

3. Harakter-avtomorfnye analogi teorem Segë i Hel~sona–Segë i usloviØ Makkenhoupta 3.1. KlassiqeskaØ teorema Segë dlØ ediniqnogo kruga utverßdaet, qto esli dμ = h^{dφ}_{2π} + dμ_s – koneqnaØ poloßitel~naØ mera na ediniqnoæ okrußnosti T s absol¸tno nepreryvnoæ i singulØrnoæ komponentami h^{dφ}_{2π} i dμ_s sootvetstvenno, to

{dist_{L2(dμ)} (1, A_0)}^2 = inf_{p∈A0} ∫ T^{|1 − p|2dμ =} inf_{p∈A0} ∫ T^{|1 − p|2h dφ2π = exp} ∫ T^{log h dφ2π ,}

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 175

gde A – ravnomernaØ algebra vseh funkciæ, analitiqeskih v ediqnom kruge D i nepreryvnyh vplot~ do granicy, A =

Clos_L∞^∞ ⋁ j=0 {z^j}, a A_0 = zA – podalgebra A, sostoØwaØ iz funk-

ciæ, ravnyh nul¸ v naqale koordinat.

Takim obrazom, esli dμ – singulØrnaØ mera, to 1 ∈ Clos_{L2(dμ)}A_0 i Clos_{L2(dμ)}A_0 = L_2(dμ).

Otmetim, qto teorema Segë dopuskaet sledu¸wee obobwenie. DlØ normalizovannogo vosproizvodØwego Ødra k̃_λ = k_λ/‖k_λ‖_2 = k_λ/ √ k_λ(λ) = √ 1 − |λ|^2/(1 − λ̄ζ), λ ∈ D, vypolnØetsØ

{dist_{L2(dμ)} (k̃_λ, A_λ)}^2 = inf_{p∈Aλ} ∫ T^{|k̃λ − p|2dμ =} inf_{p∈Aλ} ∫ T^{|k̃λ − p|2h dφ2π = exp} ∫ T^{1 − |λ|2|1 − λ̄ζ|2 log h dφ2π ,} zdes~ A_λ – podalgebra A, sostoØwaØ iz funkciæ, obra¸wihsØ v nul~ v toqke λ. Esli ukazannoe rasstoØnie bol~xe nulØ, to

log h ∈ L_1(T). Pofftomu poslednee vyraßenie ravnØetsØ |h^{out}(λ)|^2

– kvadratu modulØ znaqeniØ v toqke λ vnexneæ funkcii h^{out} ∈

H^2_+, |h^{out}|^2 |T= h.

3.2. My naqinaem s obsußdeniØ analoga teoremy Segë dlØ oblasti Ω_+. Nam nußen budet analog algebry A dlØ naxeæ situacii, i fftot analog – prostranstvo B^κ(Ω_+ ) ⊂ H_κ, sostoØwee iz κ-avtomorfnyh funkciæ v Ω_+, nepreryvnyh vplot~ do granicy Γ. BlagodarØ vektornomu (qerez svobodnyæ modul~) predstavleni¸ s nekotoroæ fiksirovannoæ, skaßem, (g + 1)-listnoæ vnutrenneæ funkcieæ θ v Ω_+ i sootvetstvu¸weæ sistemoæ poroßda- ¸wih funkciæ {χ^κ_j }^{g+1}_{j=1} (sm. [10, teoremy 4.1, 4.2, zameqanie 4.1]),

B^κ(Ω_+ ) est~ v toqnosti svobodnyæ (g + 1)-modul~ nad A, t.e.

∀f ∈ B^κ(Ω_+) f = g+1∑ j=1 χ^κ_j f_j (θ), f_j ∈ A, j = 1, . . ., g + 1. Oqevidno, qto

B^κ_λ(Ω_+)^{def}= {f : f ∈ B^κ(Ω_+), f(λ) = 0} = b_λB^{κ−κ(λ)} (Ω_+ ),

gde b_λ, kak i vyxe, – fflementarnyæ faktor BlØxke s edinstvennym nulem v toqke λ, sootvetstvu¸wiæ harakteru κ(λ). Pust~

176 S. I. FEDOROV

takße k̃^κ_λ = k^κ_λ/ √ k^κ_λ(λ) – normalizovannoe vosproizvodØwee Ødro

v toqke λ ∈ Ω_+ v H^2_{+,κ}.

Teorema 3.1. Pust~ dμ = wdηa + dμs – koneqnaØ poloßitel~naØ

mera na Γ s absol¸tno nepreryvnoæ komponentoæ wdη_a i singulØrnoæ komponentoæ dμ_s. Togda

dist_{L2(dμ)} (k̃^κ_λ, B^κ_λ) = inf_{p∈Bκλ} ∫ Γ |k̃^κ_λ − p|^2dμ =

inf_{p∈Bκλ} ∫ Γ |k̃_λ − p|^2wdη_a = k^κ_λ(λ) k^{κ+κ0}_λ (λ) exp ∫ Γ log wdη_λ

pri nekotorom konkretnom znaqenii κ_0 ∈ R^g/Z^g. Bolee togo, esli rassmatrivaemoe rasstoØnie bol~xe nulØ, to poslednee vyraßenie ravno k^κ_λ(λ) k^{κ+κ0}_λ (λ) |h^{out}(λ)|^2,

gde h^{out} κ_0-avtomorfnaØ vnexnØØ funkciØ iz H^2_{+,κ0} , |h^{out}|^2 |_Γ = w.

Zameqanie 3.1. Iz [10, lemma 5.2] nemedlenno sleduet, qto

0 < inf κ,κ^′ ∈R^g/Z^g λ∈Ω_+ k^κ_λ(λ) k^{κ′}_λ (λ) ≤ sup κ,κ^′ ∈R^g/Z^g λ∈Ω_+ k^κ_λ(λ) k^{κ′}_λ (λ) < ∞;

ffto oznaqaet, qto

{dist_{L2(dμ)}(k̃^κ_λ, B^κ_λ)}^2 = k^κ_λ(λ) k^{κ+κ0}_λ (λ) |h^{out}(λ)|^2 ∼ |h^{out}(λ)|^2. Dokazatel~stvo. Zametim, qto esli log w ∈ L1(Γ), to suwestvuet harakter-avtomorfnaØ funkciØ h^{out} ∈ H^2_{+,κ0} pri nekotorom haraktere κ_0. �to – horoxo izvestnyæ fakt, kotoryæ nemedlenno poluqaetsØ iz rassmotreniØ podnØtiØ w na T– granicu univer-

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 177

sal~noæ nakryva¸weæ oblasti Ω_+. Teper~

{dist_{L2(dμ)} (k̃^κ_λ, b_λB^{κ−κ(λ)} )}^2 = inf_{p∈Bκ−κ(λ)} ∫ Γ |k̃^κ_λ − b_λp|^2|h^{out}|^2dη_a =

inf p∈H^2_{+,κ+κ0 −κ(λ)} ∫ Γ |k̃_λh^{out} − b_λp|^2dη_a = ‖P_{{k̃}κ+κ_{0 }}k̃^κh^{out}‖^2

= | | | ⟨ k^κ_λ √ k^κ_λ(λ) h^{out}, k^{κ+κ0}_λ √ k^{κ+κ0}_λ (λ) ⟩| | | 2 = |h^{out}(λ)|^2 k^κ_λ(λ) k^{κ+κ0}_λ (λ) . Pofftomu my dokazali teoremu dlØ mer, absol¸tno nepreryvnyh otnositel~no mery dη_a i ime¸wih summiruemyæ logarifm plotnosti.

Qtoby dokazat~ teoremu dlØ vseh koneqnyh poloßitel~nyh mer na Γ, my dolßny pokazat~, qto

dist_{L2(dμ)} (k̃^κ_λ, B^κ_λ) = dist_{L2(wdηa )}(k̃^κ_λ, B^κ_λ)

i esli ukazannoe rasstoØnie bol~xe nulØ, to log w ∈ L_1(Γ). �to moßet byt~ sdelano toqno tak ße kak v sluqae ediniqnogo kruga (sm. [29]) s ispol~zovaniem sledu¸wego analoga sootvetstvu¸- wego rezul~tata dlØ sluqaØ ediniqnogo kruga.

Predloßenie 3.1. Pust~ dμ = wdηa + dμs – koneqnaØ poloßi-

tel~naØ mera na Γ i pust~ k̃^κ_λ ne soderßitsØ v zamknutom podprostranstve L_2(Γ, dμ), natØnutom na funkcii iz B^κ_λ. Pust~ F – ortogonal~naØ proekciØ k̃^κ_λ na ffto zamknutoe podprostranstvo. Togda:

(1) Mera |k̃^κ_λ − F |^2dμ – absol¸tno nepreryvna otnositel~no garmoniqeskoæ mery, |k̃^κ_λ −F |^2dμ = α_0dη_λ + ∑_g j=1 α_jω_j ; zdes~, kak i vyxe, ω_j, j = 1, . . ., g, – normalizovannye golomorfnye differencialy na Ω̂ i α_0 > 0, α_j ∈ R.

(2) FunkciØ k̃^κ_λ − F ravna nul¸ p.v. po mere dμ_s – singulØrnoæ qasti mery dμ. (3) inf_{p∈Bκλ} ∫ Γ |k̃^κ_λ − F |^2dμ = inf_{p∈Bκλ} ∫ Γ |k̃^κ_λ − F |^2wdη_a. 3.3. Teper~ my pristupaem k pervoæ probleme, opisannoæ v naqale raboty. My oboznaqaem qerez B^κ_− podprostranstvo {f̄ : f ∈

B^{−κ}, f(a) = 0} ⊂ H^2_{−,κ}. BlagodarØ teoreme 4.2 i zameqani¸ 4.1 v

178 S. I. FEDOROV

[10] i simmetrii fftih utverßdeniæ dlØ prostranstv funkciæ na

Ω_+ i Ω_−, prostranstvo {B^κ_− + M_κ} – svobodnyæ (g + 1)-modul~

nad algebroæ A_0 = {f̄ : f ∈ A_0} (qerez predstavlenie (9) iz [10] s fiksirovannoæ (g +1)-listnoæ vnutrenneæ funkcieæ θ i sootvetstvu¸weæ sistemoæ poroßda¸wih funkciæ χ^κ_j , j = 1, . . ., g + 1): {B^κ_− + M_κ} = {f = g+1∑ j=1 χ^κf_j(θ) : f_j ∈ A_0, j = 1, . . ., g + 1}. �to prostranstvo plotno v H^2_{−,κ} + M_κ. Po toæ ße priqine prostranstvo B̂_κ^{def}= {B^κ_− + M_κ + B_κ} – svobodnyæ (g + 1)-modul~ nad

A_0 + A i plotno v prostranstvah L_2(Γ) i L_2(dμ), qto moßno uvi-

det~ iz [10, teorema 4.4, sledstvie 4.3] ili zakl¸qit~ na osnovanii plotnosti A_0 + A v C(T). �to prostranstvo B̂_κ budet igrat~ v naxem sluqae rol~ A_0 + A ili prostranstva P vseh trigonometriqeskih polinomov na T. Sledu¸wee predloßenie moßet byt~ dokazano ispol~zovaniem dokazatel~stva sootvetstvu¸wego rezul~tata iz [4].

Predloßenie 3.2. Pust~ dμ = wdηa + dμs – koneqnaØ poloßi-

tel~naØ mera na Γ takaØ, qto prostranstva Clos_{L2(dμ)} {B^κ_− + M_κ} i Clos_{L2(dμ)}{B^κ} leßat pod nenulevym uglom v L_2(dμ). Togda dμ absol¸tno nepreryvna (dμ_s = 0) i log w ∈ L_1(Γ, dη_a).

S fftogo momenta my oboznaqaem qerez h harakter-avtomorf-nu¸ vnexn¸¸ funkci¸ v H^2_{+,κ0} s nekotorym harakterom κ_0 taku¸, qto |h|^2 |_Γ = w, dμ = |h|^2 dη_a.

3.4. Tak ße kak v sluqae ediniqnogo kruga, dlØ toqki λ ∈ Ω+ i funkcii f ∈ L_1(Γ) my oboznaqaem qerez f(λ) znaqenie v toqke λ garmoniqeskogo rasxireniØ f vnutr~ Ω_+, f(λ) = ∫ Γ fdη_λ. Sledu¸waØ teorema daet otvet na interesu¸wiæ nas vopros. Teorema 3.2. Pust~ w ∈ L1(Γ) – poloßitel~nyæ ves na Γ i dμ = wdη_a. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny.

(1) Prostranstva D^κ_+ = Clos_{L2(dμ)} B^κ i D^κ_− = Clos_{L2(dμ)} {B^κ_− + M_κ} leßat pod nenulevym uglom.

(2) “Proektor Rissa” P^κ_+|{B^κ + B^κ_− + M_κ} moßet byt~ prodolßen kak ograniqennyæ operator na vse prostranstvo L_2(dμ).

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 179

(3) PodnØtie vesa w na granicu Tuniversal~noæ nakryva¸weæ oblasti Ω_+ udovletvorØet obyqnomu uslovi¸ Makkenhoupta A_2(T) (ili A^′_2(T)). (4) sup_{λ∈Ω+} w(λ) · (1/w)(λ) < ∞ (A^′_2(Γ))

Zameqanie 3.2. Poskol~ku my znaem, qto mera dμ = wdηa =

|h|^2dη_a absol¸tno nepreryvna otnositel~no garmoniqeskoæ me-

ry dη_a, to legko videt~, qto vmesto prostranstv B^κ, B^κ_− moßno ispol~zovat~ prostranstva H^∞_{+,κ}, H^∞_{−,κ} ⊂ L_2(dμ). Deæstvitel~no, B^κ ⊂ H^∞_{+,κ}, B^κ_− ⊂ H^∞_{−,κ} i D^κ_+ = Clos_{L2(dμ)}H^∞_{+,κ} = Clos_{L2(dμ)} B^κ = 1 h H^2_{+,κ+κ0} ,

D^κ_− = Clos_{L2(dμ)} {H^∞_{−,κ} + M_κ} = Clos_{L2(dμ)}{B^κ_− + M_κ} = 1 h̄ {H^{2−,κ−κ}0 + M^{κ−κ0} }. Qtoby uvidet~, naprimer, qto pervaØ iz fftih cepoqek ravenstv imeet mesto, nado prosto zametit~, qto, po svoæstvam vnexnih funkciæ, hB^κ (narØdu s hH^∞_{+,κ}) plotno v H^2_{+,κ+κ0} i shodimost~ posledovatel~nosti funkciæ {f_n}^∞_{n=1} k funkcii f v L_2(dμ) ffkvivalentna shodimosti posledovatel~nosti {hf_n}^∞_{n=1} k funkcii hf v L_2.

Dokazatel~stvo implikacii (1), (2) =⇒ (3) osnovyvaetsØ na ocenivanii snizu normy “proektora Rissa” na L_2(dμ) qerez vyraßeniØ, soderßawie vosproizvodØwie Ødra, s ispol~zovaniem teoremy 3.1. ObratnaØ implikaciØ (3), (4) =⇒ (1) dokazyvaetsØ primeneniem sootvetstvu¸wego rezul~tata dlØ ediniqnogo kruga, ØvlØ¸wegosØ universal~noæ nakryva¸weæ oblasti, i zatem ispol~zovaniem togo fakta, qto naxi prostranstva ØvlØ¸tsØ podprostranstvami sootvetstvu¸wih prostranstv v ediniqnom kruge (sm. § 2).

Sledstvie 3.1. Esli po kraæneæ mere odno iz utverßdeniæ teo-

remy 3.2 vypolnØetsØ hotØ by dlØ odnogo znaqeniØ κ ∈ R^g/Z^g, to to ße verno i dlØ vseh znaqeniæ κ.

Kak i v sluqae ediniqnogo kruga, spravedliva

180 S. I. FEDOROV

Teorema 3.3. Uslovie A^′_2 v oblasti Ω+ ffkvivalentno uslovi¸ A2

v sledu¸weæ forme:

sup_I 1 m(I) ∫ I wdη_a · 1 m(I) ∫ I 1 w dη_a < ∞. (A_2(Γ))

gde I – l¸boæ segment (“interval”) granicy Γ garmoniqeskoæ mery ∫ I dη_a = m(I). My summiruem rezul~taty fftogo paragrafa v sledu¸wem analoge teoremy Hel~sona–Segë.

Teorema 3.4. Pust~ dμ – koneqnaØ poloßitel~naØ mera na Γ. To-

gda sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny.

(1) Suwestvuet harakter κ ∈ R^g/Z^g, dlØ kotorogo κ-avtomor-fnyæ “proektor Rissa” P^κ_+|B^κ moßet byt~ prodolßen kak ograniqennyæ operator na vse prostranstvo L_2(dμ_θ) ili, qto to ße samoe, imeet mesto neravenstvo (1^′) dlØ norm v vesovyh prostranstvah.

(2) DlØ nekotorogo κ ∈ R^g/Z^g prostranstva Clos_{L2(dμθ )}B^κ i Clos_{L2(dμθ )}{B^κ_− + M_κ} leßat pod nenulevym uglom v L_2(dμ_θ).

(3) UtverßdeniØ (1) i (2) ime¸t mesto pri vseh κ ∈ R^g/Z^g. (4) Mera dμ absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery dη_a,

dμ = wdη_a, log w ∈ L_1(Γ) i w = |h|^2, gde h – harakteravtomorfnaØ vnexnØØ funkciØ, h ∈ H^2_{+,κ0} ,

dist (¯ h h , H^∞_{+,−2κ0} ) < 1. (5) Mera dμ absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery dη_a i suwestvu¸t dve vewestvenno-znaqnye ograniqennye funkcii u, v na Γ takie, qto funkciØ ṽ, garmoniqeski soprØßennaØ k v, odnoznaqna v Ω_+ i dμ/dη_a = e^{u+ṽ} , ‖v‖_∞ < π/2. (6) dμ = wdη_a, w ∈ L_1(Γ), i w udovletvorØet uslovi¸ Makkenhoupta v forme A_2(Γ) ili A^′_2(Γ).

Edinstvennoe novoe dlØ nas utverßdenie – utverßdenie (5), no dokazatel~stvo ffkvivalentnosti (4) ⇐⇒ (5) v toqnosti takoe ße kak v dokazatel~stve teoremy Hel~sona–Segë v [2] ili [4].

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 181

4. Ugol meßdu prostranstvami analitiqeskih i antianalitiqeskih funkciæ v vesovom prostranstve L_2 na granice mnogosvØznoæ oblasti 4.1. Pust~, kak i vyxe, B^κ_+ – prostranstvo vseh teh funkciæ iz H_κ(Ω_+ ), kotorye nepreryvny vplot~ do granicy Γ. Kak my videli v § 3, B^κ_+ – plotnoe mnoßestvo v H^2_{+,κ}. Qerez B^κ_− my snova oboznaqaem sootvetstvu¸wee plotnoe podmnoßestvo v H^2_{−,κ}, B^κ_− = {f ∘ J : f ∈ B^{−κ}_+ , f(a) = 0}. Interesu¸wiæ nas vopros sostoit v sledu¸wem. Kakovy neobhodimye i dostatoqnye usloviØ togo, qtoby dlØ koneqnoæ poloßitel~noæ mery dμ na Γ ugol meßdu prostranstvami Clos_{L2(dμ)} B^κ_− i Clos_{L2(dμ)}B^κ_+ byl nenulevym?

�kvivalentnyæ vopros sostoit v tom, kogda (dlØ kakih mer dμ) operator ortogonal~nogo proektirovaniØ P^κ_+ v L_2(Γ, dη_a) =

L_2(Γ) na H^2_{+,κ} moßet byt~ prodolßen s B^κ_− + B^κ_+ na Clos_{L2(dμ)}B^κ_− + Clos_{L2(dμ)}B^κ_+ kak ograniqennyæ operator?

Sledu¸wee predloßenie povtorØet predloßenie 3.2 kak po formulirovke, tak i po dokazatel~stvu.

Predloßenie 4.1. Esli ugol v L2(dμ) meßdu Clos_{L2(dμ)}B^κ_− i

Clos_{L2(dμ)}B^κ_+ nenulevoæ, to mera dμ absol¸tno nepreryvna otnositel~no dη_a, dμ = wdη_a i log w ∈ L_1(Γ).

S fftogo momenta my oboznaqaem qerez h harakter-avtomor-fnu¸ vnexn¸¸ funkci¸ iz H^2_{+,κ0} s nekotorym harakterom κ_0 taku¸, qto |h|^2 |_Γ = w, dμ = |h|^2 dη_a.

4.2. Kak i v § 3, dlØ λ ∈ Ω+, f ∈ L1(Γ) my oboznaqaem qerez

f(λ) znaqenie v toqke λ garmoniqeskogo rasxireniØ funkcii f

vnutr~ Ω_+, f(λ) = ∫ Γ fdη_λ. Zameqanie 4.1. Poskol~ku my znaem, qto mera dμ = wdηa =

|h|^2dη_a absol¸tno nepreryvna otnositel~no garmoniqeskoæ me-

ry dη_a, to legko videt~, qto vmesto prostranstv B^κ_+ , B^κ_− moßno ispol~zovat~ prostranstva H^∞_{+,κ}, H^∞_{−,κ} ⊂ L_2(dμ). Deæstvitel~no, B^κ_+ ⊂ H^∞_{+,κ}, B^κ_− ⊂ H^∞_{−,κ} i D^κ_+ = Clos_{L2(dμ)} H^∞_{+,κ} = Clos_{L2(dμ)}B^κ_+ = 1 h H^2_{+,κ+κ0} ,

D^κ_− = Clos_{L2(dμ)} H^∞_{−,κ} = Clos_{L2(dμ)} B^κ_− = 1 h̄ H^{2−,κ−κ}0 + .

182 S. I. FEDOROV

Predloßenie 4.2. Esli “proektor Rissa” P^κ_+ moßet byt~ pro-

dolßen s B^κ_− + B^κ_+ na Clos_{L2(dμ)} B^κ_− +Clos_{L2(dμ)} B^κ_+ kak ograniqennyæ operator, to imeet mesto sledu¸waØ al~ternativa.

(1) 1/h est~ (−κ_0)-avtomorfnaØ vnexnØØ funkciØ i |h|^2 udovletvorØet uslovi¸ Makkenhoupta A^′_2(Γ) (sm. [22]):

sup_{λ∈Ω+}(|h|^2)(λ) · (1/|h|^2)(λ) < ∞.

(2) Suwestvuet poloßitel~nyæ divizor U_h = u_1 + · · · + u_k porØdka k ≤ g, leßawiæ polnost~¸ na Γ i takoæ, qto 1/h lokal~no kvadratiqno summiruema ( kak funkciØ iz L^{loc}_2 ) v l¸boæ toqke iz Γ \ U_h, ne kvadratiqno summiruema v kaßdoæ iz toqek u_j, 1 ≤ j ≤ k, no v kaßdoæ iz fftih toqek funkciØ (z−u_j)^{νj} /h lokal~no kvadratiqno summiruema, gde ν_j = degU_h|_{uj} – porØdok divizora U_h v toqke u_j (sleduet imet~ vvidu, qto nekotorye iz toqek u_j mogut sovpadat~). Bolee togo, U_h – minimal~nyæ divizor, oblada¸wiæ ukazannymi svoæstvami, v tom smysle, qto, esli U – l¸- boæ drugoæ divizor s fftimi ße svoæstvami, to U_h ≤ U .

Sledstvie 4.1. (1) r^κ[U_h + J(a) − Z^∗ − J(Z^∗)] = g − degU_h, i dlØ vsØkoæ funkcii φM_κ ∈ L_κ(U_h + J(a) − Z^∗ − J(Z^∗)) φMκ_{h ∈ Mκ−κ0 + H} 2_{+,κ−κ0 ,} φMκ_{h̄ ∈ Mκ+κ0 + H} 2_{+,κ+κ0 .} (2) VsØkaØ funkciØ φM_κ ∈ M_κ, dlØ kotoroæ φMκ_{h ∈ Mκ−κ0 + H} 2_{+,κ−κ0 ,} φMκ_{h̄ ∈ Mκ+κ0 + H} 2_{+,κ+κ0 ,} prinadleßit L_κ(U_h + J(a) − Z^∗ − J(Z^∗))

4.3. Poskol~ku lix~ sluqaæ (2) al~ternativy iz predloßeniØ 4.2 predstavlØet dlØ nas interes, to v nißesledu¸wem izloßenii my predpolagaem, qto 0 < degU_h ≤ g. Naxa blißaæxaØ cel~ – izuqit~ funkci¸ h i U_h – divizor ee “plohogo povedeniØ” na Γ. DlØ fftogo my ispol~zuem podhod, shodnyæ s podhodom v [2, 6, 8] i osnovannyæ na privleqenii operatorov GankelØ i Teplica.

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 183

Pust~, kak i vyxe, P^ν_+, ν ∈ R^g/Z^g, – ortogonal~nyæ “proektor Rissa” iz L_2(Γ) na H^2_{+,ν} i pust~ P^ν_− = I − P^ν_+ – ortogonal~nyæ proektor iz L_2(Γ) na H^2_{−,ν} + M_ν . Napomnim (sm., naprimer, [10]), qto dlØ l¸boæ funkcii f ∈ L_∞(Γ) i l¸byh μ, ν ∈ R^g/Z^g operator GankelØ H^{ν,μ}_f s simvolom f est~ operator, deæstvu¸wiæ iz H^2_{+,ν} v H^2_{−,ν+μ} + M_{ν+μ} v sootvetstvii s formuloæ H^{ν,μ}_f g = P^{ν+μ}_− fg, ∀g ∈ H^2_{+,ν}. Harakter-avtomorfnyæ operator Teplica T^{ν,μ}_f s simvolom f deæstvuet iz H^2_{+,ν} v H^2_{+,ν+μ}, T^{ν,μ}_f g = fg − H^{ν,μ}_f g = P^{ν+μ}_+ fg, ∀g ∈ H^2_{+,ν}. Zdes~ harakter ν opisyvaet prostranstvo Hardi, na kotorom operator deæstvuet, a harakter μ predpisyvaet harakter simvolu f ∈ L_∞(Γ).^{2)}

Esli f – unimodulØrnaØ funkciØ na Γ, to ponØtno, qto dlØ l¸boæ g ∈ H^2_{+,ν}

‖H^{ν,μ}_f g‖^2 + ‖T^{ν,μ}_f g‖^2 = ‖g‖^2,

i soprØßennyæ operator ( T^{ν,μ}_f )_∗ est~ operator Teplica T^{ν+μ,−μ}_{f̄} .

Toqno takße, kak i v sluqae teorii v ediniqnom kruge, ocenka uglov meßdu podprostranstvami v vesovom prostranstve L_2 na Γ ffkvivalentna ocenke norm sootvetstvu¸wih operatorov GankelØ:

cos(Clos_{L2(dμ)}B^κ_−, Clos_{L2(dμ)}B^κ_+ ) = sup_{f∈Bκ} + ,g∈B^κ_− |< fh, gh >| ‖fh‖_2 · ‖gh̄‖_2 =

sup f∈H^2_{+,κ+κ0} g∈H^2_{−,κ−κ0} | < f^{h̄} , g > | ‖f‖_2 · ‖g‖_2 = sup f∈H^2_{+,κ+κ0} g∈(H^2_{+,κ−κ0 +κ}∗ )^⊥ | < B_Z∗^{h̄} f, g > | ‖f‖_2 · ‖g‖_2 =

= | |H^{κ+κ0 ,−2κ0+κ∗} B_Z∗^{h̄} | | . Pofftomu sluqaæ (1) al~ternativy iz predloßeniØ 4.2 sootvetstvuet sluqa¸ | |H^{ν,2κ0}¯_h | | < 1 dlØ vseh ν ∈ R^g/Z^g (sm. [22]), qto,

2)Nado imet~ vvidu, qto (sm. [8]) L1(Γ) moßet byt~ otoßdestvleno s

L1_{μ (Γ) l¸bogo haraktera μ.}

184 S. I. FEDOROV

v qastnosti, oznaqaet, qto | |H^{κ+κ0 ,−2κ0+κ∗} B_Z∗^{h̄} | | < 1, a sluqaæ (2)

al~ternativy v toqnosti sootvetstvuet sluqa¸ (sm. snova [22]) | |H^{ν,2κ0}¯_h | | = 1 dlØ vseh ν ∈ R^g/Z^g i | |H^{κ+κ0 ,−2κ0+κ∗} B_Z∗^{h̄} | | < 1. Niße dlØ

uproweniØ formul my budem opuskat~ verhnie indeksy u operatorov GankelØ i Teplica, i qitatel~ dolßen imet~ vvidu, qto haraktery simvolov, kotorye budut proizvedeniØmi ili qastnymi harakter-avtomorfnyh funkciæ, mogut byt~ vosstanovleny iz fftih vyraßeniæ dlØ simvolov, a haraktery prostranstv Hardi mogut byt~ vosstanovleny iz konteksta. Naprimer, kak i vyxe, harakter simvola h̄/h raven raznosti harakterov funkciæ h̄ i h, t.e. −2κ_0, a harakter simvola B_Z∗ h̄/h takim ße obrazom raven κ^∗ − 2κ_0.

4.4. Predloßenie 4.3. Pust~ operator Teplica T_{BZ∗ h} deæstvu-

et na prostranstve H^2_{+,κ+κ0} i T_{BZ∗} h – soprØßennyæ emu opera-

tor, deæstvu¸wiæ na prostranstve H^2_{+,κ−κ0 +κ}∗ . Togda M = T_{BZ∗} h̄ ( H^2_{+,κ+κ0} ) ⋂ K^{κ−κ0 +κ∗} Z^∗ ≠ {0}, dim M = deg Uh, dimKer T¯_{BZ∗} h = r^κ[U_h + J(a) − Z^∗ − J(Z^∗)] = g − degU_h,

Ker T¯_{BZ∗} h = B_Z∗ h L_κ(U_h + J(a) − Z^∗ − J(Z^∗)).

Rassmotrim teper~ vse vozmoßnye nabory iz deg (U_h) razliqnyh toqek iz mnoßestva {z^∗_1 , . . ., z^∗_g } ili, qto toße samoe, mnoßestvo Z vseh poloßitel~nyh divizorov Z porØdka deg U_h takih, qto Z < Z^∗. DlØ kaßdogo iz takih divizorov Z rassmotrim koneqnoe proizvedenie BlØxke B_Z , dlØ kotorogo Z – divizor nuleæ.

Predloßenie 4.4. Suwestvuet po kraæneæ mere odin divizor Z ∈

Z, dlØ kotorogo norma operatora GankelØ na H^2_{+,κ+κ0} s simvolom

B_Z^{h̄} strogo men~xe edinicy, t.e. |H_{BZ} h̄ | < 1.

Perenumerovav, esli trebuetsØ, nuli v oblasti Ω_+ garmoniqeskoæ mery dη_a, my moßem sqitat~, qto dlØ divizora Z_h =

z^∗_1 + z^∗_2 + · · · + z^∗_{deg Uh} norma operatora GankelØ na H^2_{+,κ+κ0} s sim-

volom B_{Zh}^{h̄} men~xe edinicy, |H_{BZh} h̄ | < 1 i M ∩ K^{κ+κ0}_Z∗_{−Zh} = {0}.

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 185

Predloßenie 4.5. DlØ divizora Zh iz predloßeniØ 4.4 nor-

ma operatora GankelØ H_{BZh} h , deæstvu¸wego na prostranstve H^2_{+,κ−κ0 +κh} , strogo men~xe edinicy. Zdes~ κ_h =Re φ(Z_h−(deg U_h)b_0) est~ harakter koneqnogo proizvedeniØ BlØxke B_{Zh} .

Predloßenie 4.6. Pust~ Uh – divizor iz predloßeniØ 4.2. Togda

dlØ k = deg U_h|_u, u ∈ Γ, vyraßenie h/(z−u)^k lokal~no kvadratiqno summiruemo v toqke u.

Sledstvie 4.2. DlØ l¸boæ harakter-avtomorfnoæ meromorfnoæ

na Ω̂ funkcii f, qeæ divizor na Γ v toqnosti raven U_h, obe funkcii h/f i f/h kvadratiqno summiruemy na Γ.

4.5. Teper~ vse gotovo dlØ poluqeniØ neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ na ves w = |h|^2. Pust~ U_h – divizor “plohogo povedeniØ” funkcii h, a Z_h – sootvetstvu¸wiæ poddivizor divizora

Z^∗ porØdka deg U_h, rassmotrennyæ v predloßeniØh 4.4 i 4.5. To-

gda, po lemme 2.2, moßno naæti divizor Q porØdka g, soderßawiæsØ polnost~¸ vnutri oblasti Ω_+ i takoæ, qto dlØ nekotorogo

ν ∈ R^g/Z^g suwestvuet ν-avtomorfnaØ meromorfnaØ na^^Ω funkciØ

ϕ s divizorom (ϕ) = U_h + J(Z^∗ − Z_h) − J(Q). Zametim, qto ϕ – vnexnØØ funkciØ iz H^∞_{+,ν} i, po sledstviØ 4.2, obe funkcii h/ϕ i ϕ/h – vnutrennie funkcii iz H^2_{+,κ0−ν} i H^2_{+,ν−κ0} sootvetstvenno. Napomnim, qto qerez B_Q my oboznaqaem koneqnoe proizvedenie BlØxke s divizorom nuleæ, ravnym Q, sootvetstvu¸wee harakteru κ_Q = 2 Re φ(q − gb_0).

Predloßenie 4.7. Esli ugol v L2(|h|^2dηa) meßdu podprostran-

stvami D^κ_− i D^κ_+ nenulevoæ, to dlØ l¸boæ harakter-avtomorfnoæ meromorfnoæ na Ω̂ funkcii ψ s divizorom na Γ, v toqnosti ravnym U_h, ves |h/ψ|^2 dolßen udovletvorØt~ uslovi¸ Makkenhoupta A^′_2(Γ), t.e. sup λ∈Ω_+ ∫ Γ | | h ψ | |^2 dη_λ · ∫ Γ | | ψ h | |^2 dη_λ < ∞. (3) 4.6. Otmetim (sm. utverßdenie (1) sledstviØ 4.1), qto esli ves

|h|^2 obespeqivaet nenulevoæ ugol meßdu podprostranstvami D^κ_− i D^κ_+ , to po teoreme Rimana–Roha s neobhodimost~¸ vypolnØetsØ

sootnoxenie

i^{−κ}[Z^∗ + J(Z^∗) − J(a) − U_h] = 0.

186 S. I. FEDOROV

�to uslovie ffkvivalentno sledu¸wemu uslovi¸:

r^{−κ}[a − U_h] = 0, (4)

poskol~ku, delØ l¸boæ differencial iz N_{−κ}(Z^∗ + J(Z^∗) − U_h −

J(a)) na garmoniqesku¸ meru dη_a, kotoraØ est~ meromorfnyæ (0-

avtomorfnyæ) differencial na Ω̂_+ s divizorom (dη_a) = Z^∗ +

J(Z^∗) − a − J(a), my poluqim funkci¸ iz L_{−κ}(a − U_h).

Sledu¸wee predloßenie pokazyvaet, qto usloviØ (3) i (4) v sovokupnosti takße i dostatoqny dlØ naxeæ problemy.

Predloßenie 4.8. Esli vnexnØØ funkciØ h ∈ H^2_{+,κ0} takova, qto

suwestvuet harakter-avtomorfnaØ meromorfnaØ na Ω̂ funkciØ ψ s neotricatel~nym divizorom U = (ψ)|_Γ na Γ, 0 ≤ deg U ≤ g i r^{−κ}[a − U ] = 0, κ ∈ R^g/Z^g, sup_{λ∈Ω+} ∫ Γ | | h ψ | |^2 dη_λ · ∫ Γ | | ψ h | |^2 dη_λ < ∞,

to ugol v L_2(wdη_a), w = |h|^2, meßdu podprostranstvami D^κ_− = Clos_{L2(wdηa)}H^∞_{−,κ} i D^κ_+ = Clos_{L2(wdηa)}H^∞_{+,κ} nenulevoæ.

Teper~, ob¨edinØØ predloßeniØ 4.7 i 4.8, my poluqaem sledu¸wee neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie na ves.

Teorema 4.1. Pust~ dμ – koneqnaØ poloßitel~naØ mera na Γ. To-

gda podprostranstva D^κ_− = Clos_{L2(dμ)} B^κ_− i D^κ_+ = Clos_{L2 (dμ)}B^κ_+ leßat pod nenulevym uglom v L_2(dμ) togda i tol~ko togda, kogda:

(1) Mera dμ absol¸tno nepreryvna otnositel~no garmoniqeskoæ mery dη_a, dμ = wdη_a, w ∈ L_1(Γ), log w ∈ L_1(Γ), i (2) Suwestvuet takaØ harakter-avtomorfnaØ meromorfnaØ na Ω̂ funkciØ ψ s neotricatel~nym divizorom na Γ, (ψ)|_Γ = U_w , 0 ≤ degU_w ≤ g, qto vypolnØ¸tsØ usloviØ (3) i (4).

Poskol~ku uslovie A^′_2(Γ) ffkvivalentno uslovi¸ A_2(Γ), a uslovie A_2(Γ) ØvlØetsØ lokal~nym, t.e. ono dolßno vypolnØt~sØ v kaßdoæ toqke na Γ dlØ dostatoqno malen~kih intervalov granicy Γ, soderßawih fftu toqku, my moßem pereformulirovat~ predyduwu¸ teoremu v sledu¸wem vide.

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 187

Teorema 4.2. Pust~ dμ – koneqnaØ poloßitel~naØ mera na Γ. To-

gda podprostranstva D^κ_− = Clos_{L2(dμ)} B^κ_− i D^κ_+ = Clos_{L2(dμ)}B^κ_+ leßat pod nenulevym uglom v L_2(dμ) togda i tol~ko togda, kogda:

(1) Mera dμ absol¸tno nepreryvna otnositel~no garmoniqeskoæ mery dη_a, dμ = wdη_a, w ∈ L_1(Γ), log w ∈ L_1(Γ), i (2) Suwestvuet neotricatel~nyæ divizor U_w toqek na Γ,

0 ≤ deg U_w ≤ g, takoæ, qto v l¸boæ toqke u ∈ Γ ves w/|z − u|^{2k}, k = deg U_w|_u, – lokal~no makkenhouptovskiæ i vypolnØetsØ uslovie r^{−κ}[a − U_w ] = 0.

5. O proekcii iz odnogo koinvariantnogo podprostranstva na drugoe 5.1. Pust~ B i Θ – dve harakter-avtomorfnye vnutrennie funkcii na Ω_+, sootvetstvu¸wie harakteram κ_B i κ_Θ sootvetstvenno. My fiksiruem harakter κ ∈ R^g/Z^g i rassmatrivaem sootvetstvu¸wie fftim vnutrennim funkciØm koinvariantnye podprostranstva v H^2_{+,κ}, K^κ_B = H^2_{+,κ} ⊖BH^2_{+,κ−κB} i K^κ_Θ = H^2_{+,κ} ⊖ΘH^2_{+,κ−κΘ} .

Nas budet interesovat~ sledu¸wiæ vopros. Kogda (v terminah neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ) operator ortogonal~- nogo proektirovaniØ P_Kκ_Θ |K^κ_B v L_2(Γ) iz K^κ_B na K^κ_Θ est~ izomorfizm?^{3)}

My ispol~zuem sledu¸wee utverßdenie iz lemmy o blizkih podprostranstvah iz [2].

Lemma o blizkih podprostranstvah. Pust~ H – gil~bertovo

prostranstvo i L, M – ego zamknutye podprostranstva. Sledu¸- wie utverßdeniØ ffkvivalentny.

(1) P_L|M est~ izomorfizm iz M na L. (2) P_M L = M, L ∩ M^⊥ = {0}. (3) H = M^⊥ + L, Clos (M + L^⊥) = H. (4) |P_L⊥ P_M | < 1, |P_M ⊥ P_L| < 1. Takim obrazom, po utverßdeni¸ (4) posledneæ lemmy, P_Kκ_Θ |K^κ_B est~ izomorfizm iz K^κ_B na K^κ_Θ togda i tol~ko togda, kogda

|P_{(K}κ_{Θ)}⊥ P_Kκ_B | < 1, |P_{(K}κ_{B)}⊥ P_Kκ_Θ | < 1.

3)Zdes~ snova qerez P_M my oboznaqaem ortogonal~nu¸ proekci¸ v L_2 na zamknutoe podprostranstvo M.

188 S. I. FEDOROV

Teper~, poskol~ku dlØ l¸boæ vnutrenneæ funkcii S, sootvetstvu¸weæ harakteru κ_S , P_{SH}2_{+,κ−κS} = SP^{κ−κS}_+ S, to poslednie neravenstva ffkvivalentny sledu¸wim:

|P_{(K}κ_{Θ)}⊥ P_Kκ_B | = |ΘP^{κ−κΘ}_+ Θ|K^κ_B| = |P^{κ−κΘ}_+ Θ|K^κ_B| < 1, |P_{(K}κ_{B)}⊥ P_Kκ_Θ | = |BP^{κ−κB}_+ B|K^κ_Θ | = |P^{κ−κB}_+ B|K^κ_Θ| < 1. (5) 5.2. SleduØ ideØm iz [2, 6], my svedem ffti dva neravenstva dlØ operatornyh norm k ffkvivalentnoæ pare neravenstv dlØ norm sootvetstvu¸wih harakter-avtomorfnyh operatorov GankelØ (sm. § 4).

Lemma 5.1. Neravenstva (5) ffkvivalentny neravenstvam

|H B_Θ | < 1 na H^2_{+,κ̂}, |H Θ_B | < 1 na H^2_{+,κ̂−κΘ+κB} , (6)

gde κ̂ = κ^∗ + κ_Θ − κ − κ_a.

Oboznaqim unimodulØrnu¸ na Γ funkci¸ B/Θ qerez ψ i pust~

κ_ψ = κ_B − κ_Θ. SleduØ podhodu v [2, 6], my rassmatrivaem svoæ-

stva sootvetstvu¸wih operatorov Teplica

T_ψ = T^{κψ ,κ̂}_ψ = P^{κ̂+κψ}_+ ψ|H^2_{+,κ̂}, T¯_ψ = (T_ψ)^∗ = P^{κ̂}_+ψ|H^2_{+,κ̂+κψ} ,

qtoby poluqit~ sledu¸wee Predloßenie 5.1. Esli vypolnØetsØ (6), to:

(1) Suwestvu¸t dve harakter-avtomorfnye vnexnie funkcii

h_0, χ_0 takie, qto B Θ = ψ = h_0 h_0 B_Z∗ v_0v^′_0 = χ_0 χ_0 w_0w^′_0 B_Z∗ , gde v_0, v^′_0, w_0, w^′_0 – koneqnye harakter-avtomorfnye proizvedeniØ BlØxke s divizorami nuleæ V_0, V^′_0 , W_0, W^′_0 sootvetstvenno, deg V_0 + deg V^′_0 ≤ g, deg W_0 + deg W^′_0 ≤ g.

(2) FunkciØ h_0χ_0 – harakter-avtomorfnaØ meromorfnaØ na

Ω̂ funkciØ iz prostranstva L_{2κ̂+κψ −κ∗} (V_0 + J(V ′_0 ) + W_0 + J(W^′_0) − Z^∗ − J(Z^∗)) i suwestvu¸t dva neotricatel~nyh divizora U_H , U_X , soderßawiesØ polnost~¸ v Γ i takie, qto deg V_0 + deg V^′_0 + deg U_H = g, deg W_0 + deg W^′_0 + deg U_X = g,

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 189 (h_0χ_0) = V_0 + J(V^′_0 ) + U_H + W_0 + J(W^′_0) + U_X − Z^∗ − J(Z^∗).

(3) DlØ l¸boæ toqki u ∈ Γ vyraßeniØ (z − u)^{ku} /h_0, h_0/(z − u)^{ku} i (z − u)^{k′u} /χ_0, χ_0/(z − u)^{k′u} lokal~no kvadratiqno summiruemy v toqke u, zdes~ k_u = deg U_H |_u, k^′_u = deg U_X |_u.

Teper~, ispol~zuØ lemmu 2.1, my moßem svesti naxu problemu k probleme iz § 4 (sm. takße [26]) ob ocenke ugla meßdu podprostranstvami v vesovom prostranstve L_2 na Γ.

Predloßenie 5.2. Esli vypolnØetsØ (6), to suwestvuet harak-

ter-avtomorfnaØ vnexnØØ funkciØ h^∗ ∈ H^2_{+,ν}∗ dlØ nekotorogo haraktera ν^∗ takaØ, qto B Θ = ψ = h^∗ h^∗ B_Z∗ . Takim obrazom, |H_h∗_{h∗ BZ∗} | < 1 na H^2_{+,κ̂} ili, qto to ße samoe, ugol v L_2(|h^∗|^2dη_a) meßdu podprostranstvami Clos_{L2(|h}∗_|2_{dηa)}H^∞_{−,κ̂−ν}∗ i Clos_{L2(|h}∗_|2_{dηa )}H^∞_{+,κ̂−ν}∗ nenulevoæ.

Sledstvie 5.1. Ves |h^∗|^2 na Γ est~ v toqnosti ves iz utverßde-

niØ (2) al~ternativy iz predloßeniØ 4.2 i ego divizor U^∗ “plohogo povedeniØ” na Γ imeet porØdok, v toqnosti ravnyæ g.

Sledu¸waØ teorema daet otvet na interesu¸wiæ nas vopros. Teorema 5.1. Pust~ B i Θ – vnutrennie funkcii, sootvetstvu-

¸wie harakteram κ_B i κ_Θ sootvetstvenno. Togda operator ortogonal~nogo proektirovaniØ P_Kκ_Θ |K^κ_B iz koinvariantnogo prostranstva K^κ_B = H^2_{+,κ} ⊖ BH^2_{+,κ−κB} na koinvariantnoe podprostranstvo K^κ_Θ = H^2_{+,κ} ⊖ ΘH^2_{+,κ−κΘ} est~ izomorfizm togda i tol~ko togda, kogda (1) B Θ = h^∗ h^∗ B_Z∗ , gde h^∗ – vnexnØØ funkciØ iz H^2_{+,ν}∗ dlØ nekotorogo haraktera ν^∗ ∈ R^g/Z^g.

(2) FunkciØ 1/h^∗ lokal~no kvadratiqno summiruema v l¸boæ toqke na Γ, za iskl¸qeniem g toqek u^∗_1 ∈ Γ_1, . . . , u^∗_g ∈ Γ_g, i v

190 S. I. FEDOROV

kaßdoæ iz fftih toqek u^∗_j vyraßeniØ (z−u^∗_j )/h^∗ i h^∗/(z−u^∗_j ) lokal~no kvadratiqno summiruemy.

(3) DlØ vsØkoæ harakter-avtomorfnoæ meromorfnoæ na Ω̂ funkcii ϕ s divizorom (ϕ)|_Γ = u^∗_1 + · · · + u^∗_g

sup_{λ∈Ω+} ∫ Γ | | h^∗ ϕ | |^2 dη_λ · ∫ Γ | | ϕ h^∗ | |^2 dη_λ < ∞.

(4) r^{κ̂−ν∗} [J(a) − g∑ j=1 u^∗_j ] = dim L_{κ̂−ν}∗ (J(a) − g∑ j=1 u^∗_j ) = 0,

gde κ̂ = k^∗ − κ_Θ − κ − κ_a.

Zameqanie 5.1. Ispol~zuØ lemmu 2.1, my sveli naxu problemu k probleme iz § 4 dlØ vesa |h^∗|^2 s divizorom U^∗ =^g ∑ j=1 u^∗_j “plohogo

povedeniØ” na Γ vnexneæ funkcii h^∗, ime¸wim maksimal~no vozmoßnyæ porØdok g. Pofftomu na osnovanii teoremy Rimana–Roha uslovie (4) teoremy 5.1 moßet byt~ zameneno na uslovie r^{κ̂−ν∗} [ g∑ j=1 u^∗_j + J(a) − Z^∗ − J(Z^∗)] = 0,

qto oznaqaet, qto v prostranstve M_{κ̂−ν}∗ net nenulevyh funkciæ s divizorom nuleæ, bol~xim U^∗.

S drugoæ storony, ispol~zuØ teper~ lemmu 2.2, my moßem naæti harakter-avtomorfnu¸ meromorfnu¸ na Ω̂ funkci¸ ϕ s divizorom (ϕ) = U^∗ − J(Q), gde Q – poloßitel~nyæ divizor porØdka g, soderßawiæsØ polnost~¸ vnutri Ω_+. Poskol~ku ϕ/ϕ = B_Q, gde, kak i vyxe, B_Q – koneqnoe proizvedenie BlØxke s divizorom nuleæ, ravnym Q, to, vvodØ funkci¸ h = h^∗/ϕ, my moßem perepisat~ teoremu 5.1 v sledu¸wem vide.

Teorema 5.2. Pust~ B i Θ – vnutrennie funkcii s harakte-

rami κ_B i κ_Θ sootvetstvenno. Togda operator ortogonal~nogo proektirovaniØ P_Kκ_Θ |K^κ_B iz koinvariantnogo podprostranstva

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 191 K^κ_B = H^2_{+,κ} ⊖BH^2_{+,κ−κB} na koinvariantnoe podprostranstvo K^κ_Θ = H^2_{+,κ} ⊖ ΘH^2_{+,κ−κΘ} est~ izomorfizm togda i tol~ko togda, kogda: (1) B Θ = h h B_Z∗ B_Q , gde h – vnexnØØ funkciØ iz H^2_{+,ν} dlØ nekotorogo haraktera

ν ∈ R^g/Z^g i BQ – koneqnoe proizvedenie BlØxke s divizo-

rom nuleæ, ravnym Q, deg Q = g.

(2) FunkciØ h udovletvorØet uslovi¸ Makkenhoupta

sup_{λ∈Ω+} ∫ Γ |h|^2 dη_λ · ∫ Γ | | 1 h | |^2 dη_λ < ∞. (3) r^{κ̂−ν} [Q + J(a) − Z^∗ − J(Z^∗)] = dim L_{κ̂−ν} (Q + J(a) − Z^∗ − J(Z^∗)) = 0,

takim obrazom, v prostranstve M_{κ̂−ν} net nenulevyh funkciæ s divizorom, bol~xim libo ravnym Q+J(a)−Z^∗−J(Z^∗). Zdes~ κ̂ = k^∗ − κ_Θ − κ − κ_a.

Zameqanie 5.2. Moßno takße sformulirovat~ ffkvivalentnoe utverßdenie daße v tom sluqae, kogda porØdok divizora Q iz teoremy 5.2 leßit meßdu 0 i g, no togda divizor “plohogo povedeniØ” na Γ funkcii h budet imet~ porØdok g−deg Q i poluqennoe utverßdenie budet kombinacieæ utverßdeniæ teorem 5.1 i 5.2.

Literatura

1. S. D. Fisher, Function theory on planar domains. A second course in complex analysis, A. Wiley-Interscience Publications. J. Wiley & Sons, New York, 1983.

2. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga, “Nauka”, M., 1980.

3. P. Koosis, Introduction to Hp spaces, London Math. Soc. Lecture Notes Ser. 40 Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1980.

4. J. B. Garnett, Bounded analytic functions, Pure and Applied Mathematics, 96 Academic Press, Inc. New York–London, 1981.

5. R. Hunt, B. Muckenhoupt, and R. Wheeden, Weighted norm inequalities for conjugate function and Hilbert transform, Trans. Amer. Math. Soc. 176 (1973), 227–251.

6. D. Sarason, Function theory on the unit circle, Notes for lectures at a Conf. at Virginia Polytechnic Inst. and State Univ. Preprint, 1978.

192 S. I. FEDOROV

7. B. S. Pavlov, Bazisnost~ sistemy ffksponent i uslovie Makkenhoupta, Dokl. AN SSSR 247, No. 1 (1979), 37–40.

8. S. Chruschev, N. Nikolski, and B. Pavlov, Complex analysis and spectral theory, Lecture Notes in Math. 864, Springer-Verlag, 1981.

9. S. I. Fedorov, Garmoniqeskiæ analiz v mnogosvØznoæ oblasti I,II, Mat.

sb. 181, No. 6, 7 (1990), 833–864, 867–909.

10. S. I. Fedorov, O garmoniqeskom analize v mnogosvØznoæ oblasti i harakter-avtomorfnyh prostranstvah Hardi, Algebra i analiz 9, No. 2 (1997), 192–240.

11. S. Fedorov, V. Vinnikov, On the Nevanlinna-Pick interpolation problem in multiply connected domain and character, Auckland Univ. Dep. Math. Report Series No.325, Auckland, N. Z., 1995.

12. M. Voichick, L. Zalcman, Inner and outer functions on Riemann surfaces, Proc.

Amer. Math. Soc. 16 (1965), 1200–1204.

13. D. Sarason, The Hp spaces of an annulus, Mem. Amer. Math. Soc. 127 (1965). 14. M. Voichick, Invariant subspaces on Riemann surface, Canad. J. Math. 18 (1966), 399–403.

15. M. Voichick, Ideals and invariant subspaces of analytic functions, Trans. Amer.

Math. Soc. 111 (1964), 493–512.

16. M. Hasumi, Hardy classes on infinitely connected Riemann surfaces, Lecture Notes in Math. 1027, Springer-Verlag, Berlin ets., 1983.

17. B. S. Pavlov, S. I. Fedorov, Gruppa sdvigov i garmoniqeskiæ analiz na rimanovoæ poverhnosti roda odin, Algebra i Analiz 1, No. 2 (1989), 132–168.

18. M. B. Abrahamse, R. G. Douglas, A class of subnormal operators related to multiply connected domains, Advances in Math. 19 (1976), 106–148.

19. H. Widom, Extremal polynomials associated with a system of curves in the complex plane, Advances in Math. 3 (1969), 127–232.

20. M. B. Abrahamse, The Pick interpolation theorem for finitely connected domains, Michigan Math. J. 26, No. 2 (1979), 195–203.

21. M. Sodin, P. Yuditskii, Almost periodic Jacobi matrices with homogeneous spectrum, infinite dimensional Jacobi inversion, and Hardy spaces of character-automorphic functions, Københavns Universitet, Matematisk Instituts Notetrykkeri, Preprint Series 1994, No. 20.

22. S. Fedorov, Weighted norm inequalities and the Muckenhoupt condition in a multiply connected domain, Auckland Univ. Dep. Math. Report Series No. 330, Auckland, N. Z., 1995.

23. S. Fedorov, Angle between subspaces of analytic and antianalytic functions in weighted L2 space on a boundary of a multiply connected domain, Auckland Univ. Dep. Math. Report Series No.368, Auckland, N. Z., 1996.

24. S. Fedorov, On a projection from one co-invariant subspace onto another in character-automorphic Hardy space on a multiply connected domain, Auckland Univ. Dep. Math. Report Series No. 375, Auckland, N. Z., 1997.

25. K. F. Clancey, Representing measures on multiply connected domains, Illinois J.

Math. 35, No. 2 (1991), 286–311.

26. J. A. Ball, K. F. Clancey, Reproducing kernels for Hardy spaces on multiply connected domains, Integral Equations and Operator Theory 25 (1996), 35–57.

OB UGLAH MEȷDU PODPROSTRANSTVAMI 193

27. I. Kra, Automorphic forms and Kleinian groups, Mathematics Lecture Note Series. W. A. Benjamin, Reading, MA, 1972.

28. H. M. Farkas, I. Kra, Riemann surfaces. Graduate Texts in Math. 71, Springer-Verlag, New York–Berlin, 1980.

29. K. Hoffman, Banach spaces of analytic functions, Prentice-Hall Series in Modern Analysis. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.-J., 1962.

Postupilo 18 marta 1997 g.

Department of Mathematics University of Auckland, Private Bag 92019, Auckland, New Zeeland