V. M. Babiq O RASPROSTRANENII VOLN VDOL^ SLABO NEODNORODNOGO V GORIZONTAL^NOM NAPRAVLENII I SLABO IZOGNUTOGO ANIZOTROPNOGO UPRUGOGO SLO˚

1. Vvedenie.

V rabote rezul~taty stat~i [1] rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ anizotropnoæ uprugoæ sredy, qto potrebovalo bolee sloßnoæ, qem v rabote [1] tenzornoæ tehniki. Po sravneni¸ s rabotoæ [2] (sm. takße [3–4]), posvØwennoæ volnam v slabo izognutom anizotropnom sloe, v nastoØwem issledovanii dopuskaetsØ bol~xaØ izognutost~ sloØ, qto privodit k poØvleni¸ v sootvetstvu¸weæ faze Berri dopolnitel~nyh slagaemyh, zavisØwih ot krivizny sloØ. Izmenenie amplitudy volny udaetsØ vyrazit~ Øvnoæ formuloæ qerez geometriqeskoe rashoßdenie luqeæ. �ta formula ØvlØetsØ sledstviem sohraneniØ potoka ffnergii v luqevoæ trubke. Analiz sootvetstvu¸wih uravneniæ estestvenno privodit k voshodØweæ k N. A. Umovu (sm. [6]) koncepcii, soglasno kotoroæ ffnergiØ napodobie ßidkosti l~etsØ v fiziqeskih telah, podqinØØs~ gidromehaniqeskomu uravneni¸ nerazryvnosti. V rassmatrivaemom sluqae potok ffnergetiqeskoæ “ßidkosti” dvumeren. SovremennaØ traktovka podobnyh Øvleniæ po-suwestvu predloßena Uizemom [7], a v sluqae volnovodnogo rasprostraneniØ kolebaniæ Brezertonom [8]. O svØzi fazy Berri s sootvetstvu¸- wim variacionnym principom sm. [9].

Kak ukazal avtoru S. ı.Dobrohotov, vozmoßen podhod k fftomu krugu zadaq na baze teorii uravneniæ s operatornymi kofffficientami.

2. Ishodnye uravneniØ.

DlØ dal~neæxih rassmotreniæ nam potrebu¸tsØ vyraßeniØ dlØ uravneniæ teorii uprugosti i tenzora deformaciæ v proizvol~nyh, voobwe govorØ, neortogonal~nyh koordinatah. My kratko nametim vyvod fftih izvestnyh formul.

Pust~ q^j , j = 1, 2, 3 krivolineænye koordinaty, svØzannye s 12

O RASPROSTRANENII VOLN 13

dekartovymi x^i, i = 1, 2, 3 formulami: x^i = x^i(q^1, q^2, q^3), (i = 1, 2, 3) i odnoznaqno v rassmatrivaemoæ oblasti razreximye otnositel~no q^j, j = 1, 2, 3. PredpolagaetsØ, qto vse funkcii, rassmatrivaemye zdes~ i v dal~neæxem – gladkie. Kvadrat dliny meßdu dvumØ beskoneqno blizkimi toqkami – Σ(dx^i)^2 – vyrazim qerez q^j i dq^j

ds^2 = 3∑ i=1 (dx^i)^2 = ∂x^i ∂q^j dq^j ∂x^i ∂q^h dq^h = G_{jh}(q^l)dq^j dq^h. (2.1)

Po povtorØ¸wimsØ indeksam podrazumevaetsØ summirovanie. Zdes~ (G_{jh}) – tak nazyvaemyæ metriqeskiæ tenzor (G_{jh} =^{∂xi}_{∂qj}^{∂xi}_{∂qh} ).

My budem sqitat~, qto smeweniØ i ih proizvodnye maly. Pust~ kaßdaØ toqka x^j (j = 1, 2, 3) uprugoæ sredy smestitsØ na vektor (vektor smeweniØ) u^j(x^h) (j, h = 1, 2, 3) i ee koordinatami stanut x^j + u^j. Toqka x^j + dx^j posle deformacii budet imet~ koordinaty: x^j + dx^j + u^j(x^h + dx^h). Kvadrat rasstoØniØ meßdu fftoæ toqkoæ i x^j + u^j raven s toqnost~¸ do glavnyh qlenov:

(ds^′)^2 = 3∑ i=1 ( x^j + dx^j + u^j(x^h) + ∂u^j ∂x^h dx^h − x^j − u^j )_2 t t ds^2 + 2εhldx^hdx^l, εhl =^1_2^{( ∂ul}_{∂xh} +^{∂uh}_{∂xl}^), (ε_{hl} ) – tenzor deformaciæ v dekartovoæ sisteme koordinat.

Qtoby poluqit~ vyraßenie dlØ tenzora deformaciæ v sisteme koordinat q^j predpoloßim, qto toqka q^j poluqila smewenie

u^j. Kak smewenie u^j, tak i ego proizvodnye sqita¸tsØ malymi.

V tenzornom isqislenii vektory zada¸tsØ svoimi kontrvariantnymi koordinatami u^j (s verhnimi indeksami) ili kovariantnymi. Ta toqnost~, kotoraØ prinØta zdes~, pozvolØet sqitat~

u^j – kontrvariantnymi koordinatami vektora smeweniæ.

Rassmotrim raznost~ (ds^′)^2 − (ds)^2, gde ds^2 kvadrat rasstoØniØ meßdu toqkami q^j i q^j + dq^j, (ds^′)^2 – kvadrat rasstoØniØ meßdu fftimi toqkami posle deformacii. Oqevidno, qto

ds^{′ 2} − ds^2 = G_{ij}(q^h + dq^h)d ( q^i + u^i(q^1, q^2, q^3)d(q^j + u^j (q^1, q^2, q^3) ) − −G_{ij} (q^h)dq^idq^j t 2ε_{lh} dq^ldq^r, (2.2)

14 V. M. BABIQ ε_{lh} = 1 2 ( G_{lr} ∂u^r ∂q^h + G_{rh} ∂u^r ∂q^l + ∂G_{lh} ∂q^r u^r ) . (2.3)

Formula (2.3) i daet vyraßenie dlØ tenzora deformaciæ v koordinatah q^j .

DlØ vyvoda vyraßeniØ dlØ uravneniæ dvißeniØ udobno ishodit~ iz principa Gamil~tona δ t2∫ t1 ∫ q (E_c − E_p)dxdt = 0, dx = dx^1dx^2dx^3, (2.4)

E_c i E_p – plotnosti sootvetstvenno kinetiqeskoæ i potencial~-

noæ ffnergiæ. My predpolagaem, qto v dekartovoæ sisteme koordinat

E_c = ρ 2 ∂u_i ∂t ∂u_i ∂t , E_p = 1 2 Λ^{ijkl}ε_{ij}ε_{kl}, (2.5) ( Λ^{ijkl} = Λ^{klij} = Λ^{jikl} = Λ^{ijlk} ) . (2.6)

Zdes~ Λ^{ijkl} – tenzor Guka: komponenty tenzory naprØßeniæ σ^{ij} i tenzora deformaciæ ε_{kl} svØzany lineænym sootnoxeniem (zakon Guka): σ^{ij} = Λ^{ijkl}ε_{kl}. (2.7) Sootnoxenie (2.4) s uqetom formul (2.5) moßno zapisat~ v vide: δ ∫ ( ρ 2 ∂u_i ∂t ∂u_i ∂t − 1 2 Λ^{ijkl}ε_{ij}ε_{kl} ) dxdt = 0. (2.8) Pereædem v ravenstve (2.8) k koordinatam q^h, h = 1, 2, 3. Pust~

λ^{ijkl} = λ^{ijkl}(q^h) – tenzor Guka v siteme koordinat q^h. Sootnoxe-

niØ tipa (2.6) sohranØ¸tsØ: λ^{ijkl} = λ^{klij} = λ^{jikl} = λ^{ijlk}. (2.9) Pereædem v variacionnom ravenstve (2.4) k koordinatam q^h: δ ∫ ( ρ 2 ∂u_i ∂t ∂u_i ∂t G_{ij} − 1 2 λ^{ijkl}ε_{ij} ε_{kl} )√ G dqdt, (2.10) G = det(G_{ij}), dq = dq^1dq^2dq^3.

O RASPROSTRANENII VOLN 15

Zdes~ ε_{ij} ime¸t vid (2.3). Podstavim v ravenstvo (2.10) vyraßenie dlØ ε_{ij}. Posle nebol~xih preobrazovaniæ poluqim: δ ∫ ( 1 2 ρ ∂u^h ∂t ∂u^m ∂t G_{hm} − 1 2 λ^{ijkl}G_{ih} ∂u^h ∂q_j G_{km} ∂u^m ∂q^l − − 1 4 λ^{ijkl}G_{ih} ∂u^h ∂q^j ∂G_{kl} ∂q^m u^m − 1 8 λ^{ijkl} ∂G_{ij} ∂q^h ∂G_{kl} ∂q^m u^hu^m )√ G dqdt = 0 ili δ ∫ Ldqdt ≡ δ ∫ ( 1 2 A^{00}_{hm} ∂u_h ∂t ∂u_m ∂t − 1 2 A^{jl}_{hm} ∂u^h ∂q^j ∂u^m ∂q^l − −A^j_{hm} ∂u^h ∂q^j u^m − 1 2 A_{hm}u^hu^m ) dqdt, (2.11)

gde A^{00}_{hm} = ρG_{hm} √ G, A^{jl}_{hm} = λ^{ijkl}G_{ih}G_{km} √ G, A^j_{hm} = 1 2 λ^{ijkl}G_{ih} ∂G_{kl} ∂q^m √ G, A_{hm} = 1 4 λ^{ijkl} ∂G_{ij} ∂q^h ∂G_{kl} ∂q^m √ G. (2.12)

UravneniØ dvißeniØ – ffto uravneniØ �ælera dlØ funkcionala (2.11):

(Lu)_h = A^{00}_{hm}

∂^2u^m ∂t^2 − ∂ ∂q^j ( A^{jl}_{hm} ∂u^m ∂q^l + A^j_{hm} u^m ) + +A^j_{mh} ∂u^m ∂q^j + A_{hm}u^m = 0.

(2.13)

V dal~neæxem kraevye usloviØ, s kotorymi my budem imet~ delo – ffto svobodnye granicy i ßestkiæ kontakt na granicyh razdela. UsloviØ na svobodnoæ granice – ffto estestvennye graniqnye usloviØ dlØ funkcionala (2.11). Esli svobodnaØ granica Σ opisyvaetsØ uravneniem Ψ(q^h) = 0, to na neæ vypolnØetsØ kraevoe uslovie:

(lu)_h = ( A^{jl}_{hm} ∂u^m ∂q^l + A^j_{hm}u^m ) ∂Ψ ∂q^j = 0, h = 1, 2, 3 (2.14)

fiziqeskiæ smysl kotorogo – otsutstvie naprØßeniæ. Esli Σ granica razdela, na kotoroæ vypolnØ¸tsØ usloviØ ßestkogo kon-

16 V. M. BABIQ

takta, to vektor smeweniØ u na Σ – nepreryven i skaqok komponent vektora u^h raven nul¸

[u^h] = 0. (2.15)

Krome ravenstva (2.15) na Σ dolßny obrawat~sØ v nul~ skaqki komponent vektora poverhnostnyh sil. �to uslovie, pri vypolnenii (2.15) toße ØvlØetsØ estestvennym i imeet vid:

[(lu)_h] = [ A^{jl}_{hm} ∂u^m ∂q^n + A^j_{hm}u^m ] ∂Ψ ∂q^j = 0, h = 1, 2, 3. (2.16)

(predpolagaetsØ, qto Σ kak i ranee imeet uravneniem Ψ(q^h) = 0). 3. Ob analitiqeskom opisanii slabo neodnorodnogo anizotropnogo uprugogo sloØ.

Predpoloßim, qto uprugiæ sloæ slabo izognut. �to vyraßaetsØ v tom, qto parametriqeskoe uravnenie odnoæ iz poverhnosteæ (Σ_0), ograniqiva¸wih sloæ, imeet vid:

x^j = x^j(q^{1 ′}, q^{2 ′}) 1 ε , q^{α ′} = εq^α, j = 1, 2, 3; α = 1, 2. (3.1)

Zdes~ ε > 0 – malyæ parametr zadaqi. Pust~ tret~Ø koordinata

q^3 = n ravna rasstoØni¸ rassmatrivaemoæ toqki M ot Σ_0. Gra-

nicy razdela i vtoraØ poverhnost~ (Σ), ograniqiva¸waØ sloæ, pust~ ime¸t v koordinatah q^h –uravneniØ sootvetstvenno:

q^3 = h_r(q^{′ α}) r = 1, 2, . . . , N, q^3 = h(q^{′ α}), α = 1, 2, q^{′ α} = εq^α

(3.2) (N – qislo granic razdela).

Naxi geometriqeskie predpoloßeniØ o sloe po-suwestvu te ße, qto i v rabote [1].

Radius vektor ⃗R proizvol~noæ toqki x^1, x^2, x^3 v koordinatah

q^h (h = 1, 2, 3) vyraßaetsØ formuloæ ⃗R = ⃗r(q^{1 ′}, q^{2 ′}) ε + ⃗n(q^{1 ′}, q^{2 ′})q^3. (3.3)

Zdes~ ⃗n ediniqnaØ normal~ k “nißneæ” granice sloØ, napravlennaØ v tu storonu, gde raspoloßen sloæ. Kvadrat fflementa dliny, kak sleduet iz formuly (3.3), raven:

(d ⃗R)^2 = ∂x^l ∂q^i dq^i ∂x^l ∂q^j dq^j = G_{ij} dq^idq^j . (3.4)

O RASPROSTRANENII VOLN 17

Metriqeskiæ tenzor (G_{ij}) imeet vid:

(G_{ij}) = (g_{ij}) − 2ε(β_{ij} )q^3 + ε^2c_{ij}. (3.5)

Zdes~ matrica (g_{ij}) imeet vid

(g_{ij}) = g_{11} g_{12} 0 g_{21} g_{22} 0 0 0 1 , g_{αβ} = g_{βα} = g_{αβ}(q^{1 ′}, q^{2 ′}), α, β = 1, 2. (3.6)

Matrica (g_{αβ}) α, β = 1, 2 – matrica pervoæ kvadratiqnoæ formy Gaussa, β_{3i} = β_{i3} = 0 pri i = 1, 2, 3, a εβ_{ij} (q^{1 ′}, q^{2 ′}) pri i, j = 1, 2 kofffficienty vtoroæ kvadratiqnoæ formy Gaussa, vyraßeniØ dlØ kofffficientov c_{ij} nam ne potrebu¸tsØ.

My predpolagaem, qto plotnost~ ρ i komponenty tenzora Guka λ^{ijml} ØvlØ¸tsØ medlenno menØ¸wimisØ funkciØmi q^1, q^2. Ni medlennosti, ni bystroty izmeneniØ ρ i λ^{ijml} kak funkciæ q^3 ne predpolagaetsØ:

ρ = ρ(q^{1 ′}, q^{2 ′}, q^3), λ^{ijml} = λ^{ijml}(q^{1 ′}, q^{2 ′}, q^3).

Na granicah razdela ρ i λ^{ijml} mogut imet~ skaqki.

DlØ dal~neæxego nam nußno budet vvesti novye oboznaqeniØ. Kak sleduet iz (2.12) i (3.5), kofffficienty A^{00}_{hm}, A^{jl}_{hm} . . . razlaga¸tsØ po stepenØm ε: A^{00}_{hm} = a^{00}_{hm} + εb^{00}_{hm} + . . . , A^{jm}_{hm} = a^{jm}_{hm} + εb^{im}_{hm} + . . . A^j_{hm} = εb^j_{hm} + . . . , A_{hm} = O(ε^2). (3.7)

Toqkami oboznaqeny qleny porØdka ε^2 i vyxe. Kofffficienty a i b s raznymi indeksami – funkcii q^{1 ′}, q^{2 ′}, q^3 i ne zavisØt ot ε neposredstvenno. Legko videt~, qto a^{00}_{hm} = ρg_{hm} √ g, a^{jl}_{hm} = λ^{ijkl}g_{ih}g_{km} √ g, (3.8)

g = det(g_{ij}), b^{00}_{hm} = −2ρβ_{hm} √ gq^3 − ρg_{hm}g^{kl}β_{kl} √ g q^3, b^{jl}_{hm} = −λ^{ijkl} [2β_{ih}g_{km} + 2g_{ih}β_{km} + g_{ih}g_{km}g^{nr}β_{nr} ] √ g q^3, (3.9)

b^j_{hm} = 1 2 λ^{ijkl}g_{ih} √ g ∂g_{kl} ∂q^{m0} , m = 1, 2 −2β_{kl}, m = 3. (3.10)

18 V. M. BABIQ

Zdes~ (g^{ij}) – matrica, obratnaØ k (g_{ij}), ε(β_{hm}) – matrica vtoroæ kvadratiqnoæ formy Gaussa. Po opredeleni¸ β_{3m} = β_{m3} = 0

(m = 1, 2, 3). Netrudno podsqitat~, qto εg^{nr}β_{nr} = 2K, K – srednØØ krivizna poverhnosti. 4. Anzac i svØzannye s nim formuly.

Anzac – t.e. analitiqeskiæ vid iskomogo formal~nogo rexeniØ uravneniØ (2.13) analogiqen anzacu rabot [1–5, 8–9]:

u^j = U^j exp ( iθ(t^′, q^{α ′}) ε ) , α = 1, 2, j = 1, 2, 3 (4.1)

U^j = ∞∑ r=0 U^j_r (iε)^r , U^j_r = U^j_r (t^′, q^{α ′}, q^3). (4.2)

PodstavlØØ razloßenie (4.1)–(4.2) v (2.13), poluqaem rekurrentnu¸ sistemu uravneniæ:

N U_0 = 0, U_r = U^1_r U^2_r , U^3_r

N U_1 + MU_0 = 0, r = 0, 1, 2, . . . (4.3) N U_2 + MU_1 + LU_0 = 0,

gde N , M, L . . . differencial~nye operatory, soderßawie proizvodnye po t^′, q^{α ′}, q^3. Kofffficienty fftih operatorov zavisØt ot q^{α′}, q^3 i ne soderßat “svobodnogo” ε – ne vhodØwego v q^{α′}. Qtoby vypisat~ kompaktnee N i M, a takße sootvetstvu¸wie kraevye usloviØ, udobno vvesti oboznaqeniØ:

d_l = θ_l, l = 1, 2 1 i d dq^3 , l = 3. (4.4)

S uqetom formul (2.13) i (3.7) netrudno podsqitat~, qto h-aØ komponenta (N U )_h vektora N U ravna:

(N U )_h = −a^{00}_{hm}θ^2_0 U^m + d_j ( a^{jl}_{hm}d_lU^m ) . Vektor MU – estestvenno razbivaetsØ na dva slagaemyh:

M U = M_1U + M_2U, (4.6)

O RASPROSTRANENII VOLN 19 gde (M_1U )_h = i ( b^{00}_{hm}θ^2_0 U^m − d_j(b^{jl}_{hm}d_lU^m) ) − −d_j (b^j_{hm}U^m) + b^j_{hm}d_jU^m, (4.7)

(M_2U )_h = 2a^{00}_{hm} ∂U^m ∂t^′ θ_0 + a^{00}_{hm}U^mθ_{00}− − ∂ ∂q^{α′} (a^{αl}_{hm}d_lU^m) − d_l ( a^{lα}_{hm} ∂U^m ∂q^{α′} ) (4.8)

θ_0 = ∂θ ∂t^′ , θ_{00} =

∂^2θ (∂t^′)^2 , α = 1, 2, h, l, m = 1, 2, 3. ObratimsØ k kraevym usloviØm (2.14)–(2.16). FunkciØ Ψ v naxem sluqae ravna

Ψ = q^3 − h_r(q^{1′}, q^{2′}), r = 1, 2, . . . , N, ili Ψ = q^3 − h(q^{1′}, q^{2′}). (4.9)

PodstavlØØ vyraßenie (4.1) v (2.14), poluqim: ( l_2U e^{i θε} ) h e^{−i θε} = i(nU )_h + ε(mU )_h, (4.10) gde (nU )_h = a^{3l}_{hm}d_lU^m, (4.11)

(mU )_h = ib^{3l}_{hm}d_lU^m + b^3_{hm}U^m + a^{3α}_{hm} ∂U^m ∂q^{α ′} − ia^{αl}_{hm}d_lU^m ∂h ∂q^{α ′} . (4.12)

UqityvaØ formuly (4.2), my prihodim k rekurrentnoæ sisteme kraevyh zadaq:

N U_0 = 0 nU_0 = 0 q^3 = 0 i q^3 = h(q^{1 ′}, q^{2 ′}) (4.13) [U_0] = 0, [nU_0] = 0 pri q^3 = h_r(q^{1 ′}, q^{2 ′}). (4.14)

Kraevye zadaqi dlØ U_1, U_2 – neodnorodnye. DlØ U_1 kraevaØ zadaqa imeet vid

N U_1 + MU_0 = 0 (4.15)

nU_1 − mU_0 = 0 pri q^3 = 0 i q^3 = h(q^{1 ′}, q^{2 ′}) (4.16)

[U_1] = 0, [nU_1 − mU_0 ] = 0 pri q^3 = h_r(q^{1 ′}, q^{2 ′}), r = 1, 2, . . . , N.

DlØ U_2, U_3 . . . kraevye zadaqi analogiqny.

20 V. M. BABIQ

5. O kraevoæ zadaqe (4.13)–(4.14).

Operatory N i n soderßat differencirovaniØ tol~ko po q^3, pofftomu (4.13)–(4.14) – ffto odnomernaØ kraevaØ zadaqa na otrezke 0 6 q^3 6 h, zavisØwaØ ot q^{α ′}, α = 1, 2 kak ot parametrov. Esli koordinaty q^α α = 1, 2 na poverhnosti q^3 = 0 v dannoæ toqke vybrat~ tak, qtoby matrica (g_{ij}) stala v fftoæ toqke ediniqnoæ, to legko videt~, qto kraevaØ zadaqa sovpadaet s zadaqeæ o nahoßdenii voln, rasprostranØ¸wihsØ vdol~ uprugogo sloØ, odnorodnogo v gorizontal~nyh napravleniØh.

Zadav θ_α α = 1, 2, my poluqili zadaqu (4.13)–(4.14) na otyskanii sobstvennoæ vektor-funkcii U_0, priqem rol~ sobstvennogo qisla igraet θ^2_0 , Zadaqa (4.13)–(4.14) okazyvaetsØ samosoprØßennoæ, operator – poloßitel~no opredelennym, pofftomu θ^2_0 > 0. My budem sqitat~, qto sobstvennoe qislo θ^2_0 odnokratno, otricatel~no i gladko zavisit ot q^{α ′} i θ_α:

θ_0 = −H(θ_α, q^α), α = 1, 2, H > 0. (5.1)

Na ravenstvo (5.1) moßno smotret~ kak na uravnenie v qastnyh proizvodnyh dlØ nahoßdeniØ ffækonala θ = θ(t^′, q^{α ′}).

Po forme uravnenie (5.1) ØvlØetsØ klassiqeskim uravneniem Gamil~tona–˚kobi. Kak izvestno ego rexenie moßno naæti, esli zadano naqal~noe znaqenie θ | |_{t0=0} = θ^0 (q^′_1, q^′_2). (5.2)

Naqal~noe uslovie (5.2) opredelØet naqal~nye znaqeniØ θ_α|_t0_{=0}

α = 1, 2, posle qego θ vyqislØetsØ, esli prointegrirovat~ kano-

niqesku¸ sistemu dt ds = 1, dq^α ds = ∂H ∂θ_α , ∂θ_0 ds = 0, dθ_α ds = − ∂H ∂q^α (5.3) dθ ds = −H + ∂H ∂θ_α (α = 1, 2)

s naqal~nymi usloviØmi t^′ | |_{s=0} = 0, q^{α ′} | |_{s=0} = a^α, θ | |_{s=0} = θ^0 (a^1, a^2), θ_α | |_{s=0} = θ^0_α(a^1, a^2).

O RASPROSTRANENII VOLN 21

V rezul~tate my prihodim k tipiqnoæ dlØ prostranstvennovremennogo luqevogo metoda zavisimosti t i q^{α ′} ot s i a^α:

t^′ = s

q^{α ′} = q^{α ′}(s, a^1, a^2) = q^{α ′}(t, a^1, a^2). (5.4)

Ravenstva (5.4) opredelØ¸t “potok” toqek dvißuwihsØ po poverhnosti Σ – svoeobraznyæ analog potoka ßidkosti, skorost~ kotoroæ v kaßdoæ toqke ravna dq^{α ′} dt^′ = ∂H ∂θ_α , α = 1, 2. (5.5)

Vektor (^{∂H}_{∂θα} ) (^{∂H}_{∂θα} – kontrvariantnye koordinaty vektora na poverhnosti q^3 = 0) igraet v dal~neæxem fundamental~nu¸ rol~. On nazyvaetsØ vektorom gruppovoæ skorosti. Sootnoxenie (5.4) – ffto, po-suwestvu, zamena koordinat t^′, q^{1 ′}, q^{2 ′} na s, a^1, a^2. Koordinaty s, a^1, a^2 – analog klassiqeskih lagranßevyh koordinat v gidromehanike. V lagranßevyh koordinatah uravnenie (5.1) pri naqal~nom znaqenii (5.2) legko rexaetsØ:

θ(s, a_1, a_2) = θ(a_1, a_2) + s∫ 0 ( − H + θ_α ∂H ∂θ_α ) ds. (5.6) Rexenie t = s, q^{α ′} = q^{α ′}(s) – estestvenno nazvat~ prostranstvenno vremennym luqom.

6. UsredneniØ i pervoe gidroffnergetiqeskoe ravenstvo.

V naxih dal~neæxih postroeniØh bol~xu¸ rol~ igraet usrednenie (zdes~ my sleduem izvestnoæ metodike (sm. [1–5, 8– 9]), voshodØweæ k Uizemu [7]).

Esli f(ζ)–a-periodiqeskaØ (a > 0) funkciØ, to usredneniem

⟨ f⟩ funkcii f nazyvaetsØ integral ⟨ f ⟩ = 1 a a∫ 0 f(ζ)dζ. (6.1) FunkciØ f(−ωt + k_1x_1 + k_2x_2) (ω, k_1, k_2 – vewestvennye otliqnye ot nulØ qisla) periodiqna po t i x_1, x_2 (periody^a_{|ω|} ,^a_{|k1|} ,^a_{|k2|} ). Usrednene f(−ωt + k_1x_1 + k_2x_2) po t ili x_j (j = 1, 2) daet odno i

22 V. M. BABIQ

to ße znaqenie (6.1). Otmetim ewe vaßnoe, hotØ i fflementarnoe sootnoxenie: pust~ y_j = Re(a_je^{−iωt}), j = 1, 2, ω > 0, togda

⟨ y_1 , y_2 ⟩ = 1 2 Re a_1a_2. (6.2)

V dal~neæxem my budem prmenØt~ operaci¸ usredneniØ k razloßeniØm (4.1), toqnee k qastnym summam razloßeniØ (4.1), priqem usredneniØ my budem ispol~zovat~ s toqnost~¸ do glavnyh qlenov. Analogi sootvetstvu¸wih vyqisleniæ delalis~ v citirovannoæ literature, pofftomu my praktiqeski vse vykladki opustim. Pervoe ravenstvo, nußnoe nam – ffto h∫ 0 ⟨ L ⟩dq^3 = 0. (6.3)

Zdes~ neobhodimy raz¨ØsneniØ. VernemsØ k anzacu (4.1). V pervom priblißenii okolo fiksirovannoæ toqki on prevrawaetsØ v volnovodnu¸ modu

U^h_0 (t^′_0, q^1_0^′, q^2_0^′) · exp ( i 1 ε θ(t^′_0, q^1_0^′, q^2_0^′) ) · · exp (−ω(t − t_0) + k_α(q^α − q^α_0 )) ω = − ∂θ ∂t^′ , k_α = ∂θ ∂q^{α ′} , α = 1, 2 pri t^′ = t^′_0, q^{α ′} = q^α_0^′.

(6.4)

Vyraßenie (6.4) – toqnoe rexenie uravneniØ (2.13), udovletvorØ¸wee sootvetstvu¸wim kraevym usloviØm, gde v kofffficientah ostavleny lix~ glavnye ne stremØwiesØ k nul¸ qleny pri

ε → 0, a q^{α ′} zameneny na q^α_0^′ = const, α = 1, 2.

Podyntegral~noe vyraßenie v ravenstve (2.11) prevrawaetsØ togda v 1 2 a^{00}_{hm}(q^α_0^′, q^3) ∂u^h ∂t ∂u^m ∂t − 1 2 a^{jl}_{hm}(q^α_0^′, q^3) ∂u^h ∂q^j ∂u^m ∂q^m . (6.5)

Podstavim s¸da vmesto u^h – vewestvennu¸ qast~ vyraßeniØ (6.4). My poluqim vewestvennu¸ periodiqesku¸ po t, q^α (periody sootvetstvenno^{2π}_ω ,^{2π}_{|kα|} , α = 1, 2) funkci¸. Rezul~tat ee usredneniØ, delennyæ na √g, i est~ ⟨ L ⟩: ⟨ L ⟩ = 1 √ g ⟨ 1 2 a^{00}_{hm} ∂u^h ∂t ∂u^m ∂t − 1 2 a^{jl}_{hm} ∂u^h ∂q^j ∂u^m ∂q^l ⟩ . (6.16)

O RASPROSTRANENII VOLN 23

Zametim, qto 1 √ g ⟨ 1 2 a^{00}_{hm} ∂u^h ∂t ∂u^m ∂t ⟩ = ⟨ E_c ⟩, 1 √ g ⟨ 1 2 a^{jl}_{hm} ∂u^h ∂q^j ∂u^m ∂q^l ⟩ = ⟨ E_p ⟩, (6.17)

gde ⟨ E_c ⟩ i ⟨ E_p ⟩ glavnye qasti pri ε → 0 usredneniæ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ, tak qto ravenstvo (6.3) moßno perepisat~ tak: h∫ 0 ⟨ E_c ⟩dq^3 = h∫ 0 ⟨ E_p ⟩dq^3. (6.18)

Ravenstvo (6.18) ØvlØetsØ analogom dlØ rassmatrivaemoæ formy kolebaniæ izvestnoæ v mehanike teoremy viriala (sm. [10]). �lementarnaØ vykladka daet h∫ 0 ⟨ E_c ⟩dq^3 = 1 √ g · 1 4 h∫ 0 a^{00}_{hm}(q^{1 ′}, q^{2 ′}, q^3)θ^2_0 U^h_0 U^m_0 dq^3 =

= 1 2 h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3, ⟨ E ⟩ = ⟨ E_c ⟩ + ⟨ E_p ⟩. (6.19)

ObratimsØ teper~ k ffnergetiqeskomu toßdestvu ∂E ∂t + div ⃗S = 0, (6.20)

gde E – plotnost~ ffnergii E = ρ 2 u^{′2}_t + W = E_c + E_p

(S^i) = ⃗S – vektor potoka ffnergii, gde v proizvol~noæ sisteme

koordinat sostavlØ¸waØ S^i vektora S ravna S^i = −σ^{ij} ∂u^h ∂t G_{jh}. (6.21)

Pereædem v (6.21) k koordinatam q^i. Vmesto u^h podstavim v (6.21) vewestvennu¸ qast~ volnovodnoæ mody (6.4) i otbrosim v vyraßeniØh dlØ tenzora deformaciæ i G_{ij} vse qleny, stremØwiesØ k

24 V. M. BABIQ

nul¸ pri ε → 0. My pridem k funkciØm S^i, periodiqeskim po t,

q^α α = 1, 2. UsrednØØ po fftim peremennym, poluqim dlØ glavnoæ

qasti ⟨ S^i ⟩:

⟨ S^i ⟩ = −θ_0 Re ( λ^{ijml}d_mU^hU^r g_{hl}g_{rj} ) = − θ_0 2g Re ( a^{ik}_{hm}d_kU^hU^m ) . (6.22) Qerta oznaqaet kompleksnoe soprØßenie.

DifferenciruØ (6.3) po θ_α, α = 1, 2, poluqaem sootnoxenie, kotoroe estestvenno nazvat~ pervym gidroffnergetiqeskim ravenstvom_h ∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3 ⃗V = h∫ 0 ⟨ ⃗S ⟩dq^3. (6.23) Zdes~ ⃗V = (V^α), α = 1, 2 – vektor gruppovoæ skorosti. Ego kontrvariantnye komponenty ravny:

V^α =

∂(−θ_0) ∂θ_α , α = 1, 2, (6.24)

⟨ E ⟩ glavna qast~ usredneniØ plotnosti ffnergii

⟨ E ⟩ = θ^2_0 g_{ij}U^i_0U^j_0 ρ 2 = = θ^2_0 g_{ij}U^i_0U^j_0 ρ 4 + λ^{ijkl}g_{ih}g_{lm}d_iU^h_0 d_kU^m_0 1 4 . (6.25)

7. O rexenii uravneniæ perenosa.

Iz (4.12)–(4.13) sleduet, qto

U^h_0 = ψ_0(t^′, x^′_1, x^′_2)U^h_{00}, h = 1, 2, 3, (7.1)

gde U^h_{00} – kakoe-to fiksirovannoe rexenie fftoæ zadaqi, ψ_0 poka ostaetsØ neopredelennym.

Uravnenie dlØ ψ_0 udaetsØ naæti, analiziruØ sledu¸wie uravneniØ perenosa (4.14)–(4.15). Zadaqa (4.14)–(4.15) – ffto zadaqa nahoßdeniØ vektora U_1. Voobwe govorØ, naæti U_1 iz uravneniæ i kraevyh usloviæ (4.14)–(4.15) pri proizvol~no zadannom U_0 nevozmoßno, tak kak sootvetstvu¸waØ odnorodnaØ zadaqa (4.12)–(4.13) imeet po uslovi¸ netrivial~noe rexenie ⃗U_{00}.

O RASPROSTRANENII VOLN 25

Naædem sootvetstvu¸wee uslovie razreximosti. Uravnenie (4.14) zapixem v vide:

(N U_1)_h + (MU_0)_h = O. (7.2)

Umnoßim (7.2) na ⃗U^h_0 i prointegriruem po qastØm “osvoboßdaØ”

U^h_1 ot proizvodnyh. Ispol~zuØ (4.12)–(4.13) i kraevye uslo-

viØ (4.15), my, v konce koncov, pridem k sootnoxeni¸, ne soderßawemu U^h_1 . PodstavlØØ vmesto U^h_0 vyraßenie (7.1), my poluqim uravnenie dlØ ψ_0(t^′, x^′_1, x^′_2). Rexenie fftogo uravneniØ i opredelØet ψ_0, a, sledovatel~no, i vs¸ “volnu” v pervom priblißenii (sm. [1–5, 8–9]).

Nametim sootvetstvu¸wie vykladki. V silu togo, qto kofffficienty differencial~nogo operatora N ime¸t, voobwe govorØ, skaqki v toqkah q^3 = h_r, my razob~em promeßutok integrirovaniØ na otrezki [O, h_1], [h_1, h_2], . . . , [h_N , h], na kaßdom otrezke integrirovaniem po qastØm “oqistim” U_1 ot proizvodnyh. V silu formal~noæ samosoprØßennosti operatora N i ravenstva

N U_{00} = 0, my pridem k sootnoxeni¸

−i(nU_1 )_jU^j_{00} |_h 0 + i N∑ r=1 ( [nU_1]_jU^j_{00} ) q3 =h_r +

+ h∫ 0 (M U_0)_jU^j_{00} dq^3 = 0. (7.3)

Pol~zuØs~ kraevymi usloviØmi (4.16), legko iskl¸qit~ U_1 iz ravenstv (7.3)

(−i)(mU_0 )_j U^j_{00} | |^h_0 + i^N ∑ r=1 ( [mU_0]_jU^j_{00} ) q3=h_r +

+ h∫ 0 (M U_0)_j U^j_{00} dq^3 = 0.

(7.4)

Podstavim v (7.4) vmesto U_0 ego vyraßenie (7.1), togda (7.4) prevratitsØ v lineænoe uravnenie dlØ ψ_0.

Nemnogo preobrazuem poluqennoe vyraßenie. ObratimsØ k

26 V. M. BABIQ

formulam dlØ M (sm. (4.6)–(4.8)) Integral

− h∫ 0 ( d_3a^{3α}_{hm} ∂U^m_0 ∂q^{α ′} ) U^h_{00} dq^3 ( d_3 = 1 i d dq^3 ) , (7.5)

vhodØwiæ v ravenstvo (7.4), voz~mem po qastØm, perebrasyvaØ proizvodnu¸ na U^h_{00}. Pri integrirovanii po qastØm za sqet dvoænoæ podstanovki vydelØtsØ qleny pri q^3 = 0, h, h_r. Zameqatel~no, qto ffti qleny sokratØtsØ s qlenom, soderßawim^{∂U m}_{∂qα 0} , sm. (4.11). V rezul~tate slagaemyh, soderßawih proizvodnye po

q^{α ′}, α = 1, 2 vo vneintegral~nom vyraßenii ne budet. Vyraße-

nie (7.4) – ffto lineænoe uravnenie v qastnyh proizvodnyh dlØ

ψ_0(t^′, q^′_1, q^′_2):

C^0 ∂ψ_0 ∂t^′ + C^α ∂ψ_0 ∂q^{α ′} + Dψ_0 = 0. (7.6)

DlØ nahoßdeniØ C^0, C^1, C^2 i D sleduet sdelat~ nekotorye vyqisleniØ. ObratimsØ k vyraßeniØm (4.7), (4.8). Preobrazuem s pomow~¸ integrirovaniØ po qastØm integral h∫ 0 ( −d_3 ( b^{3l}_{hm}d_lU^m_0 ) − d_3b^3_{hm}U^m_0 ) U^h_{00} dq^3,

(d_1 = θ_1, d_2 = θ_2, d_3 = 1 i d dq^3 )

(sm. formulu (4.7)). Esli uqest~ formulu (4.11), to vse vneintegral~nye qleny isqeznut, krome

Φ ≡ −a^{αl}_{hm} d_lU^m_0 ∂h ∂q^{α ′} U^h_{00} | |_{q3 =h} +^N ∑ r=1 [ a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 ∂h_r ∂q^α , U^h_{00} ] h_r , (7.7)

O RASPROSTRANENII VOLN 27

a vyraßenie (7.4) primet vid:

Φ + i h∫ 0 ( b^{00}_{hm}θ^2_0 U^m_0 U^h_{00} − b^{jl}_{hm}d_lU^m_0 d_jU^h_{00} ) +

+ h∫ 0 ( −b^j_{hm}U^m_0 d_jU^h_{00} + b^j_{mh}d_jU^m_0 U^h_{00} ) dq^3+

+ h∫ 0 ( 2a^{00}_{hm} ∂U^m_0 ∂t^′ θ_0U^h_{00} + a^{00}_{hm}U^m_0 θ_{00}U^h_{00} ) −

− ( ∂ ∂q^{α ′} ( a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 ) ) U^h_{00} − a^{lα}_{hm} ∂U^m_0 ∂q^{α ′} d_lU_{00} ) dq^3 = 0.

(7.8)

Vyraßenie (7.8) moßno uprostit~: Φ + h∫ 0 ( − ∂ ∂q^{α ′} a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 ) U^h_{00} − ( a^{lα}_{hm} ∂U^m_0 ∂q^{α ′} d_lU_{00} ) dq^3 =

= ∂ ∂q^{α ′} h∫ 0 ( − a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 U^h_{00} ) dq^3+

+ h∫ 0 ( a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 ∂ ∂q^{α ′} U^h_{00} − a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 ∂ ∂q^{α ′} U^h_{00} ) dq^3.

(7.9)

Posledniæ integral qisto mnimyæ. VozvratimsØ teper~ k ravenstvu (7.6). PrØmye vykladki, osnovannye na ravenstve (4.8), da¸t:

C^0 = 2θ_0 h∫ 0 U^m_{00}a^{00}_{hm}U^h_{00}dq^3

C^α = − h∫ 0 a^{αl}_{hm}d_lU^m_{00}U^h_{00}dq^3 − h∫ 0 a^{lα}_{hm}U^m_{00}d_lU^h_{00}dq^3.

Legko videt~, qto vyraßeniØ dlØ C^γ , γ = 0, 1, 2 moßno perepi-

28 V. M. BABIQ

sat~ tak:

C^0 = 4 θ_0 √ q h∫ 0 ⟨ E_{00} ⟩dq^3, (7.10) i C^α = 4 θ_0 √ q h∫ 0 ⟨ S^α_{00} ⟩dq^3, (7.11)

(sm. (6.22) i (6.24)). Indeks_{00} oznaqaet, qto sootvetstvu¸wie veliqiny sosqitany dlØ vektora U_{00}. Pervoe gidroffnergetiqeskoe ravenstvo (6.23) daet vozmoßnost~ zapisat~ uravnenie (7.6) v vide: 4 θ_0 √ q h∫ 0 ⟨ E_{00} ⟩dq^3 ( ∂ψ_0 ∂t^′ + V^α ∂ψ_0 ∂q^{α ′} ) + Dψ_0 = 0. (7.12)

Iz kanoniqeskoæ sistemy (5.3), esli uqest~ ravenstvo^{∂H}_{∂θα} =

U^α, sleduet, qto uravnenie (7.12) ØvlØetsØ obyknovennym dif-

ferencial~nym uravneniem vdol~ prostranstvenno vremennogo luqa (sm. konec punkta 5): 4 θ_0 √ q h∫ 0 ⟨ E_{00} ⟩dq^3 ∂ψ_0 ∂s + Dψ_0 = 0. (7.13)

Takim obrazom uravneniØ perenosa razreximy, esli lagranßevy koordinaty s, a^1, a^2 regulØrny.

8. Vtoroe gidroffnergetiqeskoe ravenstvo.

Vyraßenie dlØ ψ_0 iz uravneniØ (7.13) netrudno zapisat~ v kvadraturah, soderßawiæ D. Vyraßenie dlØ D dovol~no sloßnoe. OkazyvaetsØ, zdes~ vozmoßny nekotorye uproweniØ, svØzannye s koncepcieæ ffnergetiqeskoæ “ßidkosti”, sohranØ¸weæsØ v processe rasprostraneniØ volny vdol~ sloØ.

DlØ vyvoda sootvetstvu¸wego gidroffnergetiqeskogo ravenstva, zamenim v ravenstve (7.4) U^j_{00} na U^j_0 , qto, oqevidno, zakonno. PriravnØem nul¸ vewestvennu¸ qast~ levoæ qasti ravenstva (7.4), qto ffkvivalentno tomu, qto levaØ qast~ ravenstva (7.4), sloßennaØ s kompleksno soprØßennym vyraßeniem, ravna nul¸. OkazyvaetsØ, poluqennoe sootnoxenie dopuskaet

O RASPROSTRANENII VOLN 29

zapis~ v ves~ma fflegantnoæ forme. Vypixem sootvetstvu¸wee ravenstvo. Vykladki pokazyva¸t, qto vyraßeniØ, soderßawie

b^{00}_{hm}, b^{jl}_{hm}, b^j_{hm} (sm. vyraßenie (4.7) dlØ operatora M_1 i raven-

stva (4.11) i (4.7)) qisto mnimy i ne vnesut vklada v rassmatrivaemu¸ vewestvennu¸ qast~. Interesu¸wee nas ravenstvo zapixetsØ v vide: h∫ 0 ( 2a^{00}_{hm} ∂U^m_0 ∂t^′ U^h_0 θ_0 +a^{00}_{hm} U^m_0 U^h_0 θ_{00} +2a^{00}_{hm} ∂U^m_0 ∂t^′ U^h_0 θ_0 +a^{00}_{hm} U^m_0 U^h_0 θ_{00}−

− ∂ ∂q^{α ′} ( a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 ) U^h_0 − a^{lα}_{hm} ∂U^m_0 ∂q^{α ′} d_lU^h_0 − −( ∂ ∂q^{α ′} ( a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 ) U^h_0 − a^{lα}_{hm} ∂U^m_0 ∂q^{α ′} d_lU^h_0 ) dq^3 + Φ + Φ. (8.1)

Zdes~ Φ – vyraßenie (7.7), gde U^h_{00} zameneno na U^h_0 , h = 1, 2, 3.

Ravenstvo (8.1) moßno perepisat~ v vide: ∂ ∂t^′ h∫ 0 a^{00}_{hm}U^m_0 U^h_0 θ_0dq^3+

+ h∫ 0 1 2 ∂ ∂q^{α ′} ( − a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 U^h_0 − a^{lα}_{hm}d_lU^m_0 U^h_0 ) dq^3 + (Φ + Φ) 1 2 . (8.2)

UqityvaØ vyraßenie (7.7) dlØ Φ, my poslednee sootnoxenie zapixem v divergentnoæ forme: ∂ ∂t^′ h∫ 0 ( a^{00}_{hm}U^m_0 U^h_0 θ_0) + ∂ ∂q^{α ′} h∫ 0 Re ( − a^{αl}_{hm}d_lU^m_0 U^h_0 ) dq^3 = 0. (8.3)

Vneintegral~nye qleny Φ+Φ sovpada¸t s dopolnitel~nymi slagaemymi, poØvlØ¸wimisØ za sqet differencirovaniØ integralov s peremennymi predelami integrirovaniØ. Formuly (6.19), (6.22) pokazyva¸t, qto (8.3) moßno perepisat~ v vide: ∂ ∂t^′ 2 √ g θ_0 h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3 + ∂ ∂q^{α ′} (^h∫ 0 2 θ_0 ⟨ S^α ⟩ √ gdq^3 ) = 0. (8.4)

30 V. M. BABIQ

UqityvaØ pervoe gidroffnergetiqeskoe ravenstvo, uravnenie (8.4) zapixem v vide: ∂ ∂t^′ ( 1 θ_0 h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3 ) + 1 √ g ∂ ∂q^{α ′} (^h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3V^α √ g θ_0 ) = 0. (8.5)

Iz kanoniqeskoæ sistemy (5.3) sleduet, qto θ_0 – a sledovatel~no i^1_{θ0} – postoØnno vdol~ prostranstvenno vremennogo luqa t = s,

q^{α ′} = q^{α ′}(s), a pofftomu ∂ ds 1 θ_0 = ∂^1_{θ0} ∂t^′ + ∂^1_{θ0} ∂q^{α ′} V^α = 0. (8.6)

Ravenstvo (8.6) pokazyvaet, qto^1_{θ0} moßno “vyqerknut~” iz formuly (8.5) i ona prinimaet vid gidrodinamiqeskogo uravneniØ nerazryvnosti: ∂ ∂t^′ (^h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3 ) + 1 √ g ∂ ∂q^{α ′} (^h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3 √ gV^{α ′} ) = 0. (8.7)

(V^α – komponenty gruppovoæ skorosti v sisteme koordinat q^α).

Ravenstvo (8.7) my budem nazyvat~ vtorym gidroffnergetiqeskim ravenstvom.

TeoriØ uravneniØ nerazryvnosti izlagaetsØ v uqebnikah gidromehaniki. Tam pokazano (sm. [11]), qto smysl uravneniØ zakl¸qaetsØ v tom, qto v processe svoego dvißeniØ ßidkost~ peretekaet iz odnogo mesta v drugoe, priqem massa l¸bogo takogo tekuwego ob¨ema sohranØetsØ. PrimenØØ ffto soobraßenie k beskoneqno malomu ob¨emu netrudno poluqit~ uravnenie nerazryvnosti v lagranßevyh koordinatah (sm. [11], glava 1). V naxem sluqae ffto uravnenie imeet vid: ( √ g h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3 ) M0 = (( √ g h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3 ) D(q^1, q^2) D(a^1, a^2) ) M . (8.8)

Zdes~ M_0 i M toqki sootvetstvenno (a^1, a^2) i (q^1, q^2), soedinennye prostranstvenno-vremennym luqom. Iz (8.8) sleduet, qto (^h∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3 ) M = χ_0(a^1, a^2) ( √ gJ)_M , J = D(q^1, q^2) D(a^1, a^2)

. (8.9)

O RASPROSTRANENII VOLN 31

FunkciØ χ_0(a^1, a^2) zavisit tol~ko ot prostranstvenno-vremennogo luqa. Podstavim v (8.9) vyraßenie (7.1) dlØ U^h_0 . My poluqim

| ψ_0(t^′, q^{α ′}) |^2 h∫ 0 ⟨ E_{00} ⟩dq^3 = χ_0(a^1, a^2) √ gJ . (8.10)

Indeksy_{00} u E oznaqa¸t, qto ffta veliqina vyqislena dlØ vektora U_{00}. Formula (8.10) daet

| ψ_0(t^′, q^{α ′}) |= φ_0(a^1, a^2) √_h ∫ 0 ⟨ E ⟩dq^3g^14 √ J , φ^0(a^1, a^2) = √ χ_0(a^1, a^2) g = det(g_{ij})

. (8.11)

�to i est~ ta formula dlØ |ψ_0|, o kotoroæ govorilos~ ranee. 9. Formula dlØ argumenta ψ0(t^′, q^{α ′}), faza Berri i okonqatel~noe vyraßenie dlØ U0.

Podstavim v (7.13) ψ_0 = |ψ_0|e^{iμ}. Uravnenie dlØ |ψ_0| – ffto vewestvennaØ qast~ poluqennogo ravenstva. Ego rexenie daetsØ formuloæ (8.11). MnimaØ qast~ – uravnenie dlØ μ. Ono imeet vid: 4 θ_0 √ g h∫ 0 ⟨ E_{00} ⟩dq^3 dμ ds + Im D = 0, (9.1)

otkuda μ nahoditsØ kvadraturoæ:

μ = μ_0 + θ_0 4 s∫ 0 (− √ g) Im D h∫ 0 ⟨ E_{00} ⟩dq^3 dq^3. (9.2)

Zdes~ ne udaetsØ naæti skol~ko-nibud~ kompaktnoe vyraßenie dlØ μ i e^{iμ} kak dlØ |ψ_0|. Tam delu pomogli ffnergetiqeskie soobraßeniØ, kotorye zdes~ “ne rabota¸t”. Vyraßenie dlØ Im D soderßitsØ v formulah punkta 7. Ono dostatoqno gromozdkoe.

Integral^{θ0}_4^s ∫ 0 . . . , vhodØwiæ v formulu (9.2) po analogii s ter-

minologieæ raboty [9] moßno bylo by nazvat~ fazoæ Berri.

SobiraØ voedino rezul~taty raboty, my poluqaem vyraßenie dlØ iskomoæ volny

u ∼= e^{ipθ(t0,q1 0,q2 0) 1ε} | φ_0(t^′, x^′_1) | e^{iμ}U_{00}. (9.3)

32 V. M. BABIQ

Literatura

1. V. M. Babiq, B. A. Qihaqev, Rasprostranenie voln LØva i ReleØ v slaboneodnorodnoæ uprugoæ srede. — Vestnik LGU No. 1 (1975), 2–7.

2. J. Tromp, F. A. Dahlen, Surface wave propagation in slowly varying waveguide.

— Geophys. J. Int. 113 (1993), 239–249.

3. J. H. Woodhause, Surface waves in laterally varying layered structures. — Geophys. J. R. Astr. Soc 37 (1974), 461–490.

4. V. M. Babiq, B. A. Qihaqev, T. B. ˚novskaØ, Poverhnostnye volny v vertikal~no-neodnorodnom uprugom poluprostranstve so slaboæ gorizontal~noæ neodnorodnost~¸. — Izv. AN SSSR, Fizika Zemli 4 (1976), 24–31.

5. V. M. Babiq, N. S. Grigor~eva, Prostranstvenno-vremennom luqevoæ metod v slabo neodnorodnoæ sloistoæ srede. — Zap. nauqn. semin. LO- MI 99 (1980), 5–18.

6. N. A. Umov, Izbrannye trudy. M. (1950).

7. Dß. Uizem, Lineænye i nelineænye volny. Mir, M., (1977) s. 568.

8. F. P. Bretherton, Propagation in slowly varying waveguides. — Proc. Royal Soc.

A. 302 (1968), 555–576.

9. J. Tromp, F. A. Dahlen, The Berry phase of slowly varying waveguide. — Proc.

Royal Soc. Lond. A. 437 (1992), 329–342.

10. L. D. Landau, E. M. Lifxic, Mehanika. Fizmatgiz, M., (1958) s. 206. 11. N. E. Koqin, I. A. Kibel~, E. M. Roze, TeoretiqeskaØ gidromehanika.

Qast~ 1. M., (1963) s. 583.

Babich V. M. Propagation of waves along weakly nonhomogeneous in the horisontal direction and slowly bent anisotropic elastic layer.

The propagation of a waveguide mode along a slowly bent elastic anisotropic layer is considered. An analytic expression for the amplitude and Berry phase of this oscillation is obtained.

Postupilo 10 noØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova