A. V. Bakulin �KVIVALENTNYE OB˙EMNYE SILY DL˚ SKAQKOV SMEWENI` I NAPR˚ȷENI` V MODELI BIO ANIZOTROPNO` PORISTO` SREDY

Vvedenie

V uprugih sredah vnutrennie seæsmiqeskie istoqniki mogut zadavat~sØ dvumØ sposobami [1, 2] – kak ob¨emnye sily v volnovyh uravneniØh i kak skaqki naprØßeniæ i smeweniæ na granicah (vozmoßno fiktivnyh). DlØ uprugoæ sredy meßdu fftimi dvumØ zadaniØmi ustanovlena svØz~ sledu¸wego vida [2]: l¸bomu raspredeleni¸ skaqkov smeweniæ i naprØßeniæ mogut byt~ sopostavleny ob¨emnye sily v volnovom uravnenii, vozbußda- ¸wie v toqnosti takoe ße pole. Formuly dlØ ffkvivalentnyh sil privedeny v [2].

UkazannaØ ffkvivalentnost~ ØvlØetsØ poleznoæ, t.k., vo-per-vyh, pozvolØet poluqat~ tak nazyvaemye formuly Stoksa (Grina) razliqnymi sposobami; vo-vtoryh, daet vozmoßnost~ analizirovat~ polØ istoqnikov, zadannyh skaqkami smeweniæ i naprØßeniæ, predstavlØØ ih kak superpozici¸ fflementarnyh istoqnikov v vide ob¨emnyh sil. Vtoroe osobenno vaßno pri analize volnovyh poleæ, vozbußdaemyh zemletrØseniØmi, model~¸ kotoryh ØvlØetsØ podvißka (skaqki smeweniæ) po razryvu (poverhnosti) [2].

Analogiqnymi sposobami [3, 4] zada¸tsØ istoqniki i v bolee sloßnoæ modeli gornyh porod – modeli Bio, kotoraØ qasto ispol~zuetsØ v seæsmiqeskoæ praktike pri rassmotrenii rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah. Pofftomu predstavlØet interes ustanovit~ svØz~ meßdu dvumØ sposobami zadaniØ istoqnikov dlØ modeli Bio.

V nastoØweæ rabote, ispol~zuØ shemu, privedennu¸ v [2] dlØ uprugoæ sredy, vyvodØtsØ vyraßeniØ dlØ ob¨emnyh sil ffkvivalentnyh skaqkam naprØßeniæ i smeweniæ v modeli Bio proizvol~no anizotropnoæ nasywennoæ poristoæ sredy. 33

34 A. V. BAKULIN

§1. Toßdestvo Betti i teorema vzaimnosti

Uravnenie zakona Guka dlØ modeli Bio proizvol~no anizotropnoæ poristoæ sredy zapixem v vide [5] σ_{ij} = A^{μν}_{ij} e_{μν} + Q_{ij}θ, σ = Q_{ij}e_{ij} + Rθ. (1.1) Zdes~ σ i σ_{ij} – osrednennye po ob¨emu komponenty tenzora naprØßeniæ sootvetstvenno v ßidkoæ (pervoæ) i uprugoæ (vtoroæ) fazah, e_{ij} – deformacii skeleta, vyraßaemye formulami

e_{ij} = ∂u^{(2)}_i ∂x_i , i = j, ∂u^{(2)}_i ∂x_j + ∂u^{(2)}_j ∂x_i , i ≠ j, (1.2)

θ – divergenciØ smeweniæ ßidkoæ fazy. Kak otmeqeno v [6],

⃗u^{(2)} ØvlØetsØ vektorom smeweniæ skeleta osrednennym tol~ko

po ob¨emu uprugoæ fazy, a ⃗u^{(1)} – vektorom smeweniØ ßidkosti osrednennym tol~ko po ob¨emu ßidkoæ fazy. V formulah (1.1) i v dal~neæxem predpolagaetsØ summirovanie po povtorØ¸wimsØ indeksam ot 1 do 3. Uprugie kofffficienty A^{μν}_{ij} , Q_{ij}, R obrazu- ¸t poloßitel~no opredelennu¸ matricu 7×7 i udovletvorØ¸t usloviØm simmetrii A^{μν}_{ij} = A^{μν}_{ji} = A^{νμ}_{ij} = A^{ij}_{νμ}, Q_{ij} = Q_{ji}. (1.3) Pri vypolnenii usloviæ (1.3) legko proverØetsØ toßdestvo Betti dlØ sredy Bio ∑ i6j^{σije} 0 ij + σθ^0 = ∑ i6j^σ 0 ije_{ij} + σ^0θ, (1.4)

v kotorom σ_{ij}, σ, e_{ij} , θ i σ^0_{ij}, σ^0, e^0_{ij} , θ^0 – dva nabora naprØßeniæ i deformaciæ, sozdannyh razliqnymi vnexnimi silami v odnom i tom ße poristom materiale.

DlØ poluqeniØ sootnoxeniæ teoremy vzaimnosti vospol~zuemsØ toßdestvom [7] div ( u^{(2)}_k ⃗σ_k ) + div ( σ⃗u^{(1)} ) = = ⃗u^{(2)}Div σ_{ik} + ∑ i6k^{σikeik + σθ + ⃗u} (1) grad σ, (1.5)

�KVIVALENTNYE OB˙EMNYE SILY 35

kotoroe spravedlivo dlØ proizvol~nyh vektorov ⃗u^{(1)}, ⃗u^{(2)}, sformirovannyh iz nih deformacieæ e_{ik}, θ po pravilam (1.2) i

⃗σ_k = σ_{kj}⃗i_j , gde σ_{kj} – simmetriqnaØ tablica, ⃗i_j – j-yæ koordinat-

nyæ ort dekartovoæ sistemy. V sootnoxenii (1.5) ispol~zovano oboznaqenie iz raboty [7]

Div σ_{ik} = ⃗i_j div ⃗σ_j. (1.6)

Pust~ ⃗u^{(1)}, ⃗u^{(2)} – polØ smeweniæ v ob¨eme V , vyzvannye ob¨- emnymi silami, graniqnymi usloviØmi na poverhnosti S okrußa¸weæ V i naqal~nymi usloviØmi pri t = 0. Pust~ takße ⃗v^{(1)},

⃗v^{(2)} – polØ smeweniæ, poroßdennye drugimi silami, graniqny-

mi i naqal~nymi usloviØmi v tom ße ob¨eme V . σ_{ik}, σ i σ^0_{ik}, σ^0 – naprØßeniØ iz (1.1), otveqa¸wie polØm ⃗u^{(1)}, ⃗u^{(2)} i ⃗v^{(1)}, ⃗v^{(2)} sootvetstvenno. Zapixem toßdestva (1.5) dlØ dvuh komplektov

σ_{ik}, σ, ⃗v^{(1)}, ⃗v^{(2)} i σ^0_{ik}, σ^0, ⃗u^{(1)}, ⃗u^{(2)}, vyqtem iz pervogo vtoroe i

posle ispol~zovaniØ formuly Betti (1.4) poluqim div ( v^{(2)}_k ⃗σ_k − u^{(2)}_k ⃗σ^0_k ) + div ( σ⃗v^{(1)} − σ^0⃗u^{(1)} ) = = ⃗v^{(2)}Div σ_{ik} − ⃗u^{(2)}Div σ^0_{ik} + ⃗v^{(1)} grad σ − ⃗u^{(1)} grad σ^0.

(1.7)

DlØ preobrazovaniØ pravoæ qasti (1.7) ispol~zuem uravneniØ ravnovesiØ sredy Bio, kotorye v ispol~zovannyh oboznaqeniØh ime¸t vid

Div σ_{ik} + ⃗f^{(2)}=ρ_{11}

∂^2⃗u^{(2)} ∂t^2 +ρ_{12}

∂^2⃗u^{(1)} ∂t^2 , grad σ + ⃗f^{(1)}=ρ_{12}

∂^2⃗u^{(2)} ∂t^2 +ρ_{22}

∂^2⃗u^{(1)} ∂t^2 , (1.8)

gde ρ_{11}, ρ_{22}, ρ_{12} – matricy 3×3. Budem polagat~, qto polØm ⃗u^{(1)},

⃗u^{(2)} i ⃗v^{(1)}, ⃗v^{(2)} otveqa¸t ob¨emnye sily ⃗f^{(1)}, ⃗f^{(2)} i ⃗g^{(1)}, ⃗g^{(2)}

sootvetstvenno. VyraßaØ Div σ_{ik}, grad σ iz (1.8) i podstavlØØ v (1.7), zapixem pervoe differencial~noe sootnoxenie vzaimno-

36 A. V. BAKULIN sti ∂ ∂x_k ( ⃗σ^0_k⃗u^{(2)} − ⃗σ_k⃗v^{(2)} + σ^0u^{(1)}_k − σv^{(1)}_k ) + +ρ_{11} ∂ ∂t ( ⃗v^{(2)} ∂⃗u^{(2)} ∂t − ⃗u^{(2)} ∂⃗v^{(2)} ∂t ) + +ρ_{12} ∂ ∂t ( ⃗v^{(2)} ∂⃗u^{(1)} ∂t − ⃗u^{(1)} ∂⃗v^{(2)} ∂t ) + +ρ_{12} ∂ ∂t ( ⃗u^{(2)} ∂⃗v^{(1)} ∂t − ⃗v^{(1)} ∂⃗u^{(2)} ∂t ) + +ρ_{22} ∂ ∂t ( ⃗v^{(1)} ∂⃗u^{(1)} ∂t − ⃗u^{(1)} ∂⃗v^{(1)} ∂t ) = = ⃗f^{(2)}⃗v^{(2)} − ⃗g^{(2)}⃗u^{(2)} + ⃗f^{(1)}⃗v^{(1)} − ⃗g^{(1)}⃗u^{(1)}.

(1.9)

Pri preobrazovanii levoæ qasti (1.9) bylo ispol~zovano sootnoxenie ⃗σ_k = σ_{kj}⃗i_j i simmetriØ σ_{kj}. Posle integrirovaniØ po ob¨emu V i uqeta sootnoxeniØ

⃗σ_n⃗u = (⃗σ_1u_1 + ⃗σ_2u_2 + ⃗σ_3u_3) ⃗n, (1.10)

v kotorom ⃗σ_n – vektor naprØßeniØ, deæstvu¸wiæ v toqke poverhnosti s normal~¸ ⃗n, (1.9) perepixetsØ v integral~noæ forme ∫ ∫ S ( ⃗σ^0_n⃗u^{(2)} − ⃗σ_n⃗v^{(2)} + σ^0⃗n⃗u^{(1)} − σ⃗n⃗v^{(1)} ) dS =

= ∫ ∫ V ∫ { ⃗f^{(2)}⃗v^{(2)} − ⃗g^{(2)}⃗u^{(2)} + ⃗f^{(1)}⃗v^{(1)} − ⃗g^{(1)}⃗u^{(1)}−

−ρ_{11} ∂ ∂t ( ⃗v^{(2)} ∂⃗u^{(2)} ∂t − ⃗u^{(2)} ∂⃗v^{(2)} ∂t ) − −ρ_{12} ∂ ∂t ( ⃗v^{(2)} ∂⃗u^{(1)} ∂t − ⃗u^{(1)} ∂⃗v^{(2)} ∂t ) − −ρ_{12} ∂ ∂t ( ⃗u^{(2)} ∂⃗v^{(1)} ∂t − ⃗v^{(1)} ∂⃗u^{(2)} ∂t ) − −ρ_{22} ∂ ∂t ( ⃗v^{(1)} ∂⃗u^{(1)} ∂t − ⃗u^{(1)} ∂⃗v^{(1)} ∂t )} dV.

(1.11)

Formula (1.11) ne ispol~zuet naqal~nyh dannyh dlØ poleæ ⃗u^{(1)},

⃗u^{(2)} i ⃗v^{(1)}, ⃗v^{(1)}. Ona verna i v sluqae, esli veliqiny ⃗σ_n, σ, ⃗u^{(1)},

�KVIVALENTNYE OB˙EMNYE SILY 37 ⃗u^{(2)}, ⃗f^{(1)}, ⃗f^{(2)} oceniva¸tsØ v moment vremeni t_1, a veliqiny ⃗σ^0_n, σ^0, ⃗v^{(1)}, ⃗v^{(2)}, ⃗g^{(1)}, ⃗g^{(2)} – v moment t_2. Pust~, krome togo, t_1 = t, t_2 = τ −t. Esli poloßit~, qto vse polØ smeweniæ takovy, qto pri

t 6 t0 oni ravny nul¸ vo vsem V , to svertki vseh qlenov vida +∞∫ −∞ ρ_{lm} ∂ ∂t ( ⃗v^{(j)}(τ − t) ∂⃗u^{(i)} ∂t (t) − ⃗u^{(i)}(t) ∂⃗v^{(j)} ∂t (τ − t) ) dt obrawa¸tsØ v nol~. Posle integrirovaniØ po t formula (1.11) dlØ poleæ smeweniæ v srede, pokoivxeæsØ v proxlom, prinimaet vid +∞∫ −∞ dt ∫ ∫ V ∫ { ⃗f^{(2)}(t)⃗v^{(2)}(τ − t) − ⃗g^{(2)}(τ − t)⃗u^{(2)}(t)+

+ ⃗f^{(1)}(t)⃗v^{(1)}(τ − t) − ⃗g^{(1)}(τ − t)⃗u^{(1)}(t) } dV = = +∞∫ −∞ dt ∫∫ S { ⃗σ^0_n(τ − t)⃗u^{(2)}(t) − ⃗σ_n(t)⃗v^{(2)}(τ − t)+ +σ^0(τ − t)⃗n⃗u^{(1)}(t) − σ(t)⃗n⃗v^{(1)}(τ − t) } dS.

(1.12)

§2. Teorema predstavleniØ i ffkvivalentnye ob¨emnye sily

DlØ poluqeniØ teoremy predstavleniØ, pozvolØ¸weæ ustanovit~ ffkvivalentnye ob¨emnye sily, neobhodimo v (1.12) v kaqestve odnogo iz poleæ smeweniæ vzØt~ funkci¸ Grina. DlØ anizotropnoæ poristoæ sredy ee udobno predstavit~ v vide summy dvuh slagaemyh G^{(1,2)}_{il} (⃗x, t; ⃗ξ, t_0) i W^{(1,2)}_i (⃗x, t; ⃗ξ, t_0). Kaßdoe slagaemoe (u^{(1)}_i = G^{(1)}_{il} , u^{(2)}_i = G^{(2)}_{il} i u^{(1)}_i = W^{(1)}_i , u^{(2)}_i = W^{(2)}_i ) udovletvorØet v ob¨eme V uravneniØm (1.1), (1.8) s raznymi silami ⃗f^{(1)},

⃗f (2), priloßennymi v toqke ⃗ξ i ime¸wimi vremennu¸ zavisi-

most~ δ(t−t_0). �ti funkcii i ih pervye proizvodnye po vremeni sqita¸tsØ ravnymi nul¸ pri t 6 t_0 i ⃗x ≠ ⃗ξ. Na granice S s normal~¸ ⃗n predpolaga¸tsØ vypolnennymi odnorodnye graniqnye usloviØ. DlØ poristoæ sredy ffto oznaqaet udovletvorenie dvuh

38 A. V. BAKULIN

ravenstv po odnomu iz kaßdoæ pary

⃗u^{(2)} = 0, ⃗σ_n = 0;

⃗u^{(1)}⃗n = 0, σ = 0. (2.1)

Pervoe slagaemoe G^{(1,2)}_{il} (⃗x, t; ⃗ξ, t_0) sootvetstvuet pol¸ smeweniæ, vyzvannomu ediniqnoæ siloæ ⃗f^{(1)} = 0, f^{(2)}_i = δ_{il}δ(⃗x − ⃗ξ)δ(t − t_0), priloßennoæ k skeletu v l-om koordinatnom napravlenii. Zdes~

δ_{il} – simvol Kronekera. Vtoroe slagaemoe W^{(1,2)}_i (⃗x, t; ⃗ξ, t_0) soot-

vetstvuet pol¸, vozbußdennomu ediniqnym centrom davleniØ v ßidkoæ faze ⃗f^{(1)} = δ(t − t_0) grad(⃗x − ⃗ξ), ⃗f^{(2)} = 0. Podobnoe opredelenie vtorogo slagaemogo funkcii Grina obuslovleno nevozmoßnost~¸ zadaniØ istoqnika tipa toqeqnoæ napravlennoæ sily v ßidkoæ faze [3]. Istoqniki, zadavaemye v ßidkoæ faze ( ⃗f^{(1)}) s neobhodimost~¸, dolßny byt~ bezvihrevymi, a grad δ(⃗x) – vybran v kaqestve fflementarnogo bezvihrevogo vozdeæstviØ.

VzØv v kaqestve poleæ ⃗v^{(1)}_i , ⃗v^{(2)}_i snaqala G^{(1,2)}_{il} (⃗x, t; ⃗ξ, t_0), a zatem W^{(1,2)}_i (⃗x, t; ⃗ξ, t_0), i, prinØv t_0 = 0, poluqim dva sootnoxeniØ teoremy predstavleniØ

u^{(2)}_l (⃗ξ, τ ) = +∞∫ −∞ dt ∫ ∫ V ∫ { f^{(2)}_i (⃗x, t)G^{(2)}_{il} (⃗x, τ − t; ⃗ξ, 0)+ + f^{(1)}_i (⃗x, t)G^{(1)}_{il} (⃗x, τ − t; ⃗ξ, 0) } dV +

+ +∞∫ −∞ dt ∫∫ S { G^{(2)}_{il} (⃗x, τ −t; ⃗ξ, 0)(⃗σ_n(⃗x, t))_i +G^{(1)}_{il} (⃗x, τ −t; ⃗ξ, 0)σ(⃗x, t)n_i−

−⃗u^{(2)}(⃗x, t)⃗σ^0_n(⃗x, τ − t) − ⃗u^{(1)}(⃗x, t)σ^0(⃗x, τ − t)⃗n } dS, (2.2)

θ(⃗ξ, τ ) = +∞∫ −∞ dt ∫ ∫ V ∫ { f^{(2)}_i (⃗x, t)W^{(2)}_i (⃗x, τ − t; ⃗ξ, 0)+ +f^{(1)}_i (⃗x, t)W^{(1)}_i (⃗x, τ −t; ⃗ξ, 0) } dV +

�KVIVALENTNYE OB˙EMNYE SILY 39 + +∞∫ −∞ dt ∫∫ S { W^{(2)}_i (⃗x, τ −t; ⃗ξ, 0)(⃗σ_n(⃗x, t))_i +W^{(1)}_i (⃗x, τ −t; ⃗ξ, 0)σ(⃗x, t)n_i−

−⃗u^{(2)}(⃗x, t)⃗σ^0_n(⃗x, τ − t) − ⃗u^{(1)}(⃗x, t)σ^0(⃗x, τ − t)⃗n } dS. (2.3)

Zdes~ (⃗σ_n)_k = ⃗σ_k⃗n – k-aØ komponenta vektora normal~nyh naprØßeniæ ⃗σ_n = (⃗σ_k⃗n)⃗i_k, a ⃗σ^0_n, σ^0 – po-preßnemu naprØßeniØ, otveqa- ¸wie polØm smeweniæ G^{(1)}_{il} , G^{(2)}_{il} v (2.2) i W^{(1)}_i , W^{(2)}_i v (2.3).

SootnoxeniØ (2.2), (2.3) pokazyva¸t kak smeweniØ skeleta

⃗u^{(2)} i rashodimost~ ßidkosti θ vyraßa¸tsØ qerez ob¨emnye si-

ly ⃗f^{(1)}, ⃗f^{(2)} vnutri V , naprØßeniØ ⃗σ_n, σ i smeweniØ ⃗u^{(1)}, ⃗u^{(2)} na poverhnosti S.

Primenim formuly (2.2), (2.3) dlØ ob¨ema V , poverhnost~ kotorogo sostoit iz vnexneæ poverhnosti S i dvuh storon Σ^+,

Σ^− odnoæ i toæ ße vnutrenneæ poverhnosti Σ, na kotoroæ ime-

¸t mesto skaqki smeweniæ i naprØßeniæ. Poskol~ku uravneniØ dvißeniØ ne udovletvorØ¸tsØ neposredstvenno na Σ, to formuly primenimy k vnutrennosti poverhnosti S + Σ^+ + Σ^−. Poloßim takße, qto na S vypolnØ¸tsØ odnorodnye graniqnye usloviØ (2.1). Togda teorema predstavleniØ perepisyvaetsØ v vide dvuh ravenstv

u^{(2)}_l (⃗x, t) = +∞∫ −∞ dτ ∫ ∫ V ∫ { f^{(2)}_i (⃗η, τ )G^{(2)}_{il} (⃗η, t − τ ; ⃗x, 0)+ + f^{(1)}_i (⃗η, τ )G^{(1)}_{il} (⃗η, t − τ ; ⃗x, 0) } dV (⃗η)+ + +∞∫ −∞ dτ ∫ ∫ Σ {[ ⃗u^{(2)}(⃗ξ, τ ) ] ⃗σ^0_n(⃗ξ, t − τ )+ [ ⃗u^{(1)}(⃗ξ, τ ) ] σ^0(⃗ξ, t−τ )⃗n−

− [( ⃗σ_n(⃗ξ, τ ) ) i ] G^{(2)}_{il} (⃗ξ, t − τ ; ⃗x, 0)− − [ σ(⃗ξ, τ ) ] n_iG^{(1)}_{il} (⃗ξ, t − τ ; ⃗x, 0) } dΣ(⃗ξ), (2.4)

40 A. V. BAKULIN θ(⃗x, t) = +∞∫ −∞ dτ ∫ ∫ V ∫ { f^{(2)}_i (⃗η, τ )W^{(2)}_i (⃗η, t − τ ; ⃗x, 0)+

+ f^{(1)}_i (⃗η, τ )W^{(1)}_i (⃗η, t − τ ; ⃗x, 0) } dV (⃗η)+ + +∞∫ −∞ dτ ∫ ∫ Σ {[ ⃗u^{(2)}(⃗ξ, τ ) ] ⃗σ^0_n(⃗ξ, t−τ )+ [ ⃗u^{(1)}(⃗ξ, τ ) ] σ^0(⃗ξ, t−τ )⃗n−

− [( ⃗σ_n(⃗ξ, τ ) ) i ] W^{(2)}_i (⃗ξ, t − τ ; ⃗x, 0)− − [ σ(⃗ξ, τ ) ] n_iW^{(1)}_i (⃗ξ, t − τ ; ⃗x, 0) } dΣ(⃗ξ). (2.5)

DlØ naglØdnosti v formulah (2.4), (2.5) po sravneni¸ s (2.2), (2.3) my pomenØli mestami bukvy ⃗x i ⃗ξ, t i τ tak, qtoby (⃗x, t) sootvetstvovalo proizvol~nomu poloßeni¸ v prostranstve i vremeni. Pri fftom, pri integrirovanii po V dlØ proizvol~noæ toqki ob¨ema V vvedeno oboznaqenie ⃗η, a ⃗ξ oboznaqaet proizvol~- nu¸ toqku poverhnosti Σ pri integrirovanii po Σ. Kvadratnymi skobkami oboznaqena raznost~ znaqeniæ na Σ^+ i Σ^−.

Analiz vyraßeniæ (2.4), (2.5) pozvolØet srazu ustanovit~ ob¨emnye sily, ffkvivalentnye skaqkam naprØßeniæ i smeweniæ, t.e. sily, da¸wie takoæ ße vklad v u^{(2)}_l i θ v formulah (2.4), (2.5).

1) Skaqkam naprØßeniæ v skelete sootvetstvuet ob¨emnaØ sila, priloßennaØ tol~ko k skeletu

⃗f^{(1)} = 0, ⃗f^{(2)}(⃗η, τ ) = − ∫∫ Σ [ ⃗σ_n(⃗ξ, τ ) ] δ(⃗η − ⃗ξ)dΣ(⃗ξ). (2.6)

2) Skaqkam davleniØ v ßidkoæ faze sootvetstvuet sila v ßidkoæ faze

⃗f^{(1)}(⃗η, τ ) = − ∫∫ Σ [ σ(⃗ξ, τ ) ] ⃗nδ(⃗η − ⃗ξ)dΣ(⃗ξ), ⃗f^{(2)} = 0. (2.7)

�KVIVALENTNYE OB˙EMNYE SILY 41

3) Skaqkam smeweniæ v skelete otveqa¸t sily

⃗f^{(1)}(⃗η, τ ) = grad Φ(⃗η, τ ), Φ(⃗η, τ ) = − ∫ ∫ Σ [ u^{(2)}_k (⃗ξ, τ ) ] Q_{ik}n_iδ(⃗η − ⃗ξ)dΣ(⃗ξ),

f^{(2)}_j (⃗η, τ ) = − ∫ ∫ Σ [ u^{(2)}_k (⃗ξ, τ ) ] A^{jl}_{ik}n_i ∂ ∂η_l δ(⃗η − ⃗ξ)dΣ(⃗ξ). (2.8) Pri poluqenii (2.8) krome sootnoxeniæ (2.4), (2.5) my ispol~- zovali vyraßenie zakona Guka (1.1).

4) Skaqkam smeweniæ v ßidkosti sootvetstvu¸t sily

⃗f^{(1)}(⃗η, τ ) = grad Φ(⃗η, τ ), Φ(⃗η, τ ) = − ∫ ∫ Σ R [ ⃗u^{(1)}(⃗ξ, τ ) ] ⃗nδ(⃗η − ⃗ξ)dΣ(⃗ξ),

f^{(2)}_j (⃗η, τ ) = − ∫ ∫ Σ [ u^{(1)}_k (⃗ξ, τ ) ] n_kQ_{jl} ∂ ∂η_l δ(⃗η − ⃗ξ)dΣ(⃗ξ). (2.9)

§3. Fiziqeskie sledstviØ i primery

SootnoxeniØ (2.7)–(2.9) pozvolØ¸t ustanovit~ sledu¸wie fiziqeskie sledstviØ:

I. Toqeqnyæ skaqok normal~nyh naprØßeniæ v skelete pri perehode qerez ploskost~ ξ_3 = 0

[σ_{33}] = F (t)δ(ξ_1)δ(ξ_2), [σ_{13}] = [σ_{23}] = 0 (3.1)

daet takoæ ße vklad v pole smeweniæ kak i ediniqnaØ ob¨emnaØ sila v skelete

⃗f^{(1)} = 0, ⃗f^{(2)}(⃗η, τ ) = −(0, 0, F (τ ))^T δ(η_1)δ(η_2)δ(η_3) (3.2)

analogiqno uprugoæ srede.

II. Sosredotoqennyæ skaqok davleniØ v ßidkoæ faze pri perehode qerez ploskost~ ξ_3 = 0

[σ] = F (t)δ(ξ_1)δ(ξ_2) (3.3)

42 A. V. BAKULIN

zadavat~ nel~zØ. Dokaßem ffto ot protivnogo. Dopustim, qto on zadan. V sootvetstvii s (2.7) on ffkvivalenten sile v ßidkoæ faze

⃗f^{(1)}(⃗η, τ ) = −(0, 0, F (τ ))^T δ(η_1)δ(η_2)δ(η_3). (3.4)

Sila ⃗f^{(1)} imeet vihrevu¸ sostavlØ¸wu¸ (rot ⃗f^{(1)} ≠ 0) i soglasno rabote [3] ne moßet byt~ zadana v kaqestve istoqnika v ßidkoæ faze.

Vyxeskazannoe, odnako, ne oznaqaet, qto nel~zØ zadavat~ skaqki davleniØ v ßidkoæ faze voobwe. V kaqestve primera privedem fiziqeski korrektnye istoqniki, zadavaemye kak postoØnnyæ skaqok davleniØ na sfere malogo radiusa ili beskoneqnoæ ploskosti, kotorye sootvetstvu¸t centru davleniØ v ßidkoæ faze i porxnevomu vozdeæstvi¸. DlØ nih ffkvivalentnye sily ⃗f^{(1)} ØvlØ¸tsØ bezvihrevymi.

III. Skaqki smeweniæ ime¸t bezvihrevye ffkvivalentnye ob¨- emnye sily ⃗f^{(1)}, kak sleduet iz formul (2.8) i (2.9). Takim obrazom, zadanie l¸byh skaqkov smeweniæ vsegda ØvlØetsØ fiziqeski korrektnym v otliqie ot zadaniØ skaqkov davleniØ v ßidkoæ faze.

VI. Nenulevoæ vklad v pole smeweniæ vnosit tol~ko normal~- naØ k granice sostavlØ¸waØ skaqka smeweniæ v ßidkoæ faze, qto sleduet iz formuly (2.9), gde stoit mnoßitel~ [ ⃗u^{(1)} ]⃗n.

V kaqestve primera ispol~zovaniØ formul (2.6)–(2.9) poluqim ffkvivalentnye sily dlØ treh sledu¸wih istoqnikov v izotropnoæ srede Bio, kotorye zada¸tsØ skaqkami smeweniæ pri perehode qerez ploskost~ ξ_3 = 0

[u^{(2)}_3 ] = F (t)δ(ξ_1)δ(ξ_2), [u^{(2)}_1 ] = [u^{(2)}_2 ] = [u^{(1)}_3 ] = 0; (3.5)

[u^{(1)}_3 ] = F (t)δ(ξ_1)δ(ξ_2), [u^{(2)}_1 ] = [u^{(2)}_2 ] = [u^{(2)}_3 ] = 0; (3.6)

[u^{(2)}_1 ] = F (t)δ(ξ_1)δ(ξ_2), [u^{(2)}_2 ] = [u^{(2)}_3 ] = [u^{(1)}_3 ] = 0. (3.7)

Dopolnitel~nye usloviØ

[σ] = [σ_{13}] = [σ_{23}] = [σ_{33}] = 0 (3.8)

predpolaga¸tsØ vypolnennymi dlØ kaßdogo iz istoqnikov (3.5)– (3.7).

�KVIVALENTNYE OB˙EMNYE SILY 43

Posle primeneniØ formul (2.8) i (2.9) nahodim, qto pervomu istoqniku otveqa¸t sledu¸wie ffkvivalentnye sily

⃗f^{(1)}(⃗η, τ ) = −M F (τ ) grad{δ(η_1)δ(η_2)δ(η_3)},

f^{(2)}_1 (⃗η, τ ) = −AF (τ )δ^′(η_1)δ(η_2)δ(η_3),

f^{(2)}_2 (⃗η, τ ) = −AF (τ )δ(η_1)δ^′(η_2)δ(η_3),

f^{(2)}_3 (⃗η, τ ) = −(A + 2L)F (τ )δ(η_1)δ(η_2)δ^′(η_3).

(3.9)

Zdes~ A = A^{11}_{33}, A + 2L = A^{33}_{33}, L = A^{13}_{13}, M = Q_{33} – uprugie kofffficienty dlØ izotropnoæ modeli Bio. Takim obrazom, istoqnik v vide skaqka [u^{(2)}_3 ] ffkvivalenten naloßeni¸: a) centra davleniØ v uprugoæ faze s mnoßitelem A; b) centra davleniØ v ßidkoæ faze s mnoßitelem M ; v) bezmomentnoæ pary protivopoloßno napravlennyh sil vdol~ osi x_3, priloßennyh k skeletu, s mnoßitelem 2L.

Toqno tak ße dlØ vtorogo istoqnika ffkvivalentnye sily ⃗f^{(1)}(⃗η, τ ) ⃗f^{(2)}(⃗η, τ ) } = − { R M } grad{δ(η_1)δ(η_2)δ(η_3)}. (3.10)

Zdes~, kak i ranee M = Q_{33}, R – kofffficienty zakona Guka (1.1). Drugimi slovami, istoqnik (3.6) ffkvivalenten naloßeni¸ centra davleniØ v uprugoæ faze s mnoßitelem M i centra davleniØ v ßidkoæ faze s mnoßitelem R.

DlØ tret~ego istoqnika (3.7) ffkvivalentnye ob¨emnye sily vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi

⃗f^{(1)} = 0,

f^{(2)}_2 = 0,

f^{(2)}_1 = −LF (τ )δ(η_1)δ(η_2)δ^′(η_3)

f^{(2)}_3 = −LF (τ )δ^′(η_1)δ(η_2)δ(η_3),

(3.11)

v kotoryh L = A^{13}_{13}. Istoqnik v vide toqeqnogo skaqka kasatel~- nyh smeweniæ v skelete ffkvivalenten naloßeni¸ dvuh momentnyh par ediniqnyh sil v skelete: v pervoæ pare sily deæstvu¸t vdol~ osi x_3 i ime¸t pleqo vdol~ osi x_1, a vo vtoroæ pare sily deæstvu¸t vdol~ osi x_1 i ime¸t pleqo vdol~ osi x_3. TakaØ kombinaciØ po analogii s uprugoæ sredoæ [2] moßet byt~ nazvana dvoænoæ paroæ bez momenta v skelete.

44 A. V. BAKULIN

V zakl¸qenie vyraßa¸ gluboku¸ blagodarnost~ V. M. Babiqu i L. A. Molotkovu za poleznye obsußdeniØ.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (96–05–65904) i fonda Sorosa (A96–378).

Literatura

1. G. I. Petraxen~, L. A. Molotkov, P. V. Krauklis, Volny v sloisto-odnorodnyh izotropnyh uprugih sredah. L., 1982 288 s.

2. K. Aki, P. Riqards, KoliqestvennaØ seæsmologiØ: TeoriØ i metody. t. 1, Per. s angl., M., Mir, 1980, 520 s.

3. G. Bonnet, Basic singular solutions for a poroelastic medium in the dynamic range. — J. Acoust. Soc. Am. 82, No. 5 (1987), 1758–1762.

4. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, Ob istoqnikah tipa centrov davleniØ i rasxireniØ v modeli Bio. — Zap. nauqn. semin. POMI 230 (1995), 196–213.

5. M. A. Biot, Mechanics of deformation and acoustic propagation in porous media.

— J. Appl. Phys. 33, No. 4 (1962), 1482–1498.

6. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnaØ model~ sloistoæ uprugo-ßidkoæ sredy kak qastnyæ sluqaæ modeli Bio. — Zap. nauqn. semin. POMI 230 (1995), 172–195.

7. G. I. Petraxen~, Osnovy matematiqeskoæ teorii rasprostraneniØ uprugih voln. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln XVIII, L., 248 s.

Bakulin A. V. Equivalent body forces for jumps of stresses and displacements in Biot model of anisotropic porous medium.

The aim of this paper is to establish formulae for body forces equivalent to jumps of stresses and displacements in anisotropic Biot model. Scheme used follows the scheme typical for elastic medium. We derive Betti identity, reciprocity relations and representation integrals for porous medium. Applying representation integrals to a volume containing discontinuity surfaces we obtain equivalent body forces. Finally, physical consequences and equivalent forces for isotropic Biot model are presented.

Postupilo 21 i¸lØ 1996 g. S.-Peterburgskiiæ gosudarstvennyæ universitet