V. A. Borovikov POLE NA BOL^XOM RASSTO˚NII, VOZBUȷDENNOE DVIȷUWIMS˚ ISTOQNIKOM KOLEBANI` V SLUQAE REZONANSA 1. ObwaØ teoriØ volnovyh poleæ, vozbußdennyh dvißuwimsØ

istoqnikom kolebaniæ, byla razrabotana v [1] (sm. takße knigu [2]). PredpolagaetsØ, qto stacionarnye kolebaniØ, vozbußdennye istoqnikom s qastotoæ ω_0 opisyva¸tsØ integralom Fur~e

q = exp(iω_0t) ∫ ∫ F (λ, μ) exp −(iλx + μy)dλdμ B(ω_0, λ, μ) (1) (my izuqaem dvumernu¸ zadaqu). Zdes~ B(ω, λ, μ) = 0 – dispersionnoe uravnenie. Drugimi slovami, my predpolagaem, qto v izuqaemyh sredah volnovoe pole v vide ploskoæ volny exp(i(ωt− λx − μy)) suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda B(ω, λ, μ) = 0. Esli kolebl¸wiæsØ istoqnik dvißetsØ s postoØnnoæ skorost~¸ ⃗v(v_x, v_y), to stacionarnoe pole opisyvaetsØ tem ße integralom (1) v sisteme koordinat ^x = x − v_xt; ^y = y − v_y t, kotoraØ dvißetsØ s istoqnikom, kogda my zamenØem x, y na ^x, ^y i levu¸ qast~ dispersionnogo uravneniØ B(ω_0, λ, μ) na vyraßenie B(ω_0, λ, μ) = B(ω_0 − v_xλ − v_yμ, λ, μ). Pri ocenke integrala (1) voznikaet problema regulØrizacii:

kak sleduet ponimat~ integral (1) vblizi nuleæ funkcii B(ω_0, λ, μ). V sootvetstvie s principom izluqeniØ integral ponimaetsØ kak predel ([1]–[2])

q = q(ϵ) = lim_{ϵ→+0} exp(iω_0t) ∫ ∫ F (λ, μ) exp −i(λx + μy)dλdμ B(ω_0 − iϵ, λ, μ) . (2)

No, esli krivaØ B = 0 imeet osobye toqki, v kotoryh B^′_λ = B^′_μ = 0, to predel (2) ne suwestvuet; q(ϵ) rastet pri ϵ → 0 kak ln ϵ. Stacionarnye kolebaniØ ne suwestvu¸t v fftom sluqae. Esli istoqnik naqinaet izluqat~ i dvigat~sØ v nekotoryæ moment t_0, to pole ne stremitsØ k vyraßeni¸ vida exp(iω_0t)q(^x, ^y) pri t → ∞, a rastet do beskoneqnosti. Sledovatel~no, issledovaniØ 61

62 V. A. BOROVIKOV v rabotah [1] i [2], ime¸wie delo so stacionarnymi kolebaniØmi, nußda¸tsØ v ispravleniØh. Raz¨Øsnim priqinu fftogo rosta. Esli dispersionnaØ krivaØ imeet osobu¸ toqku λ = λ_0, μ = μ_0, to gruppovaØ skorost~ kolebaniæ s qastotoæ ω_0 (v dvißuweæsØ sisteme koordinat prinimaØ vo vnimanie sdvig Dopplera) ravna nul¸. Sledovatel~no, dlØ nekotorogo t = t_1 > t_0 kolebaniØ, vozbußdennye pri vseh t meßdu znaqeniØmi t_0 i t_1, prihodØt k nekotoroæ fiksirovannoæ toqke nabl¸deniØ ^x = const, ^y = const s toæ ße fazoæ i ih absol¸tnye znaqeniØ summiru¸tsØ. Drugimi slovami, my imeem rezonans. Niße my naædem asimptotiku polØ na bol~xih rasstoØniØh pri bol~xih t v rezonansnom sluqae i dadim toqnye vyraßeniØ dlØ rastuweæ komponenty polØ.

TakaØ ße problema obsußdalas~ v [3]. No v fftoæ rabote rassmatrivalis~ polØ q, dlØ kotoryh spektral~naØ plotnost~ F (λ, μ) ravna nul¸ v osoboæ toqke λ_0, μ_0 dispersionnoæ krivoæ. Sledovatel~no, ffffekty nakaplivaniØ zdes~ dostatoqno maly i pole stremitsØ k koneqnoæ veliqine, kogda t → ∞.

V konce raboty my kratko obsudim trehmernu¸ zadaqu. Zdes~ pole stremitsØ k koneqnoæ veliqine, kogda t → ∞, no tem ne menee ffffekty rezonansa privodØt k kaqestvennomu izmeneni¸ polØ v dal~neæ zone.

2. My budem izuqat~ sredy, v kotoryh pole g istoqnika s

vremennoæ zavisimost~¸ δ(t) imeet vid q(t, x, y) = ∫ ∫ F (λ, μ) exp i ( − λx − μy + tω(λ, μ) ) dλdμ. (3) Funkcii F (λ, μ) i ω(λ, μ) zavisØt ot rassmatrivaemoæ zadaqi.

Naprimer, v sluqae poverhnostnyh voln pole ØvlØetsØ summoæ dvuh sostavlØ¸wih, kotorye ime¸t vid (3) s ω = ± √ kg + k^3γ, gde k = √ λ^2 + μ^2; zdes~ g est~ uskorenie sily tØßesti i γ est~ kofffficient poverhnostnogo natØßeniØ.

Pole W (t, x, y), vozbußdennoe istoqnikom, kotoryæ naqinaet dvigat~sØ pri t = 0 so skorost~¸ ⃗v = (v_x, v_y) i qastotoæ ω_0, imeet vid: W (t, x, y) = exp(iω_0t)^W (t, ^x, ^y), gde ^x = x − v_xt, ^y = v_yt est~ sistema koordinat dvißuwaØsØ s istoqnikom i ^W (t, ^x, ^y) = t∫ 0 dt ∞∫ ∫ −∞ F (λ, μ) exp ( i ( − λ^x − μ^y + ^ω(λ, μ)τ )) dλdμ

POLE NA BOL^XOM RASSTO˚NII 63 s ^ω(λ, μ) = ω(λ, μ) − λv_x − μv_y − ω_0. My budem izuqat~ asimptotiku ^W pri bol~xih t, r = √ ^x^2 + ^y^2. Osobye toqki funkciæ ^ω(λ, μ) i F (λ, μ) da¸t vklad v asimptotiku. Naprimer, v sluqae poverhnostnyh voln funkciØ ω(λ, μ) vedet sebØ kak √ k, kogda k = √ λ^2 + μ^2 → 0. Takim obrazom, vklad fftoæ osoboæ toqki v asimptotiku polØ v dal~neæ zone dlØ fiksirovannyh t i r → ∞ imeet porØdok r^{−3/2}. My prenebreßem fftimi vkladami i budem rassmatrivat~ komponenty asimptotiki, kotorye opredelØ¸tsØ osobymi toqkami poverhnosti ^ω = 0, t.e. znaqeniØm λ i μ, dlØ kotoryh ^ω regulØrno, no ^ω = ∂^ω/∂λ = ∂^ω/∂μ = 0.

Pust~ λ = λ_0 + η, μ = μ_0 + ζ. Togda razloßenie ^ω po stepenØm η i ζ imeet vid

^ω(λ_0 + η, μ_0 + ζ) = ω_2(η, ζ) + ω_3(η, ζ) + O(η^2 + ζ^2)^2,

gde moßno predpoloßit~, qto

ω_2(η, ζ) = Aη^2 + Bζ^2; ω_3(η, ζ) = Cη^3 + Dη^2ζ + Eηζ^2 + F ζ^3. (4) Pust~ ^W (t, ^x, ^y) = exp i(−λ_0 ^x − μ_0^y)^W (t, ^x, ^y). Togda ~W (t, ^x, ^y) t∫ 0 dt ∞∫ ∫ −∞ G(η, ζ) exp ( i ( − η^x − ζ ^y + ~ω(η, ζ)τ )) dηdζ (5) i ~ω(η, ζ) = ^ω(λ_0 + η, μ_0 + ζ), G(η, ζ) = F (λ_0 + η, μ_0 + ζ).

Budem predpolagat~, qto stacionarnaØ toqka O = (0, 0) funkcii ~ω nevyroßdena, t.e., A ≠ 0, B ≠ 0. Esli AB > 0, to O izolirovannaØ toqka krivoæ Ω : ~ω(η, ζ) = 0. Esli AB < 0, to O – toqka samopereseqeniØ krivoæ Ω. Budem predpolagat~ v fftom sluqae, qto vetvi krivoæ Ω ime¸t ne nulevye krivizny v toqke O, t.e. na kasatel~nyh ζ = ±η √ −B/A k vetvØm krivoæ Ω kubiqeskiæ polinom ω_3(η, ζ) ne raven nul¸.

3. Asimptotika integrala (5) pri r =^√^x^2 + ^y^2 ≫ 1, t = O(r)

opredelØetsØ, vo-pervyh, stacionarnymi toqkami fazovoæ funkcii Φ(τ, η, ζ) = −ηx − ζy + τ ^ω(η, ζ) v trehmernom integrale (5) i, vo-vtoryh, asimptotikoæ vnutrennego integrala v (5) pri τ → ∞. Stacionarnye toqki P = (η, ζ) fazovoæ funkcii opredelØ¸tsØ uravneniØmi ^ω^′_η = ^x/τ ; ^ω^′_ζ = ^y/τ ; ^ω = 0. Sledovatel~no,

64 V. A. BOROVIKOV ffti toqki ØvlØ¸tsØ toqkami krivoæ Ω, v kotoryh grad ^ω parallelen vektoru (^x, ^y). Esli napravleniØ fftih vektorov protivopoloßny , to i stacionarnye toqki otsutstvu¸t v oblasti integrirovaniØ po t v integrale (5). Esli vektory (^x, ^y) i grad ^ω napravleny odinakovo, to znaqenie τ v stacionarnoæ toqke ravno τ_0 = ϵr/| grad ^ω(P )|. Zdes~ r, φ – polØrnye koordinaty na plos- kosti ^x, ^y ^x = r cos φ, ^y = r sin φ, (6)

pri fftom ϵ = 1, kogda napravleniØ vektorov (^x, ^y) i grad ^ω sovpada¸t i ϵ = −1 v protivopoloßnom sluqae. Esli naqalo O est~ toqka samopereseqeniØ dispersionnoæ krivoæ Ω (t.e., esli AB < 0 v razloßenii (4)) i esli napravlenie φ stremitsØ k napravleni¸, normal~nomu k nekotoroæ vetvi krivoæ Ω v toqke O, (t.e. tan φ → ± √ −B/A), to toqka P stremitsØ k naqalu, veliqina | grad ^ω(P )| stremitsØ k nul¸ i τ_0/r stremitsØ k beskoneqnosti. My budem rassmatrivat~ fftot sluqaæ pozdnee, a teper~ ograniqimsØ rassmotreniem napravleniæ φ, otliqnymi ot ± arctan √ −B/A i π ± arctan √ −B/A, i veliqinami t = O(r).

Pri fftih usloviØh asimptotika integrala (5) est~ summa vklada U_1 granicy τ = t oblasti integrirovaniØ i vklada U_2 stacionarnoæ toqki (τ_0, P ) (esli ffta toqka prinadleßit oblasti integrirovaniØ, t.e., esli τ_0 > 0 i t > τ_0 = r/| grad ^ω(P )|). ^W = U_2χ(ϵt| grad ^ω| − r) + U_1, gde χ ( ϵt| grad ^ω| − r ) = χ(t/τ_0 − 1) = 1 pri 0 < τ_0 < t (t.e., kogda toqka (τ_0, P ) leßit v oblasti integrirovaniØ) i χ = 0 v protivopoloßnom sluqae. Zdes~ funkciØ U_2 imeet porØdok r^{−1/2} i funkciØ U_1 porØdka t^{−1}.

Takim obrazom, rassmatrivaemoe pole ^W est~ volna, kotoraØ rasprostranØetsØ v napravlenii φ so skorost~¸ v = | grad ^ω(P )|. �to pole sovpadaet s U_1 i imeet porØdok t^{−1} pered volnovym frontom r = vt. Za frontom volny glavnyæ qlen asimptotiki U sovpadaet s U_2, imeet porØdok r^{−1/2} i ne zavisit ot t. Vblizi volnovogo fronta pole predstavlØetsØ integralom FrenelØ (sm. [5]).

4. Qtoby naæti asimptotiku^^W (t, ^x, ^y) pri t → ∞, my budem

nahodit~ asimptotiku vnutrennego integrala J v (5) dlØ dostatoqno bol~xih τ , t.e. dlØ r ≫ 1, r/τ ≪ 1, ispol~zuØ dlØ fftogo

POLE NA BOL^XOM RASSTO˚NII 65 metod stacionarnoæ fazy J ≈ 2πG(Q) τ √ |D(Q)| exp i ( Φ(r, φ, τ ) + π(sign A + sign B)/4 ) . Zdes~ toqka Q = (η_Q, ζ_Q) opredelØetsØ iz uravneniæ ~ω^′_η = ^x/t, ~ω^′_ζ = ^y/t, funkciØ D(Q) ravna ~ω^{′′}_{ηη}(Q)~ω^{′′}_{ζζ} (Q) − (~ω^{′′}_{ηζ} (Q))^2 i Φ(r, φ, τ ) = −η_Qr cos φ − ζ_Qr sin φ + ^ω(Q)τ = = r^2Φ_2(φ)τ^{−1} + r^3Φ_3(φ)τ^{−2} + O(r^4/τ^3),

kogda τ → ∞. Zdes~ r i φ – polØrnye koordinaty (6) i

Φ_2(φ) = −ω_2 ( cos φ 2A , sin φ 2B ) ; Φ_3(φ) = ω_3 ( cos φ 2A , sin φ 2B ) . Funkcii G(Q) i √ |D(Q)| regulØrny pri bol~xih τ .

Takim obrazom, my poluqaem ~W = t∫ 0 C(r/τ ) exp ( iΦ(r, φ, τ ) )dτ τ = ∞∫ r/t exp ( irΨ(ξ) ) C(ξ) dξ ξ (7) s regulØrnymi C(r/τ ) = C_0+r/τ C_1+· · · i Ψ(ξ) = ξΦ_2(φ)+ξ^2Φ_3(φ)+ · · · Esli modul~ Φ_2(φ) ograniqen snizu, to stacionarnaØ toqka ξ_1 = r/τ_1 funkcii Ψ takße ograniqena snizu i asimptotika ^W dlØ bol~xih t est~ summa funkcii U_1 i komponenty, kotoraØ logarifmiqeski rastet pri t → ∞, i vyraßaetsØ v terminah integral~noæ ffksponencial~noæ funkcii E_1 s mnimym argumentom ili v terminah integral~nyh sinusa i kosinusa ~W ≈ U_1 + E_1( − iΦ(r, φ, t)) · C_0 + iH(t)exp iΦ(r, φ, t) r + O(r^{−2}),

gde H(t) regulØrna pri bol~xih t.

Esli t → ∞, to ~W logarifmiqeski rastet

^W = U_1 + C_0 ln (r^2Φ_2(φ)/t) + H(t)/r + O(r^{−2}) + O(t^{−1}).

Esli Φ_2 stremitsØ k nul¸, t.e. φ stremitsØ k ± arctan √ −B/A ili π ± arctan √ −B/A, to stacionarnaØ toqka fazovoæ funkcii

66 V. A. BOROVIKOV

Φ : τ_0 = −2rΦ_3(φ)/Φ_2(φ) + O(1) stremitsØ k beskoneqnosti i integral (7) ØvlØetsØ integralom ot bystro oscilliru¸weæ funkcii s tremØ blizkimi kritiqeskimi toqkami: pol¸som ξ = 0 neffksponencial~noæ funkcii, toqkoæ ξ = r/t na granice oblasti integrirovaniØ i stacionarnoæ toqkoæ ξ = r/τ_0 fazovoæ funkcii Ψ(ξ) so vtoroæ proizvodnoæ Ψ^{′′}, ograniqennoæ snizu po modul¸. RavnomernaØ asimptotika takih integralov vyraßaetsq [6] v terminah novoæ special~noæ funkcii F f-integrala (sm. [6]– [8]) F f (√ rα, √ rβ ) = 1 2π α∫ −∞ exp(irs^2)ds s − β + i0 = 1 2π √ rα∫ −∞ exp(is^2)ds s − √ rβ + i0 . 5. Kaqestvennoe povedenie polØ^^W (t, ^x, ^y), kogda t, r ≫ 1, zavi-

sit ot tipa stacionarnoæ toqki O = (0, 0) funkcii ^ω(λ_0+η, μ_0+ζ). Predpoloßim snaqala, qto ffta toqka est~ ffkstremal~naØ toqka, t.e., qto kofffficienty A, B v razloßenii (4) ime¸t odinakovyæ znak i toqka O est~ izolirovannaØ toqka krivoæ ^ω = 0. Togda, pole v dal~neæ zone ^W (t, r cos φ, r sin φ) dlØ t, r ≫ 1 sostoit iz sledu¸wih komponent.

1. Komponenty Ω(t, r, φ), obuslovlennoæ osobymi toqkami ω(λ_0, μ_0) i F (λ, μ).

2. Komponent U_i(t, r, φ), obuslovlennyh regulØrnymi toqkami P_i krivoæ ^ω = 0, v kotoryh grad ^ω imeet napravlenie φ. Kaßdoe slagaemoe U_i(t, r, φ) ffto volna, rasprostranØ¸waØsØ v napravlenii φ so skorost~¸ v_i(φ) = | grad ^ω(P_i)| i dlØ r > v_i(φ)t ffto slagaemoe imeet porØdok t^{−1}. DlØ r ≈ v_i(φ)t funkciØ U_i vyraßaetsØ v terminah integrala FrenelØ. Za frontom, t.e., dlØ r < v_i(φ)t funkciØ U_i ne zavisit ot t (v glavnom qlene asimptotiki) i imeet porØdok r^{−1/2}. Esli P_i ØvlØetsØ toqkoæ peregiba krivoæ ^ω = 0, to U_i imeet bolee sloßnu¸ asimptotiku dlØ r 6 v_it.

3. Komponenty v(t, r, φ), obuslovlennoæ osoboæ toqkoæ O = (λ_0, μ_0) krivoæ ^ω = 0. �ta komponenta porØdka edinicy dlØ

r 6 rz = const ·^√t/|Φ2(φ)|. (8)

Drugimi slovami, prisutstvie izolirovannoæ osoboæ toqki O krivoæ ^ω = 0 privodit k poØvleni¸ rezonansnoæ zony Z vblizi naqala koordinat i v fftoæ zone pole porØdka edinicy. Kak vidno iz (8) razmer rezonansnoæ zony rastet dlØ t → ∞, kak √ t.

POLE NA BOL^XOM RASSTO˚NII 67 Pust~ teper~ O ØvlØetsØ samopereseka¸weæsØ toqkoæ krivoæ ^ω = 0, t.e. pust~ koordinaty A, B v (4) ime¸t raznye znaki. My nazovem “kritiqeskimi napravleniØmi” napravleniØ φ, dlØ kotoryh Φ_2 ravno nul¸: φ_{1,2} = ± arctan √ −B/A; φ_{3,4} = π ± arctan √ −B/A. Opisanie ^W kak summy komponent Ω, U_i, v primenimo vne oblasteæ blizosti kritiqeskih napravleniæ (perehodnye oblasti) s granicami

|Φ_2(φ) = C · r^{−1/2} √ |Φ_3(φ)| (9a) ili |φ − φ_k| = C · r^{−1/2} √ |Φ_3(φ)|/|Φ^′_2(φ_k)| = 2C · r^{−1/2} √ |ABΦ_3|, (9b)

gde my moßem poloßit~ C = 2π. Razmer rezonansnoæ zony (v kotoroæ pole ^W imeet ediniqnyæ porØdok) opredelØetsØ uravneniem (8) vne perehodnyh oblasteæ i vyraßeniem r 6 r_z ≈ const t^{2/3}|Φ_3|^{−1/3} vnutri fftih oblasteæ.

Obsudim nekotorye kaqestvennye sledstviØ iz fftih utverßdeniæ. Ocenka (8) pokazyvaet, qto poka napravlenie φ stremitsØ k kritiqeskomu napravleni¸, razmer rezonansnoæ zony Z rastet ot veliqiny porØdka t^{1/2} vdali ot kritiqeskih napravleniæ do veliqiny porØdka t^{2/3} u granic perehodnyh oblasteæ, gde |Φ_2(φ)| = O(r^{−1/2}). Vnutri perehodnyh oblasteæ rezonansnaØ zona imeet tot ße porØdok t^{2/3}. �ti ocenki oznaqa¸t, qto poka t rastet rezonansnaØ zona stanovitsØ bolee i bolee rastØnutoæ vdol~ kritiqeskih napravleniæ i ee razmer v fftih napravleniØh stanovitsØ b&ol~xim, qem v napravleniØh meßdu kritiqeskimi v t^{1/6} raz.

Rassmotrim teper~ povedenie voln U_i vblizi kritiqeskih napravleniæ. �ti volny rasprostranØ¸tsØ v sektorah uglov φ, dlØ kotoryh Φ_2 i Φ_3 ime¸t raznye znaki. RasstoØnie r_i(φ) meßdu volnovym frontom volny U_i i naqalom opredelØetsØ usloviem t = τ_0, t.e. r = r_i(t, φ) = −2tΦ_2(φ)/Φ_3(φ). Veliqiny |Φ_2(φ)| i r_i(t, φ) ubyva¸t, priblißaØs~ k kritiqeskim napravleniØm. Na granice perehodnoæ oblasti r_i = r_i(t) = (2tC)^{2/3}|Φ_3|^{−1/3}, gde C – ta ße konstanta, kak i v (9). Takim obrazom, hotØ rasstoØnie r_i meßdu volnovym frontom i naqalom imeet porØdok t vdali ot kritiqeskih napravleniæ, t.e. mnogo bol~xe, qem razmer r_z = O( √ t) rezonansnoæ zony, veliqina r_i umen~xaetsØ, r_z rastet pri priblißenii k granice perehodnoæ oblasti i u fftoæ

68 V. A. BOROVIKOV granicy r_i i r_z ime¸t tot ße porØdok po t, ravnyæ t^{2/3}. Kogda ffti veliqiny stanovØtsØ blizkimi, t.e. vnutri perehodnyh zon, my ne moßem otliqit~ volnu U_i ot rezonansnoæ komponenty v v pole ^W .

6. Ocenim razmer rezonansnoæ zony i porØdok rosta^^W pri

t → ∞ v sluqae vyroßdennoæ stacionarnoæ toqki. Esli my vydelim mnoßitel~ |B|^{−1} iz funkcii ~W : ~W = |B|^{−1}W , to W budet bezrazmernoæ funkcieæ, t, r, φ (r, φ ØvlØ¸tsØ polØrnymi koordinatami (6)), kotoryæ rastet pri t → ∞ kak t^{1/6}.

Pust~ A = 0 v razloßenii (4). Togda napravleniØ ±π/2 ØvlØ- ¸tsØ kritiqeskimi. Ocenim asimptotiku W i razmer rezonansnoæ zony dlØ fiksirovannogo φ ≠ ±π/2 i dlØ φ = ±π/2. Bolee toqno, my vyberem nekotoroe fiksirovannoe M i ocenim razmer okrestnosti vblizi naqala, v kotoroæ |W | ¿ M .

Pust~ p = (3C)^{−1/3}; q = (EC − D^2)/[4b^2(3C)^{4/3}].

Esli φ ≠ π/2 i r ≫ 1, t ≫ qr sin^2 φ/(p cos φ), to ffta ocenka imeet vid |^x_z| = r_z| cos φ| ≈ { 10 · M^{−4/7}B^{2/7}C^{1/7}t^{3/7}, dlØ sign ^x = sign C

(3C)^{1/3}t^{1/3}, dlØ sign ^x = −sign C.

�ta asimptotika neprimenima pri ^y ≫ ^x. Razmer rezonansnoæ zony dlØ ^x = 0, t.e. vdol~ osi ^y, ocenivaetsØ veliqinoæ r_z = |^y| ∼ { 2 · M^{−2/7}|B|^{1/7}|C|^{−2/21}|q|^{−1/2}t^{5/7}, dlØ q < 0 |q|^{−1/2}t^{2/3}, dlØ q > 0. 7. Rassmotrim kratko rezonansnyæ sluqaæ dlØ trehmernoæ za-

daqi. Zdes~ analogom uravneniØ (5) ØvlØetsØ sledu¸wee vyraßenie ~W (t, ^x, ^y, ^z) = = t∫ 0 ∫ ∫ ∫ G(η, ζ, γ) exp i ( − η^x − ζ ^y − γ^z + τ ~ω(η, ζ, γ) ) dηdζdγ, (10) gde ~ω(η, ζ, γ) = ω(λ_0 + η, μ_0 + ζ, ξ_0 + γ) − ω(λ_0, μ_0, ξ_0) − ηv_x − ζv_y − γv_z . Pust~ takße ^x = r cos θ, ^y = r sin θ cos θ, ^z = r sin θ cos θ. V otliqie ot dvumernogo sluqaØ vnexniæ integral shoditsØ, kogda t → ∞, t.e. stacionarnoe sostoØnie zdes~ suwestvuet. Asimptotika ~W (t, ^x, ^y, ^z) v dal~neæ zone opredelØetsØ funkcieæ ~ω; v rezonansnom sluqae ffta funkciØ i ee pervye proizvodnye ravny

POLE NA BOL^XOM RASSTO˚NII 69 nul¸ v naqale koordinat. My moßem predpoloßit~, qto razloßenie ~ω(η, ζ, γ) po stepenØm η, ζ, γ imeet vid ~ω(η, ζ, γ) = aη^2 2 + bζ^2 2 + cγ^2 2 + ω_3(η, ζ, γ) + · · · , (11)

gde ω_3 est~ odnorodnyæ polinom tret~eæ stepeni, a sledu¸wie qleny razloßeniØ oboznaqa¸tsØ toqkami. Togda vnutrenniæ integral J v (10) kogda t → ∞ imeet asimptotiku J(τ, r, θ, φ) ≈ const r^{3/2} · exp ir ( r τ Φ_2(θ, φ) + r^2 τ^2

Φ_3(θ, φ) + r^3 τ^3

Φ_4(θ, φ) + O ( r^4 τ^4 )) , gde Φ_2 = − ( cos^2 θ 2a + sin^2 θ cos^2 φ 2b + sin^2 θ sin^2 φ 2c ) ; Φ_3 = ω_3 ( cos θ a + sin θ cos φ b + sin θ cos φ c ) , a Φ_4 est~ odnorodnyæ polinom qetvertoæ stepeni ot peremennyh cos θ, sin θ cos φ, sin θ sin φ. Asimptotika ~W (∞, ^x, ^y, ^z) pri r → ∞ opredelØetsØ znaqeniØmi funkciæ Φ_2, Φ_3, Φ_4.

Esli naqalo koordinat O = (0, 0, 0) est~ toqka ffkstremuma funkcii ~ω, t.e. kofffficienty a, b, c v (11) odinakovogo znaka, to Φ_2(θ, φ) ograniqena snizu po modul¸ dlØ kaßdogo θ, φ. Sledovatel~no, W_2 imeet porØdok r^{−1}, kogda r → ∞, t.e. imeet tot ße porØdok, kotoryæ imeet komponenta v dal~neæ zone, obuslovlennaØ regulØrnymi toqkami poverhnosti ~ω = 0, v kotoryh grad ~ω imeet napravleniØ θ, φ (sm. [1]–[2]).

Esli O sedlovaØ toqka funkcii ~ω, t.e. koniqeskaØ toqka poverhnosti ~ω = 0, to asimptotika W_2 dlØ fiksirovannyh θ, φ i r → ∞ imeet porØdok r^{−1} pri Φ_2 ≠ 0, porØdok r^{−3/4} pri Φ_2 = 0, no Φ_3 ≠ 0, i porØdok r^{−2/3},esli Φ_2 = Φ_3 = 0, no Φ_4 ≠ 0. Raz¨Øsnim geometriqeskiæ smysl fftih usloviæ.

Uslovie Φ_2 = 0 opredelØet konus S kritiqeskih napravleniæ θ, φ, dlØ kotoryh ploskost~ Σ : η cos θ +ζ sin θ cos φ+γ sin θ sin φ = 0 kasatel~na v toqke O k poverhnosti ~ω = 0. Esli znak Φ_3 izmenØetsØ na konuse S, to fftot konus soderßit napravleniØ θ_i, φ_i, dlØ kotoryh Φ_3 = 0. Nazovem ffti napravleniØ superkritiqeskimi

70 V. A. BOROVIKOV napravleniØmi. DlØ fftih napravleniæ ploskost~ Σ soprikasaetsØ s poverhnost~¸ ~ω = 0 v toqke O. V obwem sluqae funkciØ Φ_4 ne ravna nul¸ vdol~ superkritiqeskih napravleniæ. Tak, W_2 imeet porØdok r^{−1} vdol~ napravleniæ θ, φ, otliqnyh ot kritiqeskogo, porØdok r^{−3/4} vdol~ kritiqeskih napravleniæ, kotorye otliqny ot superkritiqeskih i porØdok r^{−2/3} vdol~ superkritiqeskih napravleniæ.

�ta asimptotika neravnomerna, t.e. ona ne imeet mesta dlØ napravleniæ θ, φ, blizkih k kritiqeskim ili superkritiqeskim. Asimptotika, primenimaØ dlØ napravleniæ, blizkih k kritiqeskim, vyraßaetsØ v terminah integrala Persi [9]. Asimptotika, primenimaØ vblizi superkritiqeskih napravleniæ, vyraßaetsØ v terminah obobwennyh funkciæ �æri [10].

Literatura

1. J. Lighthill, Studies on Magneto-Hydrodynamic waves and other anisotropic wave motions. — Phil. Trans. of Royal Soc. of London, Ser A 252, No. 1014 (1960), 397–430.

2. J. Lighthill, Waves in fluids. Cambridge University Press, 1978. 3. L. Chee-Seng, Water waves generated by an oscillatory surface pressure travelling at critical speed. — Wave motion 3 (1981), 159–180.

4. M. Yanovitch, Gravity waves in a heterogeneous incompressible fluid. Comm.

Pure Appl. Math (1962), pp. 45–52.

5. M. V. Fedor¸k, Metod Naibystreæxego Spuska. M., 1977.

6. V. A. Borovikov, Uniform stationary phase method. Peter Peregrinus, 1995.

7. A. P. Anßutin, V. A. Borovikov, RavnomernaØ Asimptotika Integralov s Bystro Oscilliru¸wimi Podyntegral~nymi FunkciØmi i s OsobennostØmi Neffksponencial~nogo MnoßitelØ. M., 1984.

8. V. A. Borovikov, V. V. Zaltpaev, O novoæ special~noæ funkcii. — ȷurnal Vyqisl. Matem. i Matem. Fiziki (v peqati).

9. T. Pearcey, The structure of electromagnetical field in the neighbourhood of a caustic. — Phyl. Mag. 37 (1946), 311–317.

10. D. Ludwig, Uniform asymptotic expansions at a caustic. — Comm. Pure Appl.

Math. 19, No. 2 (1966), 215–250.

Borovikov V. A. Far field excited by moving oscillating source in resonance case. The wave fields excited by moving oscillating sources are considered. The asymptotics of far field at a lartge t in the resonance case are found and explicit expressions for the growing component of the field are given.

Postupilo 10 oktØbrØ 1995 g.

Institut problem mehaniki RAN