V. S. Buldyrev, A. V. Sokolov, A. S. Starkov ZVUKOVOE POLE VYSOKOQASTNOGO ISTOQNIKA, DVIȷUWEGOS˚ V VOLNOVODE

1. V dekartovoæ sisteme koordinat (x, y, z), svØzannoæ s nepo-

dvißnoæ sredoæ, zadaqu o toqeqnom istoqnike kolebaniæ, kotoryæ dvißetsØ po traektorii S : ⃗r = ⃗r_0(t), ⃗r_0 = (x_0(t), y_0(t), z_0(t)), t – vremØ, postavim sledu¸wim obrazom: naæti rexenie uravne- niØ Δu − ∂^2u ∂t^2 = −A(t)e^{−iζ(t)}δ(⃗r − ⃗r_0(t)), 0 < z < π, (1) udovletvorØ¸wee usloviØm izluqeniØ i usloviØm na granice u | z=0 = u | z=π = 0. (2)

Zdes~ u – zvukovoæ potencial, A(t) i ζ(t) – gladkie funkcii, harakterizu¸wie zavisimost~ amplitudy i fazy istoqnika ot vremeni. Skorost~ rasprostraneniØ zvuka sqitaetsØ postoØnnoæ i ravnoæ 1. Edinica izmereniØ dliny vybrana takim obrazom, qto tolwina volnovoda ravna π.

PredpolagaetsØ, qto pri t 6 0 istoqnik dvißetsØ ravnomerno s dozvukovoæ skorost~¸ v < 1 parallel~no osi absciss, ego qastota postoØnna, a amplituda ravna 1, t.e. A(t) = 1, ζ(t) = ωt, ⃗r_0(t) = (vt, 0, z_0). DlØ takih vremen rexenie zadaqi (1), (2) legko nahoditsØ metodom Fur~e i imeet vid ([1]) u = i 2π √ 1 − v^2 exp ( iω vx − t 1 − v^2 )

∞∑ m=1 H^{(1)}_0 ( –m^√(x − vt)^2 + y^2(1 − v^2)^) sin mz sin mz0, t 6 0, (3)

gde –m =^√ω^2 − m^2(1 − v^2)(1−v^2)^{−1} i Re –m > 0 pri ω > m^√1 − v^2

i Im –_m > 0 pri 0 < ω < m √ 1 − v^2. DlØ kritiqeskih qastot, kogda

–m = 0, sootvetstvu¸wu¸ funkci¸ HankelØ v rØdu (3) sleduet

zamenit~ na ln((x − vt)^2 + y^2(1 − v^2)). 71

72 V. S. BULDYREV, A. V. SOKOLOV, A. S. STARKOV UsloviØmi (1)–(3) zvukovoæ potencial opredelØetsØ odnoznaqno.

Budem takße predpolagat~, qto pri t ¿ 0 mgnovennaØ qastota istoqnika ζ^′(t), ego skorost~ ⃗r_0^′(t) i amplituda medlenno menØ- ¸tsØ s teqeniem vremeni, t.e. zavisØt ot peremennoæ εt, gde ε ≪ 1 – malyæ parametr. Togda fazovaØ funkciØ i koordinaty istoqnika pri t ¿ 0 mogut byt~ zapisany v vide ε^{−1} ~ζ(εt) i ε^{−1} ⃗~r_0(εt).

AnalogiqnaØ zadaqa o pole dvißuwegosØ istoqnika rassmatrivalas~ ranee v [2, 3], no, v otliqie ot nastoØweæ raboty, pri uslovii malosti vertikal~noæ sostavlØ¸weæ skorosti. Krome togo, v fftih rabotah ne byl rassmotren ffffekt preobrazovaniØ voln na kritiqeskih qastotah, issledovanie kotorogo i sostavlØet glavnu¸ cel~ naxeæ raboty.

2. V kaqestve pervogo xaga rexeniØ postavlennoæ zadaqi pe-

reædem k “medlennomu” vremeni σ = εt i razloßim potencial v rØd Fur~e po vertikal~noæ koordinate u(⃗r, ⃗r_0, t) = ∞∑ m=1 u_m(x, y, σ) sin mz. Togda kofffficient Fur~e u_m udovletvorØet uravneni¸

∂^2u_m ∂x^2 + ∂^2u_m ∂y^2 − ε^2 ∂^2u_m ∂σ^2 − m^2u_m = = iA(σ) π ( e^{−iε} �1_{ζ1(σ)} −e^{−iε} �1_{ζ2(σ)}) · ·δ ( x−ε^{−1} ~x_0(σ) ) δ ( y−ε^{−1} ~y_0(σ) ) , (4)

gde ζ_{1,2}(σ) = ~ζ(σ)±m~z_0(σ). Takim obrazom, naliqie vertikal~noæ sostavlØ¸weæ u skorosti dvißeniØ istoqnika privodit k raswepleni¸ mgnovennoæ qastoty na dve. V sootvetstvii s fftim predstavim u_m v vide raznosti u_m = u_{m1} − u_{m2}, gde kaßdoe slagaemoe u_{mi}, i = 1, 2 ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (4), v pravoæ qasti kotorogo ostavlena tol~ko odna ffksponenta s pokazatelem −iζ_i(σ). V dal~neæxem indeks i budem opuskat~.

3. V trehmernom prostranstve (t, x, y) vvedem metriku Minkov-

skogo dT^2 = ε^{−2}dσ^2 − dx^2 − dy^2.

ZVUKOVOE POLE VYSOKOQASTNOGO ISTOQNIKA 73 Pust~ s – dlina krivoæ S v fftoæ metrike, otsqityvaemaØ ot toqki t = 0: s = σ∫ 0 √ 1 − v^2(a) da, gde v(σ) = √ (x^′_0(σ))^2 + (y^′_0(σ))^2 < 1 – absol¸tnaØ veliqina gorizontal~noæ skorosti. Dalee, pust~ ⃗n – ediniqnyæ vektor glavnoæ normali, a ⃗b – binormali; εk(s) – krivizna krivoæ S, a ε^2l(s) – ee kruqenie. Malost~ krivizny i kruqeniØ ØvlØetsØ sledstviem predpoloßeniØ o medlennosti izmeneniØ skorosti.

Radius-vektor ⃗R(μ) proizvol~noæ toqki μ vblizi S budem zadavat~ ravenstvom ⃗R(μ) = ⃗R(s) + n_1⃗e_1(s) + n_2⃗e_2(s).

Zdes~ ⃗e_1(s) i ⃗e_2(s) – ediniqnye vektora, ortogonal~nye k S i drug k drugu, svØzannye s vektorami normali ⃗n i binormali ⃗b formulami ⃗e_1 = ⃗n cos θ − ⃗b sin θ, ⃗e_2 = ⃗n sin θ + ⃗b cos θ.

Ugol θ zadadim formuloæ θ = ε^s ∫ 0 l(s)ds. DlØ ravnomerno dvißuwegosØ istoqnika (pri t < 0) svØz~ staryh koordinat (x, t, y) i novyh (n_1, n_2, s) zadaetsØ sootnoxeniØmi s = t − vx √ 1 − v^2

, n_1 = x − vt √ 1 − v^2

, n_2 = y, x = n + vs √ 1 − v^2 , t = s + vn √ 1 − v^2 . Vvedem teper~ cilindriqeskie koordinaty (n, φ) po formulam n = √ n^2_1 + n^2, n_1 = n cos φ, n_2 = n sin φ.

Sistema koordinat (s, n, φ) ortogonal~na, priqem dlØ fflementa dliny imeet mesto formula (sr. [5], gl. 9) dT^2 = ε^{−2}H^2ds^2 − dn^2 − n^2dφ^2, gde vvedeno oboznaqenie H(s, n, φ) = 1 − εk(s)n cos(θ − ε).

Teper~ moßno vypisat~ uravnenie (4) v koordinatah (s, n, φ): 1 H ( 1 n ∂ ∂n Hn ∂u_m ∂n + 1 n^2 ∂ ∂φ H ∂u_m ∂φ − ε^2 ∂ ∂s 1 H ∂u_m ∂s ) − m^2u_m =

= B(s) exp(−iε^{−1}ζ(s))δ(n_1)δ(n_2). (5)

74 V. S. BULDYREV, A. V. SOKOLOV, A. S. STARKOV Zdes~ B(s) = iA(s) √ 1 − v^2(s)/π est~ amplituda volny v sisteme koordinat, dvißuweæsØ s istoqnikom.

4. Tak kak kofffficienty v uravnenii (5) zavisØt tol~ko ot

peremennyh s i εn, to pereædem k rastØnutoæ koordinate ν = εn. V koordinatah (σ, ν, φ) rexenie uravneniØ (5) budem otyskivat~ v vide razloßeniØ, analogiqnogo razloßeni¸, ispol~zovannomu v [6],

u_m = ∞∑ j=0 ( a_j g_j(ε, P ) + ib_j ε^{−1}g_{j+1}(ε, P ) ) e^{iε} �1_Q , gde a_j , b_j, P , Q – iskomye funkcii. Funkcii g_j(ε, P ) ime¸t vid g_j (ε, P ) = i √ π 2 (−2εP )^jH^{(1)}_j (P/ε). Sposob postroeniØ a_j, b_j, P , Q ukazan v [6], pofftomu ograniqimsØ nahoßdeniem glavnyh qlenov. Opredelim funkcii τ^± = P ± Q kak rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ ffækonala ∂τ^± ∂ν = ± √ 1 H ( ∂τ^± ∂s )_2

− m^2 − 1 ν ( ∂τ^± ∂φ )_2 , τ^± | ν=0 = −ζ(s), (6)

kotorye ØvlØ¸tsØ 2π-periodiqeskimi funkciØmi ugla φ. Uravnenie (6) zapisano v forme Kovalevskoæ i ego rexenie moßno iskat~ v vide razloßeniØ po ν.

Prostye vyqisleniØ da¸t τ^± = −ζ(s) ± ν–_m(s) ± R(s) cos(θ − φ)ζ^′(s) –m(s)^{ν2 + O} ( ν^3

–^2_m ) , gde –m(s) =^√(ζ^′(s))^2 − m^2.

Analogiqnym obrazom, v vide razloßeniæ po ν moßno iskat~ kofffficienty a_j, b_j kak rexeniØ uravneniØ perenosa (sm. [6]). DlØ koneqnyh znaqeniæ koordinaty n ffti razloßeniØ est~ rØdy po stepenØm malogo parametra ε. OgraniqivaØs~ tol~ko glavnymi pri n = O(1) slagaemymi, imeem

u_m = B(s)H^{(1)}_0 ( ε^{−1} ( –mν + O(ν^2)^{))} exp^[ − iε^{−1(}ζ(s) + O(ν^3)^{)]}· · [ 1 + O(ν) + O(ε) ] . (7)

ZVUKOVOE POLE VYSOKOQASTNOGO ISTOQNIKA 75 Esli kofffficient –_m obrawaetsØ v 0, to poluqennoe razloßenie ne suwestvuet i dolßno byt~ zameneno na novoe, poiskam kotorogo i posvØwen sledu¸wiæ punkt.

5. Predpoloßim, qto mgnovennaØ qastota ζ^′(s) umen~xaetsØ

tak, qto v nekotoroæ toqke traektorii s = s_0 vypolneny sootnoxeniØ ζ^′(s_0) = m, –_m(s_0) = 0 i razloßenie –^2_m(s) v rØd Teælora v okrestnosti s = s_0 naqinaetsØ s lineænogo slagaemogo

–^2_m(s) = –m0(s − s0) + . . . , gde –m0 < 0. Ploskost~ s = s0 nazovem

kritiqeskoæ. Vdali ot kritiqeskoæ ploskosti pri s < s_0 argument u funkcii HankelØ deæstvitelen i vyraßenie (7) opisyvaet rasprostranØ¸wu¸sØ volnu, a pri s > s_0 funkciØ –_m(s) mnimopoloßitel~na i proishodit ffksponencial~noe ubyvanie zvukovogo polØ pri udalenii ot traektorii. Opisanie polØ v perehodnoæ oblasti malyh s − s_0 i ØvlØetsØ osnovnoæ cel~¸ nastoØweæ raboty. Sluqaæ “roßdeniØ” rasprostranØ¸weæsØ volny iz zatuha¸weæ pri uveliqenii mgnovennoæ qastoty rassmatrivaetsØ analogiqno.

Pereædem v rastØnutu¸ sistemu koordinat q = (−ε^{−1}m–_{m0})^{1/4}n, r = (−ε–_{m0}/m)^{1/2}(s−s_0) i vydelim u potenciala naibolee oscilliru¸wiæ v okrestnosti s = s_0 mnoßitel~ exp(−iζ(s)ε^{−1}), t.e. budem otyskivat~ rexenie uravneniØ (5) v vide

u_m = exp ( −iζ(s)ε^{−1} )^∞∑ j=0 v_j (r, q, φ)e^{j/4}. (8) Pri podstanovke anzaca (8) v uravnenie (5) i priravnivanii kofffficientov pri odinakovyh stepenØh ε^{1/4}, poluqaem rekurrentnu¸ posledovatel~nost~ uravneniæ, samoe starxee iz kotoryh imeet vid 2i ∂v_0 ∂r + 1 q ∂ ∂q q ∂v_0 ∂q − rv_0 = ~B(s_0) δ(q) q (9) ~B(s) = B(s)(1 − v^2)^{−1/2}

Masxtaby rastØßeniØ koordinat vybrany iz usloviØ, qtoby v poluqennom uravnenii (9), uqityva¸wem v glavnom priblißenii izmenenie polØ vdol~ po traektorii i v popereqnom napravlenii, vse slagaemye imeli odinakovyæ porØdok po ε.

76 V. S. BULDYREV, A. V. SOKOLOV, A. S. STARKOV Rexenie uravneniØ (9) legko moßet byt~ naædeno metodom Fur~e i imeet vid

v_0(q, r) = − ~B(s_0) 2π ∞∫ 0 exp [ i 2 ( p^2 2 − rp + q^2 p )] dp p . (10)

Takim obrazom, zvukovoe pole v okrestnosti kritiqeskogo seqeniØ vyraßaetsØ integralom special~nogo vida (10), otliqa- ¸wegosØ ot integral~nogo predstavleniØ funkcii HankelØ

H^{(1)}_0 (q √ −r) = − i π ∞∫ 0 exp [ i 2 ( − rp + q^2 p )] dp p , r < 0, tol~ko dopolnitel~nym slagaemym v podyntegral~noæ ffksponente, kotoroe i obespeqivaet ograniqennost~ integrala (10) pri r = 0, q ≠ 0.

6. Issleduem teper~ asimptotiku integrala (10) vdali ot

kritiqeskoæ toqki r = q = 0. Vnaqale rassmotrim sluqaæ, kogda toqka nabl¸deniØ nahoditsØ ne oqen~ daleko ot traektorii, t.e. budem sqitat~ koordinatu r > 0 bol~xoæ veliqinoæ, a popereqnu¸ koordinatu q koneqnoæ, q = O(r^{1/2}). Pri fftom predpoloßenii podyntegral~naØ ffksponenta v (10) soderßit odnu osobu¸ toqku p = 0 i odnu stacionarnu¸ toqku p = r, kotorye otdeleny drug ot druga. V kompleksnoæ ploskosti p prodeformiruem kontur integrirovaniØ s deæstvitel~noæ osi k novomu konturu, sostoØwemu iz otrezka mnimoæ osi i pereval~nogo kontura, pereseka¸wego deæstvitel~nu¸ os~ v toqke p = r pod uglom −π/4. V sootvetstvii s takoæ deformacieæ asimptotika integrala (10) budet soderßat~, vo-pervyh, funkci¸ Makdonal~da K_0( √ rq) = πiH^{(1)}_0 (i √ rq)/2, r > 0, voznika¸wu¸ pri integrirovanii po mnimoæ osi. �to slagaemoe prosto sovpadaet s (7) pri

Im –m > 0. I, vo-vtoryh, pri integrirovanii po pereval~nomu

konturu poØvitsØ slagaemoe ~B(s_0) π^{1/2} · 1 r exp [ i ( − π 4 − r^2 4 + q^2 2r )] , (11)

otveqa¸wee rashodØweæsØ ot kritiqeskoæ toqki r = q = 0 “sferiqeskoæ” volne ~B(s_0) exp i ( − π 4 − mR + ζ(s_0) )/ (2π^{3/2}R)

ZVUKOVOE POLE VYSOKOQASTNOGO ISTOQNIKA 77 pri R = √ (s − s_0)^2 − n^2. V fftom netrudno ubedit~sØ, esli v vyraßenii (11) vernut~sØ k ishodnym peremennym n i s i vospol~- zovat~sØ sledu¸wimi razloßeniØmi

R(s) = s − s_0 − n^2/(2(s − s_0)) + . . .

ζ(s) = ζ(s_0) + m(s − s_0) + –_{m0}(s − s_0)^2/(2m) + . . . .

Pereædem teper~ k issledovani¸ oblasti bol~xih znaqeniæ koordinaty q i malyh znaqeniæ r = O(q^{−2/3}). V fftom sluqae pokazatel~ podyntegral~noæ ffksponenty v (10) imeet odnu stacionarnu¸ toqku p = q^{2/3}, a vklad ot integrirovaniØ po okrestnosti nulØ ffksponencial~no mal. Asimptotika integrala (10) imeet vid ~B(s_0) √ 5π exp ( − π 4 + 3 2 q^{4/3} − rq^{2/3} ) 1 q^{2/3} , t.e. zvukovoe pole ubyvaet s uveliqeniem rasstoØniØ kak q^{−2/3}. Otmetim, qto do kritiqeskogo seqeniØ zvukovoe pole v napravlenii, perpendikulØrnom traektorii, ubyvaet kak n^{−1/2}, a za kritiqeskim seqeniem kak R^{−1}.

Esli ße i q i r odnovremenno veliki i q = O(r^{3/2}), to vse slagaemye v pokazatele podyntegral~noæ ffksponenty v (10) ØvlØ- ¸tsØ bol~ximi veliqinami i uravnenie dlØ opredeleniØ stacionarnyh toqek imeet vid

p^3 − rp^2 − q^2 = 0. (12)

U uravneniØ (12) imeetsØ 3 kornØ, odin iz kotoryh (p_1) v rassmatrivaemoæ oblasti deæstvitelen, a dva drugih kompleksno soprØßennye. Standartnye vyqisleniØ po metodu perevala privodØt k sledu¸weæ asimptotike zvukovogo polØ u_m(q, r) ∼ ∼ ~B(s_0)

2π^{3/2} [ exp(ih(p_1) − iπ/4)

p_1 √ h^{′′}(p_1) + exp(ih(p_2) − iπ/4)

p_1 √ h^{′′}(p_2) · η ( r − cq^{2/3} )] . Zdes~ vvedeny oboznaqeniØ h(p) =^1_2 (^{p2}_2 − rp +^{q2}_p ) – pokazatel~ ffksponenty v integrale (10); η(a) = 1 pri a > 0 i η(a) = 0 pri a < 0; p_2 – koren~ uravneniØ (12), dlØ kotorogo Im h(p_2) > 0; c – nekotoraØ qislovaØ postoØnnaØ.

78 V. S. BULDYREV, A. V. SOKOLOV, A. S. STARKOV Takim obrazom, poluqennye v rabote asimptotiqeskie formuly opisyva¸t zvukovoe pole dvißuwegosØ istoqnika kak vblizi kritiqeskoæ toqki, tak i na nekotorom rasstoØnii ot nee.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ, grant 95–01–01285a.

Literatura

1. K. E. Hawker, A normal mode theory of acoustic Dopler effect in the oceanic wavequide. — J. of Acoust. Soc. Am 65, No. 3 (1979), 675–681.

2. V. S. Buldyrev, Zvukovoe pole istoqnika, dvißuwegosØ v neodnorodnom sloe, leßawem na odnorodnom poluprostanstve. — Zap. nauqn. semin. LOMI 156 (1986), 35–48.

3. V. I. Il~iqev, V. S. Rabinoviq, E. A. Rivelis, ı. V. Hoha, Ob akustiqeskom pole dvißuwegosØ uzkopolosnogo istoqnika v okeaniqeskih volnovodah. — DAN SSSR 304, No. 5 (1989), 1123–1127.

4. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, I. A. Molotkov, Prostranstvenno-vremennoæ luqevoæ metod. Izd-vo LGU, L., 1985 272 s.

5. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, Asimptotiqeskie metody v zadaqah difrakcii korotkih voln. Nauka, Moskva, 1972 456 s.

6. N. S. Grigor~eva, KorotkovolnovaØ asimptotika rexeniØ zadaqi o dvißuwemsØ toqeqnom istoqnike v neodnorodnoæ nestacionarnoæ srede. — Zap. nauqn. semin. LOMI 165 (1987), 42–51.

Buldyrev V. S., Sokolov A. V., Starkov A. S. High-frequency wave field of the source moving in the wavequide.

The problem of the moving source wave field is considered in the regular waveguide with perfectly reflected boundaries. It is supposed that the acceleration of the source is small. The asymptotics of acoustical field is constructed in the special moving coordynate system. It is shown, that in the case when Dopler frequency of the source is equal to the critical frequency of mode under consideration this asymptotics is invalid. New asymptotics in the neighbourhood of such critical cross-section is constructed.

Postupilo 15 noØbrØ 1996 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

AkademiØ holoda i piwevyh tehnologiæ