N. ˚. Kirpiqnikova VTOROE PRIBLIȷENIE LUQEVOGO METODA PRI VYQISLENII INTENSIVNOSTI VOLNOVOGO FRONTA V NEODNORODNO` UPRUGO` SREDE

Vvedenie.

Luqevoæ metod davno stal klassiqeskim metodom vyqisleniØ glavnogo qlena asimptotiqeskogo razloßeniØ rexeniØ zadaq o rasprostranenii voln v akustiqeskih, fflektromagnitnyh, uprugih i dr. sredah. Vo mnogih zadaqah luqevoæ metod – ffto edinstvenno vozmoßnyæ i dostatoqno universal~nyæ analitiqeskiæ metod rexeniØ. Osobenno ffto otnositsØ k volnovym processam v neodnorodnyh sredah, dlØ kotoryh qislo toqno rexennyh zadaq malo i ograniqeno odnomernymi, libo dvumernymi sluqaØmi. Odnako nahoßdenie tol~ko glavnogo qlena luqevogo rØda dlØ neodnorodnyh sred privodit k sloßnomu i gromozdkomu processu vyqisleniæ (sm. formuly rabot [1, 2, 3]). Opredelenie ße posledu¸wih qlenov luqevogo asimptotiqeskogo razloßeniØ v neodnorodnoæ trehmernoæ srede ffti trudnosti uveliqivaet mnogokratno. Vvidu fftogo tak neobhodimo naæti naibolee ffffektivnyæ sposob vyqisleniØ vysxih priblißeniæ luqevogo metoda i, v qastnosti, sledu¸wego za glavnym qlena luqevogo rØda v asimptotiqeskom razloßenii rexeniØ. Posledu¸wie priblißeniØ vaßny ne tol~ko dlØ utoqneniØ glavnogo qlena asimptotiqeskogo razloßeniØ, no i dlØ obosnovaniØ oblasti primenimosti luqevogo metoda.

DannaØ stat~Ø prodolßaet issledovaniØ rabot [4–12] ob algoritmah vyqisleniØ vysxih qlenov luqevogo rØda. Zdes~ predloßen algoritm postroeniØ sledu¸wego za glavnym qlena luqevogo rØda dlØ prodol~nogo vektora smeweniæ v neodnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ srede. Metodika vyqisleniØ komponent vektora smeweniæ provoditsØ putem, podobnym razrabotannomu v stat~Øh avtora [4, 5, 12], i budet sravnena s metodikoæ, predloßennoæ v sovmestnyh stat~Øh avtora s M. M. Popovym [10, 79

80 N. ˚. KIRPIQNIKOVA 11].

V rabote predlagaetsØ bolee optimal~nyæ (po mneni¸ avtora) put~, kotoryæ daet vozmoßnost~ umen~xit~ qislennyæ process pri nahoßdenii rexeniæ postavlennoæ zadaqi.

1. Metod vyqisleniØ vysxih priblißeniæ, analogiqnyæ rabote [10].

Rassmotrim neodnorodnu¸ izotropnu¸ uprugu¸ sredu s parametrami Lame λ(x), μ(x) i plotnost~¸ ρ(x), priqem λ, μ, ρ sqita¸tsØ dostatoqno gladkimi funkciØmi x, z i ne zavisØt ot y. RassmatrivaetsØ toqeqnyæ istoqnik tipa centra rasxireniØ, priqem kak istoqnik, tak i nabl¸datel~ raspoloßeny v ploskosti (x, z).

Luqevoe razloßenie vektora smeweniæ u vybiraem v vide

u(x, t) = exp [ iω ( t − τ (x) )] 1_∑ k=0 (iω)�^ku_k(x, t), (1.1)

gde ω – qastota, τ – ffækonal, t – vremØ, x = (x, y, z). Glavnomu (pervomu) qlenu luqevogo rØda (1.1) sootvetstvuet k = 0, a sledu¸wemu za glavnym (vtoromu) qlenu, o kotorom budet idti req~ v stat~e, sootvetstvuet k = 1. My budem issledovat~ sluqaæ prodol~nyh kolebaniæ u_a. PopereqnaØ sostavlØ¸waØ vektora smeweniæ u_b moßet byt~ vyqislena analogiqno.

V bol~xinstve rabot [3 – 8] pri vyqislenii sledu¸wih priblißeniæ luqevogo razloßeniØ ispol~zovalis~ stavximi uße klassikoæ (sm. raboty [13, 14]) rekurrentnye formuly luqevogo metoda. �ti formuly ØvlØlis~ otpravnoæ toqkoæ dlØ vyqisleniØ vtorogo (k = 1) qlena luqevogo razloßeniØ vektora smeweniæ u_1.

DlØ togo, qtoby legqe bylo sravnivat~ algoritmy nahoßdeniØ u_1 nastoØweæ stat~i i raboty [10], privedem formuly luqevogo metoda dlØ prodol~noæ sostavlØ¸weæ vektora smeweniæ u_a, priqem nißniæ indeks a budem vs¸du opuskat~.

Glavnoe priblißenie luqevogo razloßeniØ (1.1) ravno

u_0 = φ_0∇τ, φ_0 = ψ_0(γ_1, γ_2) √ a ρJ , J = 1 a | | | | D(x, y, z) D(τ, γ_1, γ_2 | | | |. (1.2)

Formuly dlØ sledu¸wego za glavnym qlenom u_1 v razloßenii

VTOROE PRIBLIȷENIE LUQEVOGO METODA 81 (1.1) ime¸t vid:

u_1 = φ_1∇τ + u^{(0)}_1 , ( u^{(0)}_1 , ∇τ ) = 0,

u^{(0)}_1 = − a^2 (λ + μ)

M (τ, φ_0∇τ ), (1.3)

a φ_1 predstavlena formuloæ

φ_1 =

(1.4) = √ a ρJ [ ψ_1(γ_1, γ_2)+ τ∫ 0 a^2 2ρ √ Jρ a ( −M (τ, u^{(0)}_1 )+L(u_0), ∇τ ) dτ ] . V formulah (1.2)–(1.4) funkcii ψ_0(γ_1, γ_2), ψ_1(γ_1, γ_2) – postoØnny vdol~ luqa i opisyva¸t naqal~nye dannye, zavisØwie ot vida istoqnika; a = ((λ + 2μ)/ρ)^{1/2} – skorost~ prodol~nyh voln; (τ, γ_1, γ_2) – luqevye koordinaty; J – geometriqeskoe rashoßdenie luqevoæ trubki; a M (τ, u) i L(u) differencial~nye operatory pervogo i vtorogo porØdka sootvetstvenno, Øvnyæ vid kotoryh priveden v obobwennyh koordinatah, ispol~zuemyh kak zdes~, tak i v sravnivaemyh rabotah [4, 5, 10, 11, 12].

DlØ nahoßdeniØ popravoqnogo qlena u_1 neobhodimo vyraßenie dlØ operatorov M i L vyqislit~ na opornom, (t.e. na dannom, fiksirovannom) luqe.

Budem sqitat~, qto izvesten opornyæ luq i zadano ego uravnenie R = r(s), gde R – radius-vektor toqki x, s – dlina dugi luqa. RassmatrivaØ fftot luq kak central~nyæ ili opornyæ luq luqevoæ trubki, vvedem v ego okrestnosti normal~nye rimanovy koordinaty s = q^0, q^1, q^2 = y po formule

R(x) = r(s) + q^1e_1(s) + q^2e_2, (1.5)

gde R(x) – radius-vektor toqki x v okrestnosti opornogo luqa R = r(s); e_1(s), e_2 – vzaimno ortogonal~nye ediniqnye vektory, pri kaßdom s leßawie v normal~noæ k r(s) ploskosti. �ta sistema koordinat svØzana s ortonormirovannym bazisom {_{dr} ds = e_0(s), e_1(s), e_2 } , differencirovanie e_1(s) po s daet d ds e_1(s) = –_1(s)e_0(s), –_1(s) = ∂ ln a ∂q^1 | |_{q1=0}, –_2(s) = 0,

82 N. ˚. KIRPIQNIKOVA vektor e_2 ne zavisit ot s.

Vvidu togo, qto vse rassmotreniØ provedeny dlØ kvazidvumernogo sluqaØ, metriqeskiæ tenzor {G_{ij}} i opredelitel~ g = det(G_{ij)} v sisteme (q^0 = s, q^1, q^2 = y) ravny

G_{00} = h^2; G_{ij} = δ_{ij} ; i, j = 1, 2; G_{0i} = 0, i ≠ 0;

h = 1 + –_1(s)q^1; G_{ij}G^{jk} = δ^k_i , i, j, k = 0, 1, 2;

g = h^2, G^{00} = h�^2.

Pereædem teper~ k nahoßdeni¸ neizvestnyh funkciæ, opredelØ¸wih pervoe priblißenie luqevogo rØda (1.1) vektora prodol~nyh smeweniæ u_1.

Amplituda φ_0, vhodØwaØ v vyraßeniØ (1.3), (1.4) i opredelennaØ formuloæ (1.2), soderßit skorost~ a i plotnost~ ρ, kotorye moßno sqitat~ izvestnymi funkciØmi koordinat q^1, q^2. Qto kasaetsØ funkcii ψ_0 i geometriqeskogo rashoßdeniØ J, to ih estestvenno sqitat~ zavisØwimi ot luqevyh koordinat γ_1, γ_2, svØzannyh s rassmatrivaemym istoqnikom. Sledovatel~no, proizvodnye ot nih po q^1 i q^2 nußno peresqitat~ qerez proizvodnye po γ_1, i γ_2. SvØz~ meßdu proizvodnymi po q i γ nahoditsØ iz sledu¸wih toßdestv

q^i = q^i ( s, γ_1(s, q^1, q^2), γ_2(s, q^1, q^2) ) , i = 1, 2. Opornomu luqu q^1 = q^2 = 0 sootvetstvuet γ_j = γ^0_j , j = 1, 2. Opredelim novye funkcii Q_{i,j}, P_{i,j}, i det Q sledu¸wim obrazom ∂q^i ∂γ^j | | | |_{γ1=γ01 ,γ2=γ02} = Q^{i,j}, ∂p^i ∂γ^j | | | |_{γ1=γ01 ,γ2=γ02} = P^{i,j}, det Q = | | | Q_{1,1} Q_{1,2} Q_{2,1} Q_{2,2} | | | , (1.6)

gde p^i – obobwennye impul~sy, sootvetstvu¸wie obobwennym koordinatam q^i.

V dal~neæxem vse proizvodnye po popereqnym k luqu koordinatam vyrazØtsØ qerez novye funkcii^{∂2qi}_{∂γj ∂γk} = Qi, jk i ∂2q^i ∂γ_j ∂γ_k ∂γ_e = Qi, jkl, i, j, k, l = 1, 2. Osnovnoe soderßanie stat~eæ

[10, 11] sostoit kak raz v tom, qtoby naæti uravneniØ i naqal~- nye dannye, opredelØ¸wie ffti neizvestnye funkcii. Privedem

VTOROE PRIBLIȷENIE LUQEVOGO METODA 83 svodku formul iz fftih stateæ v kvazidvumernom sluqae neodnorodnoæ uprugoæ sredy, qtoby po vozmoßnosti sravnit~ dva puti poluqeniØ vektora u_1.

DlØ poluqeniØ funkciæ Q_{i,jk} i Q_{i,jkl} v bolee kompaktnom vide vvedem dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Oboznaqim qerez X_k vektor-stolbec, sostavlennyæ iz proizvodnyh ot q i p po luqevym parametram γ_1, γ_2

X_k = ( Q_{1,k}, Q_{2,k}, P_{1,k}, P_{2,k} )_T , k = 1, 2, (1.7)

gde simvol “T ” oznaqaet transponirovanie. Analogiqno qerez X_{kl} i X_{kln} oboznaqeny vektory-stolbcy tipa X_k, no sostavlennye iz proizvodnyh po luqevym parametram vtorogo i tret~ego porØdkov sootvetstvenno. Togda sistema uravneniæ v variaciØh dlØ X_k moßet byt~ zapisana v vide d ds X_k − HX_k = 0, H = ( 0 aE −a�2_{A 0,} ) , (1.8)

gde E – ediniqnaØ matrica vtorogo porØdka, vse fflementy matricy vtorogo porØdka A, krome A_{11}, ravny nul¸, a nenulevoæ fflement opredelØetsØ po formule

A_{11} =

∂^2a ∂q^1∂q^1 | | | |_{q1=q2=0}.

UravneniØ dlØ vektorov X_{kl} i X_{kln} otliqa¸tsØ ot odnorodnoæ sistemy uravneniæ dlØ X_k poØvleniem neodnorodnosteæ v pravyh qastØh d ds X_{kl} − HX_{kl} = F_{kl}; d ds X_{kln} − HX_{kln} = F_{kln}. (1.9) Zdes~ F_{kl} i F_{kln} – polinomy otnositel~no proizvedeniØ neizvestnyh funkciæ Q_{i,j}, Q_{i,jk}, P_{i,j}, P_{i,jk} s kofffficientami, vyqislennymi na opornom luqe.

Naqal~nye dannye (pri s = 0) dlØ X_{kl} i X_{kln} oboznaqim sootvetstvenno X_{kl}(0) i X_{kln}(0). Togda rexenie sistem (1.9) s na-

84 N. ˚. KIRPIQNIKOVA qal~nymi dannymi moßet byt~ zapisano a forme

X_{kl}(s) = M (s) [ X_{kl}(0) + s∫ 0 M �1_{(t)Fkl(t)dt}^]_, X_{kln}(s) = M (s) [ X_{kln}(0) + s∫ 0 M �1_{(t)Fkln(t)dt}^]_.^{(1.10)} Matrica M (s) (M (0) = E) – fundamental~naØ (4×4)-matrica sistemy (1.8).

V dal~neæxem budem sqitat~, qto volnovoe pole vozbußdaetsØ toqeqnym istoqnikom, pomewennym dlØ opredelennosti v naqale koordinat x = y = z = 0. V kaqestve luqevyh koordinat γ_1, γ_2 vyberem ugly ϑ = γ_1 i φ = γ_2 sferiqeskoæ sistemy koordinat, v ploskosti opornyh luqeæ x, z ugol ϑ izmenØetsØ v predelah

0 6 ϑ 6 π, a ugol φ raven 0 i π.

Togda naqal~nye dannye moßno predstavit~ v sledu¸wem vi- de X_1(0) = ( 0, 0, a�^1(0), 0 )_T ; X_2(0) = ( 0, 0, 0, sin ϑ_0 a(0) )_T . DlØ vektorov X_{kl}(0), X_{kln}(0) ffti dannye poluqeny ranee (sm. formuly (3.7)–(3.8) stat~i [10]).

V kvazidvumernom sluqae dlØ fundamental~nyh vektorov X_1(s) i X_2(s) iz (1.8) i sootvetstvu¸wih naqal~nyh dannyh v fftoæ ße stat~e poluqeny sledu¸wie formuly

X_1(s) = ( Q_{1,1}(s), 0, P_{1,1}(s), 0 )_T , (1.11)

X_2(s) =

0, Q_{2,2}(s) = sin ϑ^0 a(0) s∫ 0 a(s) ds, 0, P_{2,2}(s) = sin ϑ_0 a(0) T . Modul~ opredelitelØ matricy Q, vhodØwiæ v geometriqeskoe rashoßdenie J, uprowaetsØ i imeet vid

det Q = Q_{1,1}(s) Q_{2,2}(s).

Pri vyqislenii vektora prodol~nyh smeweniæ u_1 vaßna formula ne tol~ko dlØ s-oæ sostavlØ¸weæ u^s_1 = u^0_1 fftogo vektora, utoqnØ¸weæ glavnu¸ nenulevu¸ sostavlØ¸wu¸ u^s_0, no i tak nazyvaemye primesnye sostavlØ¸wie fftogo vektora u^{(0)1}_1 , u^{(0)2}_1 (pervye

VTOROE PRIBLIȷENIE LUQEVOGO METODA 85 neravnye nul¸ sostavlØ¸wie protivopoloßnoæ polØrizacii k glavnomu priblißeni¸). Privedem ffti formuly.

u^{(0)1}_1 = − 1 √ ρ Q�3/2_{1,1 Q}�1/2_{2,2} ∂ψ0_{∂γ1 −} ψ0_{√ρQ1,1Q2,2 ×} (1.12) { a^2 − 3b^2 2(a^2 − b^2) ∂ ln ρ ∂q^1 − 1 2 Q_{1,1}Q_{2,21} + Q_{2,2}Q_{1,11} Q^2_{1,1}Q_{2,2} − 4b^2 a^2 − b^2 ∂ ln b ∂q^1 } , u^{(0)2}_1 = − 1 √ ρ Q�1/2_{1,1 Q}�3/2_{2,2} ∂ψ0_{∂γ2 . (1.13)}

Qto kasaetsØ sostavlØ¸weæ φ_1∇τ v formule (1.3), parallel~noæ glavnomu qlenu luqevogo rØda u_0 = φ_0∇τ , neizvestnaØ funkciØ φ_1 kotoroæ vyqislØetsØ po formule (1.4), to zanovo perepisyvat~ formuly, v kotorye vhodØt funkcii Q_{i,jk}, ne imeet smysla vvidu ih sloßnosti (sm. formuly (4.6)–(4.8) stat~i [10]).

2. Vyqislenie u1 metodom razloßeniØ v rØd po popereqnym k luqu peremennym.

Predloßim drugoæ podhod [4, 5, 12] po sravneni¸ s rabotami [10, 11]) dlØ nahoßdeniØ popravoqnogo qlena luqevogo rØda u_1(s, q^1, q^2 = y).

Qleny luqevogo rØda (1.1) i ffækonal τ budem iskat~ v vide rØdov po stepenØm lokal~nyh koordinat q^i, i = 1, 2, kotorye predpolaga¸tsØ malymi v rassmatrivaemoæ luqevoæ trubke:

u_k(s, q^1, q^2) = u_{k0}(s) + q^iu_{ki}(s) + 1 2! q^iq^ju_{kij}(s) + . . . . (2.1)

τ (s, q^1, q^2) = τ_0(s) + 1 2 q^iq^jτ_{ij} (s) + 1 3! q^iq^j q^kτ_{ijk}(s) + . . . (2.2)

λ(s, q^1, q^2) = λ(s) + q^1 ∂λ ∂q^1 + 1 2! q^1q^1 ∂λ ∂q^1∂q^1 + . . . . (2.3)

Naxa zadaqa sostoit v opredelenii sostavlØ¸wih u^i_1, i = 0, 1, 2 vektora u_1 na opornom luqe, a imenno u_{10}(s).

Pereædem k posledovatel~nomu nahoßdeni¸ uravneniæ i usloviæ, opredelØ¸wih iskomye sostavlØ¸wie vektorov u_0, u_1. PriravnivaØ nul¸ vyraßeniØ pri odinakovyh stepenØh q^1, q^2 v sisteme uravneniæ

N_r u_{k+2} − M_r u_{k+1} + L_ru_k = 0, r = 0, 1, 2,

86 N. ˚. KIRPIQNIKOVA

u�2 = u�1 = 0, k = −2, −1, 0, 1, . . . , (2.4)

budem poluqat~ neobhodimye ravenstva i uravneniØ, opredelØ- ¸wie iskomye veliqiny. SostavlØ¸wie L_r , M_r , N_r operatorov L, M , N vo vvedennoæ sisteme koordinat q^0, q^1, q^2 opredeleny uravneniØmi, Øvnyæ vid kotoryh moßno naæti v stat~e [12]. L¸- boæ vektor u v sisteme e_0, e_1, e_2 imeet vid: u =^2 ∑ i=0 e_iu^i, zdes~ u^i, i = 0, 1, 2, – kontravariantnye sostavlØ¸wie vektora u.

Vektor-funkciØ u_{10}(s) budet opredelena iz standartnoæ fundamental~noæ sistemy uravneniæ (2.4) pri k = 0. V poluqennoe ravenstvo N_0u_2 − M_0(τ, u_1) + L_0u_0 = 0 podstavim razloßenie vektorov i funkciæ (2.1)–(2.3) i, priravnivaØ nul¸ kofffficienty pri razliqnyh stepenØh q^1, q^2, imeem pri nulevoæ stepeni otnositel~no q^i osnovnoe uravnenie, opredelØ¸wee u^0_{10}(s):

2(λ + 2μ) ∂τ_0 ∂s ∂u^0_{10} ∂s + u^0_{10} ∂ ∂s [ (λ + 2μ) ∂τ ∂s ] + u^0_{10} · μ 2∑ k=1 τ_{kk}+

+ ∂ ∂s [ (λ + μ) ∂ ∂s u^0_0 ] + 2∑ k=1 { (λ + μ) ∂τ_0 ∂s u^k_{1k} + μu^0_{kk} + μ ∂ ∂s u^k_{0k}+

+(λ + 3μ) ∂τ_0 ∂s u^1_0–_1 + ∂τ_0 ∂s u^1_0 ∂μ ∂q^1 + ( ∂μ ∂q^1 + 3–1μ ) u^0_1 } = 0.

(2.5)

Esli my naædem funkcii u^k_{10}, u^k_{1k}, u^k_{0k}, u^0_k, u^0_0, u^k_{00}, u^0_{kk}, k = 1, 2, to poluqim obyknovennoe differencial~noe uravnenie dlØ u^0_{10}(s) vdol~ opornogo luqa.

Itak, qtoby rexat~ differencial~noe uravnenie (2.5), neobhodimo znat~ sostavlØ¸wie u^0_0, u^0_i, u^0_{ij}, u^k_{0i}; i, j, k = 1, 2 vektora u_0 i sostavlØ¸wie u^k_{10}, u^k_{1k}, k = 1, 2 vektora u_1.

DlØ opredeleniØ kofffficientov razloßeniØ (2.2) ffækonala τ v sluqae prodol~noæ sostavlØ¸weæ vektora smeweniæ u imeem uravnenie ffækonala

Δ_a ≡ (∇τ )^2 − 1 a^2

= h�2^{( ∂τ}_{∂q0}^{)2}_+^{( ∂τ}_{∂q1}^{)2}_+^{( ∂τ}_{∂q2}^{)2}_−^1_{a2 = 0, (2.6)}

gde a^2 = (λ + 2μ)/ρ – kvadrat prodol~noæ skorosti rasprostraneniØ v izotropnoæ srede. PodstavlØØ razloßeniØ po stepenØm q^1 i q^2 ffækonala τ (2.2), metriqeskogo tenzora G_{00} = h^2 i vektora u_0 iz formuly (2.1) v sistemu uravneniæ (2.4) pri k = −2,

VTOROE PRIBLIȷENIE LUQEVOGO METODA 87 my poluqaem svØz~ meßdu komponentami u^i_0, i = 0, 1, 2, vektora u_0 = (u^0, u^1_0 u^2_0). Zdes~ sleduet uqityvat~, qto –_2 = 0, qto vybran toqeqnyæ istoqnik i tot fakt, qto kofffficienty {τ_{i,j}} = {Γ_{i,j}}. �lementy matricy Γ = P Q�^1 mogut byt~ vyqisleny s pomow~¸ fflementov Q_{i,i}, P_{i,i}, kotorye v svo¸ oqered~ vyqislØ¸tsØ po formulam (1.6)–(1.11).

Itak, my imeem

u^0_0 ≠ 0, u^k_{00} = 0, k = 1, 2;

u^k_{0k} = a_0(s)u^0_0τ_{kk}, k = 1, 2; u^k_{0i} = 0, k ≠ i ; (2.7)

u^k_{0ij} = a_0(s) [ u^0_0τ_{kij} + (τ_{ki}u^0_j + τ_{kj}u^0_i) + 2u^0_0(–_iτ_{kj} + –_jτ_{ki}) ] , i, j, k = 1, 2; τ_{k,i} = 0, k ≠ i; –_2 = 0; a_0(s) = a(s, 0, 0).

(2.8)

SostavlØ¸wie u^k_{0ijk} vyqislØ¸tsØ po formule (2.11) raboty [12].

Popereqnye sostavlØ¸wie vektora u_0, t.e. u^k_0, k = 1, 2, mogut byt~ vyraßeny posledovatel~no, kak vidno iz formul (2.12)– (2.14), qerez posredstvo prodol~nyh sostavlØ¸wih u^0_0, u^0_i, u^0_{ij} . . . , fftogo ße vektora u_0 i kofffficientov razloßeniæ (2.2) ffækonala τ . Sledovatel~no, voznikaet zadaqa opredeleniØ u^0_0, u^0_i, u^0_{ij}, τ_{ki}, τ_{kij}, τ_{kije}, . . . . Opredelim sostavlØ¸wu¸ u^0_0(s) iz osnovnoæ sistemy uravneniæ (2.4) pri k = −1, t.e. iz uravneniæ N_ru_1 − M_r u_0 = 0. Okonqatel~no imeem obyknovennoe differencial~noe uravnenie perenosa dlØ funkcii u^0_0(s)

(λ + 2μ) · Pu^0_0 ≡ (2.9)

≡ (λ + 2μ) [ 2 dτ_0 ds du^0_0 ds + u^0_0Δτ + dτ_0 ds u^0_0 d ds ln(λ + 2μ) ] = 0.

Uravnenie perenosa (2.9) daet nam znaqenie prodol~noæ sostavlØ¸weæ vektora smeweniæ na opornom luqe s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ ψ_0(γ_1, γ_2), ne zavisØwego ot s ili τ ,

u^0_0(s) = ψ_0(γ_1, γ_2) 1 √ ρ | det Q| · 1 √ a_0(s)

. (2.10)

DlØ sostavlØ¸weæ u^0_i (i = 1, 2) proekciØ uravneniØ (2.4) pri k = −1 (N u_1 − M u_0 = 0) na os~ q^0 ne dast polnogo otveta, neobhodimo naæti svØz~ meßdu komponentami vektorov u_0 i u_1 iz

88 N. ˚. KIRPIQNIKOVA proekciæ uravneniØ N u_1 − M u_0 = 0 na osi q^1 i q^2. UravneniØ, opredelØ¸wie sostavlØ¸wie u^k_{10}, k = 1, 2, zapixutsØ tak:

u^1_0 = a_0(s) [ 2μ λ + μ –^1 u^0_0 − ∂λ ∂q^1 u^0_0 λ + μ − u^0_1 ] , u^2_{10} = −a_0(s)u^0_2. (2.11)

Formuly (2.11) ime¸t Ørko vyraßennyæ fiziqeskiæ smysl. SostavlØ¸wie u^k_{10}, k = 1, 2, (v stat~e [10] oni oboznaqeny qerez u^{(0)k}_1 , k = 1, 2, i opredeleny formulami (1.12), (1.13)) nazyva¸tsØ primesnymi sostavlØ¸wimi vektora prodol~nyh smeweniæ u_a, ffto pervye neravnye nul¸ na opornom luqe popereqnye sostavlØ¸wie vektora prodol~nyh smeweniæ u_a. PodstavlØØ ravenstva (2.11) v uravneniØ (2.4), poluqim sistemu uravneniæ dlØ opredeleniØ u^0_i, v kotoryh operator P est~ operator uravneniØ perenosa (2.9)

Pu^0_i + 2 2∑ k=1 τ_{ki}u^0_k =

= − { dτ_0 ds · ∂ ∂q^i ( ∂ ∂s [ ln(λ + 2μ) · h ]) + (2.12)

+ 2∑ k=1 ∂ ∂q^i (h^2τ_{kk}) + 2∑ k=1 τ_{ki} ∂ ∂q^k [ ln(λ + 2μ) · h^3 ]} u^0_0 = F_i(s)u^0_0.

Sleduet zametit~, qto vse kofffficienty uravneniØ (2.12) vyqisleny na opornom luqe, τ_{k,i} = 0, esli k ≠ i, a funkcii λ, μ, h ne zavisØt ot q^2. Ostalos~ naæti uravneniØ, opredelØ¸wie u^0_{ij}. Iz proekcii uravneniØ N u_1 − M u_0 na osi q^0, q^1, q^2 budem imet~

Pu^0_{ij} + 2 2∑ k=1 ( τ_{ki}u^0_{jk} + τ_{kj}u^0_{ik} ) = F_{ij}(s), (2.13)

gde levaØ qast~ uravneniØ (2.13) sovpadaet s uravneniem (2.12), a pravaØ qast~ F_{ij}(s) soderßit novye neizvestnye funkcii τ_{ijke}, dlØ kotoryh, kak i dlØ funkciæ τ_{ij}, τ_{ijk}, v sledu¸wem paragrafe my naædem sootvetstvu¸wie uravneniØ i naqal~nye dannye. Gromozdkoe vyraßenie dlØ F_{ij}(s) privedeno v rabote [12], formula (2.24).

VTOROE PRIBLIȷENIE LUQEVOGO METODA 89 Takim obrazom, obyknovennoe differencial~noe uravnenie (2.5), opredelØ¸wee u^0_{10}(s), imeet vid podobnyæ uravneni¸ perenosa (2.9), no s neodnorodnoæ pravoæ qast~¸

Pu^0_{10} = F (s) = F (u^0_0, u^0_i, u^0_{ij}, τ_{ij}, τ_{ijk}, τ_{ijkl}). (2.14)

Uravnenie (2.14) rexaetsØ v kvadraturah i, znaØ funkcii u^0_i(s), u^0_{ij}(s) i sootvetstvu¸wie razloßeniØ ffækonala, my smoßem naæti sostavlØ¸wu¸ u^0_{10}(s). DlØ opredeleniØ iskomyh funkciæ my imeem uravneniØ (2.12), (2.13), kotorye mogut byt~ predstavleny v sledu¸wem vide

Pu + 2u Γ = F. (2.15)

Zdes~ u, F – vektory-stroki, matrica Γ = P Q�^1, Pu = 0 – uravnenie perenosa (2.9). VybiraØ rexenie obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ (2.15) v vide

u = u^0_0U Q�^1, (2.16)

dlØ vektor-stroki U imeem dU ds = a_0(s) 2u^0_0

F Q. (2.17)

Sleduet otmetit~, qto pravaØ qast~ uravneniØ (2.12) imeet obwiæ mnoßitel~ u^0_0.

Vybrav u^0_{10} = u^0_0U^0_{10}, iz uravneniØ (2.14) poluqim dlØ funkcii U^0_{10} uravnenie analogiqnoe uravneni¸ (2.17). Krome otyskaniØ znaqeniæ sostavlØ¸wih vektora u_0 v razloßenii (2.1) pri k = 0, nam neobhodimo znanie novyh neizvestnyh funkciæ τ_{ij}(s), τ_{ijk}(s), τ_{ijkl}(s), . . . , a imenno, kofffficientov razloßeniØ ffækonala τ (s, q^1, q^2) v rØd (2.2), k nahoßdeni¸ kotoryh my i perehodim.

3. UravneniØ i naqal~nye dannye dlØ razloßeniØ ffækona- la. V nastoØwem stat~e rassmatrivaetsØ sluqaæ prodol~nyh smeweniæ v neodnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ srede, sledovatel~- no, ffækonal τ (s, q^1, q^2) udovletvorØet uravneni¸

Δ_a ≡ (∇τ )^2 − 1 a^2

= 0, (3.1)

90 N. ˚. KIRPIQNIKOVA kotoroe v sisteme (s, q^1, q^2) zapixetsØ tak 1 h^2 ( ∂τ ∂s )_2 + 2∑ k=1 ( ∂τ ∂q^k )_2 = 1 a^2(s, q^1, q^2)

. (3.2)

Podstaviv v uravnenie ffækonala (3.2) razloßenie τ (s, q^1, q^2) po stepenØm q^i, i = 1, 2, vida (2.2), my dlØ fflementov izvestnoæ matricy Γ = {τ_{ij}} na opornom luqe naædem uravnenie 1 a ∂ ∂s τ_{ij} + τ_{ik}τ_{kj} + 1 a^3

∂^2a ∂q^i∂q^j = 0, (3.3)

kotoroe poluqeno priravnivaniem nul¸ kofffficientov pri proizvedenii stepeneæ q^iq^j . �to izvestnoe klassiqeskoe uravnenie Rikkati. d ds Γ + a_0Γ^2 + A a^2_0

= 0, a_0 = a(s, 0, 0), (3.4)

gde tol~ko odin fflement matricy A ne raven nul¸ i imeet sledu¸wiæ vid A_{11} =

∂^2a ∂q^1∂q^1 | | | q1=q2=0 . Vvedem standartnye dlØ rassmatrivaemogo sluqaØ matricy P i Q po formule Γ = P Q�^1. DlØ fftih matric poluqaem sistemu uravneniæ (1.8) s vybrannymi naqal~nymi dannymi.

Sleduet otmetit~, qto v rabotah po vyqisleni¸ posledu¸wih priblißeniæ luqevogo razloßeniØ obyqno prinimaetsØ, qto vse vyqisleniØ, kasa¸wiesØ glavnogo (nulevogo) qlena luqevogo rØda, ne obsußda¸tsØ i vse funkcii, otveqa¸wie za glavnoe priblißenie, sqita¸tsØ izvestnymi.

Sformuliruem teper~ zadaqi, poluqennye dlØ nahoßdeniØ funkciæ τ_{ijk}(s), τ_{ijkl}(s). FunkciØ τ_{ijk}(s) pri i, j, k = 1, 2 udovletvorØet uravneni¸ 1 a_0 ∂ ∂s τ_{ijk} + ( τ_{ei}τ_{ejk} + τ_{ej} τ_{eik} + τ_{ek}τ_{eij} ) +–i^(2τej τek −^1_{a30} Ajk^)+ + 1 a^2_0

A^3_{ijk} +–_j ( 2τ_{ei}τ_{ek} − 1 a^3_0 A_{ik} ) +–k^(2τeiτej −^1_{a30} Aij^) = 0. (3.5)

Zdes~ vse fflementy A^3_{ijk} matricy A^3 ravny nul¸, krome A^3_{111}, i ØvlØ¸tsØ proizvodnoæ tret~ego porØdka ot skorosti a po popereqnoæ k luqu koordinate q^1 .

VTOROE PRIBLIȷENIE LUQEVOGO METODA 91 Vyberem rexenie uravneniØ (3.5) v vide

τ_{ijk} = (α_iτ_{jk} + α_jτ_{ik} + α_kτ_{ij}) + ^τ_i0_j0_k0 Q�^1_{ii}0 Q�^1_{jj}0 Q�^1_{kk}0 , (3.6)

gde kofffficienty α_i ravny α_i = −–_i, a izmenennaØ matrica ^T s fflementami ^τ_i0_j0_k0 udovletvorØet uravneni¸, legko integriruemomu v kvadraturah, d ds ^T = (3 d ds ⃗– · Γ −^{A3}_{a20}^)Q^3, Γ = P Q�^1. (3.7)

Dal~neæxie qleny v razloßenii (2.2) ffækonala τ , a imenno, τ_{ijke}(s) naædem iz uravneniØ, podobnogo (3.5) (sm. [12], formula (3.11)).

ObratimsØ k naqal~nym dannym, neobhodimym dlØ odnoznaqnogo nahoßdeniØ rexeniæ uravneniæ vida (2.12), (2.13), (2.5), (2.14), t.e. k nahoßdeni¸ funkciæ u^0_i(0), u^0_{ij}(0), u^0_{10}(0), sqitaØ pri fftom izvestnoæ funkci¸ u^0_0(s) i naqal~nye dannye dlØ nee u^0_0(0). ProvodØ nekotorye vyqisleniØ, poluqaem sledu¸wie ravenstva u^0_i(0) = u^0_0(0) ∂ ∂q^i ln ( a √ ρ ) (0),

u^0_{ij}(0) = u^0_0(0) [ ∂ ∂q^i ln ( a √ ρ ) ∂ ∂q^i ln ( a √ ρ ) − ∂^2 ln( √ aρ) ∂q^i∂q^j ] (0).

Naqal~nye dannye dlØ funkcii u^0_{10}(s) naædeny proceduroæ soglasovaniØ iskomogo rexeniØ s rexeniem vblizi toqeqnogo istoqnika tipa centra vraweniØ A. P. Kiselevym, a funkciØ ψ_1(γ_1, γ_2) privedena v konce stat~i.

Nakonec, ostalos~ opredelit~ naqal~nye dannye dlØ kofffficientov razloßeniØ (2.2) ffækonala funkciæ τ_{ijk}(s) i τ_{ijkl}(s), udovletvorØ¸wih uravneniØm (3.5) ili im podobnym. Esli my vspomnim, qto obobwennye impul~sy p^i, i = 1, 2, ffto toße samoe, qto^{∂τ}_{∂qi} , to naqal~nye dannye v sluqae toqeqnogo istoqnika toßdestvenno ravny nul¸, t.e. τ_{ijk}(0) = 0, τ_{ijke}(0) = 0 i t.d.

4. Sravnenie algoritmov vyqisleniØ vektora u1.

Sravnim rezul~taty, poluqennye v rabotah [10, 11], s rezul~- tatami stateæ [4, 5, 12] i predstavlennymi v dannoæ rabote dlØ sluqaØ kvazidvumernoæ sredy. Sravnenie provedem na primere vyqisleniØ primesnyh sostavlØ¸wih, oboznaqennyh qerez u^{(0)k}_1

92 N. ˚. KIRPIQNIKOVA v stat~Øh [10, 11] i posredstvom u^k_{10} v nastoØweæ. Budem sqitat~, qto na dannom fftape izvestny funkcii τ_{11}(s) = P_{1,1}/Q_{1,1}, τ_{22}(s) = P_{2,2}/Q_{2,2}, opredelennye sistemoæ uravneniæ (3.3) s nulevymi naqal~nymi dannymi, t.e. izvestny vektora X_k(s), k = 1, 2, i, sledovatel~no, naædeny veliqiny, otnosØwiesØ k vektoru u_0, opredelennomu formuloæ (1.2). Krome togo, poluqeny funkcii naqal~nyh dannyh ψ_0(γ_1, γ_2), ψ_1(γ_1, γ_2) v = γ_1, φ = γ_2 = {0, π}:

ψ_0(γ_1, γ_2) = − iω 4πa^2_0(0) √ ρ(0) √ sin ϑ, ψ_1(γ_1, γ_2) = ψ_0(γ_1, γ_2)a_0(0) ∂ ln ρ ∂s | | | |_{s=0}, v kvazidvumernom sluqae toqeqnogo istoqnika tipa centra rasxireniØ, funkcii ρ i a kak funkcii ot s, q^1.

V rabotah [10, 11] neobhodimo rexat~ sistemu neodnorodnyh differencial~nyh uravneniæ v variaciØh (1.9) s neodnorodnymi dannymi Koxi. Pri vyqislenii sledu¸wego za glavnym qlena luqevogo rØda trebuetsØ znanie fundamental~noæ matricy fftoæ sistemy, t.e. znanie polnogo nabora iz qetyreh lineæno nezavisimyh rexeniæ. Nahoßdenie fundamental~noæ matricy sozdaet naibol~xie trudnosti pri realizacii fftogo algoritma.

V dannoæ stat~e otpadaet neobhodimost~ nahoßdeniØ vseh qetyreh lineæno nezavisimyh rexeniæ uravneniæ v variaciØh. Po mneni¸ avtora, predloßennyæ metod trebuet bolee prostyh vyqisleniæ, tak kak nekotorye promeßutoqnye analitiqeskie vykladki pozvolili suwestvenno uprostit~ shemu vyqisleniæ i svesti obyknovennye differencial~nye uravneniØ (2.12), (2.13), (3.5) k uravneniØm vida (2.17) (3.7), rexenie kotoryh legko zapisyvaetsØ s pomow~¸ kvadratur.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Gosudarstvennogo komiteta Rossiæskoæ Federacii po vysxemu obrazovani¸ (grant 95-0-13.1-66).

Literatura

1. V. M. Babiq, N. ˚. Rusakova (Kirpiqnikova), O rasprostranenii voln RffleØ po poverhnosti neodnorodnogo uprugogo tela proizvol~noæ formy. — ȷurnal vyqislitel~noæ matematiki i matematiqeskoæ fiziki 2

No. 4 (1962), 652–665.

2. A. P. Kaqalov, M. M. Popov, Primenenie metoda summirovaniØ gaussovyh puqkov dlØ rasqeta vysokoqastotnyh volnovyh poleæ. — Dokl. AN

VTOROE PRIBLIȷENIE LUQEVOGO METODA 93

SSSR 258, No. 5 (1981), 1097–1100.

3. A. P. Kaqalov, M. M. Popov, Primenenie gaussovyh puqkov v izotropnoæ teorii uprugosti. Preprint LOMI R-9-82. L., 1982. 14 s.

4. N. ˚. Kirpiqnikova, Metodika vyqisleniØ dal~neæxih priblißeniæ v asimptotiqeskom prostranstvenno-vremennom metode gaussovyh puqkov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 173 (1988), 104–112.

5. N. ˚. Kirpiqnikova, Metodika vyqisleniØ posledu¸wih priblißeniæ v asimptotiqeskom prostranstvenno-vremennom (PV) luqevom metode gaussovyh puqkov. II. (IzotropnaØ neodnorodnaØ uprugaØ sreda). — Zap. nauqn. semin. LOMI 179 (1989), 88–100.

6. G. I. Petraxen~, V. I. Kuqer, B. M. Kaxtan, K vyqisleni¸ sostavlØ¸wih 1-go priblißeniØ luqevogo metoda v sluqae izotropnyh proizvol~no-neodnorodnyh uprugih sred. Preprint LOMI R-6-88. L., 1988, 18 s.

7. G. I. Petraxen~, V. I. Kuqer, B. M. Kaxtan, K vyqisleni¸ primesnyh sostavlØ¸wih 1-go priblißeniØ luqevogo metoda v sluqae izotropnyh proizvol~no-neodnorodnyh uprugih sred. II. Preprint LOMI R-11-88. L., 1988, 16 s.

8. ı. V. Roslov, T. B. ˚novskaØ, Ocenka vklada pervogo priblißeniØ v pole voln, otraßennyh ot svobodnoæ poverhnosti. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln, No. 27, L., 1988, s. 117–133.

9. A. P. Kiselev, ı. V. Roslov, Ispol~zovanie primesnyh komponent pri qislennom modelirovanii anomaliæ polØrizacii ob¨emnyh uprugih voln. — GeologiØ i geofizika No. 4 (1991), 121–131.

10. N. ˚. Kirpiqnikova, M. M. Popov, Vyqislenie vtorogo qlena luqevogo rØda v kvazidvumernom sluqae. — Zap. nauqn. semin. POMI 210 (1994), 94–108.

11. N. ˚. Kirpiqnikova, M. M. Popov, I. Pxenqik, Algoritm vyqisleniØ vtorogo qlena luqevogo rØda v neodnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ srede. — Zap. nauqn. semin. POMI 210 (1994), 73–93.

12. N. ˚. Kirpiqnikova, O vyqislenii vtorogo qlena luqevogo rØda dlØ vektora prodol~nyh smeweniæ v neodnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ srede. — Zap. nauqn. semin. POMI 209 (1994), 25–43.

13. V. M. Babiq, Luqevoæ metod vyqisleniØ intensivnosti volnovyh frontov. — Dokl. AN SSSR 110, No. 3 (1956), 355–357.

14. A. S. Alekseev, V. M. Babiq, B. ˚. Gel~qinskiæ, Luqevoæ metod vyqisleniØ intensivnosti volnovyh frontov. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln, No. 5, L., Izd-vo Leningr. un-ta, 1961, s. 3–24.

Kirpichnikova N. Ya. The second approximation of the ray method for calculation of the intensity of the wave front in isotropic nonhomogeneous elastic media.

This paper continues the series of the precedent papers devoted to elaboration of algorithms for calculation of the second and next terms

94 N. ˚. KIRPIQNIKOVA of the ray series for the vector of longitudinal displacements in isotropic nonhomogeneous elastic media in the case of the dimension 2.5. This method is based on expansions of the amplitudes, the eikonal and the given task parameters into series with respect to coordinates transversal to the direction of propagation of the considered waves. The comparison of the methodses of computation of the correction terms of the ray expansios for the vector of longitudinal displacements is carried out.

Postupilo 10 oktØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova