S. G. Kiselev, V. M. Markuxeviq

PREDSTAVLENIE URAVNENI` R�LEEVSKIH VOLN V FORME XTURMA––LIUVILL˚

§1. KolebaniØ rffleevskogo tipa

OsnovnaØ zadaqa predstavleniØ uravneniæ rffleevskih voln v forme Xturma–LiuvillØ sostoit v nahoßdenii metoda dlØ opredeleniØ struktury uprugogo sloistogo tela, ispol~zuØ spektral~nye parametry rffleevskih voln [1, 2]. Pod spektral~- nymi parametrami rfflevskih voln my ponimaem volnovye qisla i matriqnye amplitudy dlØ kaßdoæ mody. Rassmatrivaemyæ nabor uprugih sloistyh tel sostoit iz takih tel, s kotorymi moßet byt~ svØzana ortogonal~naØ, osesimmetriqnaØ sistema koordinat (q, p, φ) takim obrazom, qto granica tela opredelØetsØ uravneniem q = const i uprugie parametry λ(q), μ(q) i plotnost~ ρ(q) ØvlØ¸tsØ funkciØmi tol~ko q. My predpolagaem, qto oni dostatoqno gladkie. Takim primerom ØvlØetsØ plosko-sloistoe poluprostranstvo. Ono moglo by byt~ opisano v cilindriqeskoæ sisteme koordinat s radiusom p i glubinoæ q. Granica q = 0 est~ gorizontal~naØ ploskost~. Drugoæ primer – sloistyæ xar. V sferiqeskoæ sisteme koordinat q – radius, p – ugol xiroty. Granica zadaetsØ uravneniem q = R.

Oboznaqim kofffficienty Lame metriqeskogo tenzora v krivolineænoæ ortogonal~noæ sisteme koordinat funkciØmi U (q, p), V (q, p), W (q, p). Vsledstvie osevoæ simmetrii, oni ne zavisØt ot koordinaty φ.

Uravnenie uprugih kolebaniæ utverßdaet, qto vnutrennØØ sila na edinicu ob¨ema div T ravna plotnosti umnoßennoæ na uskorenie^{··}w ρ^{··}w = div T, (1)

gde T est~ vektor naprØßeniæ, a w – vektor smeweniæ.

V sluqae osesimmetriqeskoæ deformacii uravnenie razdelØetsØ na dva nezavisimyh uravneniØ. Pervoe uravnenie est~ skalØrnoe uravnenie dlØ komponenty smeweniØ w_φ. Ona opisyva- 110

PREDSTAVLENIE URAVNENI` R�LEEVSKIH VOLN 111 et krutil~nye kolebaniØ. Vtoroe est~ vektornoe uravnenie dlØ vektora smeweniæ (w_q, w_p), kotoryæ prinadleßit meridial~noæ ploskosti (q, p), t.e. ploskosti, prohodØweæ qerez os~ simmetrii. KolebaniØ fftogo vektora nazyva¸tsØ rffleevskimi kolebaniØmi. Polnoe opisanie fftih kolebaniæ vkl¸qaet takße sledu- ¸wie graniqnye usloviØ: vo-pervyh, na poverhnosti normal~- naØ T_{qq} i tangencial~naØ T_{qp} komponenty polaga¸tsØ ravnymi nul¸; vo-vtoryh, smeweniØ stremØtsØ k nul¸, kogda q stremitsØ k beskoneqnosti, ili esli interval izmeneniØ q koneqen, to smewenie ograniqeno, kogda q stremitsØ k nul¸.

§2. UsloviØ dostatoqnye dlØ razdeleniØ peremennyh

Svedenie zadaqi k forme Xturma–LiuvillØ naqinaetsØ s razdeleniØ peremennyh. Peremennye v sferiqeskoæ sisteme koordinat v pervyæ raz byli razdeleny v [3] posredstvom podstanovki w_q = u(q)P (p), w_p = − 1 ξ v(q)P^′(p). (2)

Zatem, kak obyqno, vse funkcii ot q razmewa¸tsØ v levoæ qasti uravneniØ, a funkcii ot p v pravoæ qasti i obe qasti priravniva¸tsØ postoØnnoæ razdeleniØ −ξ^2. Nam udalos~ razdelit~ peremennye tol~ko dlØ neskol~kih koordinatnyh sistem. Imeet mesto sledu¸waØ teorema [4].

Teorema. Rassmotrim ortogonal~nu¸ osesimmetriqesku¸ koor-

dinatnu¸ sistemu (q, p, φ) s kofffficientami Lame U (q, p), V (q, p), W (q, p) i uprugimi parametrami λ(q), μ(q) i plotnost~¸ ρ(q), kotorye ØvlØ¸tsØ gladkimi funkciØmi tol~ko koordinaty q. Predpoloßim, qto na kofffficienty Lame nakladyva¸tsØ ograniqeniØ: ∂U/∂p = 0 i W = g(p)h(q). (3) Togda v rffleevskih volnovyh uravneniØh peremennye razdelØ¸t- sØ. Dokazatel~stvo moßet byt~ poluqeno s pomow~¸ prØmoæ podstanovki vyxeprivedennyh usloviæ v uravneniØ, hotØ vykladki dostatoqno trudoemki.

112 S. G. KISELEV, V. M. MARKUXEVIQ

§3. Koordinatnye sistemy, otobrannye na osnovanii ograniqeniæ na kofffficienty Lame NakladyvaØ dopolnitel~nye ograniqeniØ (3) na kofffficienty Lame, qtoby razdelit~ peremennye v uravneniØh, my ograniqivaem takße nabor koordinatnyh sistem. Iz klassiqeskoæ zadaqi Lame izvestno, qto, esli funkci U (q), V (q, p) i W (q, p) = g(p)h(q) ØvlØ¸tsØ kofffficientami Lame koordinatnoæ sisteme v evklidovom prostranstve treh izmereniæ, to oni dolßny udovletvorØt~ sledu¸wim sootnoxeniØm [5]: (h^′/U )^′ = 0, (V_q/U )_q = 0, (g^′/V )_ph + h^′gV_q/U^2 = 0, h^′g^′ = g^′hV_q/V, (4) gde ()^′ ≡ d/dq ili d/dp, ()_q ≡ ∂/∂q, ()_p ≡ ∂/∂p. �ti sootnoxeniØ mogut byt~ prointegrirovany v zamknutom vide. Posle togo kak my sravnim poluqennye vyraßeniØ s vyraßeniØmi dlØ izvestnyh koordinatnyh sistem, my naædem, qto my imeem delo tol~ko s pØt~¸ koordinatnymi sistemami (sm. Tablicu 1). �to – tri osesimmetriqeskie sistemy: sferiqeskaØ i dve cilindriqeskie (odna s q ≡ z, drugaØ s q ≡ r) i dve ploskie koordinatnye sistemy: dekartova i polØrnaØ. DlØ dvuh iz fftih pØti sistem, a imenno, dlØ polØrnoæ i sferiqeskoæ, rffleevskie kolebaniØ vedut sebØ kak kolebaniØ v poluograniqennoæ srede, tol~ko dlØ perioda mnogo men~xego, qem polnoe vremØ probega vdol~ granicy. DlØ bolee dlinnogo perioda oni proØvlØ¸tsØ kak svobodnye kolebaniØ.

§4. Obwiæ vid uravneniæ posle razdeleniØ peremennyh Posle razdeleniØ peremennyh my poluqaem rffleevskie volnovye uravneniØ dlØ funkciæ ot q v vide [4]: ( (λ + 2μ)u^′ + λ l + k q u − ξλ v V )_′ + 2μ l + k q ( u^′ − u q ) − − μ V ξ (( v^′ − v k q ) + ξ u V ) + ξ k q 2μv V + w^2ρu = 0, ( μ ( v^′ − v k q + ξ u V ))_′ + μ 2k + l q ( v^′ − v k q + ξ u V ) + ξ λu^′ V + +ξ ( (λ + 2μ)k V q + λl V q ) u − (λ + 2μ) V^2 ξ^2v + kl 2μ V^2 v + w^2ρv = 0,

(5)

PREDSTAVLENIE URAVNENI` R�LEEVSKIH VOLN 113 gde konstanty k, l i V opredelØ¸t odnu iz pØti koordinatnyh sistem, pomewennyh v Tablice 1.

Tablica 1. PØt~ sistem, gde peremennye razdelØ¸tsØ

KoordinatnaØ sistema k l V

1. SferiqeskaØ (r) 1 1 q 2. CilindriqeskaØ I(z) 0 1 1 3. CilindriqeskaØ II(r) 0 0 1 4. Dekartova (z) 0 0 1 5. PolØrnaØ (r) 1 0 q

Kraevye usloviØ ime¸t vid [ (λ + 2μ)u^′ + λ l + k q u − ξλ v V ] q=q0 = 0, [ v^′ − v k q + ξ u V ] q=q0 = 0, (6)

u, v → 0, kogda q → ∞ ili u, v ograniqeny, kogda q → 0.

§5. Obwee opisanie svedeniØ uravneniæ k vidu Xturma–LiuvillØ DlØ vseh pØti koordinatnyh sistem ffti uravneniØ mogut byt~ svedeny k matriqnoæ forme Xturma–LiuvillØ s pomow~¸ posledovatel~nosti podstanovok [6, 7]. Okonqatel~no, my budem imet~ zadaqu Xturma–LiuvillØ v vide

F^{′′} − ξ^2F = AF, [F^′ + θF]_{q=q0} = 0, (7) F → 0, kogda q → ∞, ili F ograniqeno, kogda q → 0.

Struktura potenciala A odinakova vo vseh koordinatnyh sistemah. Imenno, ona imeet vid

A = CD^′ − E det D, (8)

114 S. G. KISELEV, V. M. MARKUXEVIQ

gde C =

(_{0 1}

−1 0 ) – est~ matrica Pauli, E =

(_{1 0} 0 1 ) – ediniqnaØ matrica i D – nekotoraØ simmetriqnaØ matrica.

Matrica D var~iruetsØ v zavisimosti ot koordinatnoæ sistemy, no imeetsØ mnogo obwih kombinaciæ v vyraßeniØh dlØ ee fflementov. Vo vseh koordinatnyh sistemah matrica D opredelØetsØ dvumØ matricami G i S sledu¸wim obrazom

D = G^T SG, (9)

gde G est~ rexenie zadaqi Koxi:

G^′ = LG,

G(0) = E.

(10)

Forma matric S i L zavisit ot konkretnoæ koordinatnoæ sistemy. Naprimer, dlØ dekartovoæ koordinatnoæ sistemy oni ime¸t vid L = ( 0^{μ(λ+μ)} 2μ0(λ+2μ) −μ_0(μ^{−1})^{′′} 0 ) , S = ( −μ_0(μ^{−1})^{′′} − ω^2μ_0ρμ^{−2} μ^′μ^{−1} μ^′μ^{−1 μ(λ+μ)} 2μ0(λ+2μ) − μ μ0 ) . (11)

Svedenie dostigaetsØ serieæ podstanovoæ. Oni razliqny dlØ kaßdoæ koordinatnoæ sistemy, no ime¸t mnogo obwego. PervaØ podstanovka dlØ dekartovoæ sistemy imeet vid ( u v ) = ( d/dq 1 −ξ 0 ) ( y_1 y_2 ) . (12)

IdeØ fftoæ podstanovki byla predloßena v [8]. �ta podstanovka est~ analog metoda uprugogo potenciala, ispol~zuemogo dlØ odnorodnoæ sredy i rasprostranØet fftot metod na sloistye sredy. Kak i v sluqae odnorodnoæ sredy, podstanovka daet v rezul~tate otdelenie laplasiana kaßdoæ komponenty smeweniØ. VtoraØ podstanovka imeet vid ( y_1 y_2 ) = ( 1 −2μ_0(μ^{−1})^′ 0 μ_0μ^{−1} ) GF, (13)

gde G est~ upomØnutoe vyxe rexenie zadaqi Koxi. V rezul~- tate ih primeneniØ v uravnenii iskl¸qa¸tsØ pervye proizvodnye. ImeetsØ i drugaØ posledovatel~nost~ podstanovok, kotoraØ

PREDSTAVLENIE URAVNENI` R�LEEVSKIH VOLN 115 preobrazuet uravneniØ k soprØßennoæ forme

H^{′′} − ξ^2H = A_1H,

[H^′ + θ_1H]_{q=q0} = 0, H → 0, kogda q → ∞,

(14)

ili H ograniqeno, kogda q → 0. Zdes~ A_1 = A^T , θ_1 = θ^T . Sledovatel~no, potencialy A i matricy θ v graniqnyh usloviØh oboih fftih graniqnyh zadaq ØvlØ¸tsØ vzaimno transponirovannymi matricami.

Takim obrazom, naxi uravneniØ sohranØ¸t do nekotoroæ stepeni svoæstvo byt~ samosoprØßennymi. My moßem pereæti ot prØmoæ zadaqi Xturma–LiuvillØ k soprØßennoæ, ispol~zuØ bolee sloßnyæ put~, qem prostoe soprØßenie, a imenno, posledovatel~no primenØØ opisannye podstanovki. Podobie naxeæ sistemy uravneniæ samosoprØßennoæ sisteme moßet byt~ ispol~zovano dlØ opredeleniØ Gil~bertova prostranstva rexeniæ i dlØ izuqeniØ obwih spektral~nyh svoæstv rffleevskih voln.

Literatura

1. G. M. Henkin, V. M. Markushevich, Inverse problems for the surface elastic waves in a layered half-space. Supplement 19, Inverse Problems, Advances in Electronics and Electron Physics. Academic Press, Ltd., 1987, pp. 190–204.

2. V. M. Markushevich, The determination of elastic parameters of a half-space using a monochromatic vibration field at the surface. — Wave Motion 9 (1987), 37–49.

3. L. M. Hoskins, The strain of a gravitating sphere of variable density and elasticity.

— Trans. Am. Math. Soc. (1920), 1–43.

4. S. G. Kiselev, V. M. Markuxeviq, O razdelenii peremennyh dlØ rffleev-

skih kolebaniæ sloistyh sred. — DAN 332, No. 3 (1993).

5. A. I. Lur~e, Trehmernye zadaqi teorii uprugosti. M, (1955). 6. S. G. Kiselev, V. M. Markuxeviq, Rffleevskie kolebaniØ sloistyh sred

kak matriqnaØ zadaqa Xturma–LiuvillØ. — DAN 335, No. 1 (1994).

7. S. G. Kiselev, V. M. Markuxeviq, A. S. Cemahman, MatriqnaØ zadaqa

Xturma–LiuvillØ dlØ voln RffleØ v cilindriqeski odnorodnyh telah. —

Teodinamika i prognoz zemlØtrØseniæ (Vyqislitel~naØ seæsmologiØ). ˝ 26 (1994), 168–176, M, Nauka.

8. C. L. Pekeris, An inverse boundary value problem in seismology. — Physics 5 (1934), 307–316.

Kiselev S. G., Markushevich V. M. Representation of the Rayleigh wave equations in the Sturm{Liouville form.

116 S. G. KISELEV, V. M. MARKUXEVIQ The Rayleigh wave equations are represented in the Sturm{Liouville form by using the separation variable method and a series of substitutions.

Postupilo 10 oktØbrØ 1993 g. Meßdunarodnyæ institut teorii prognoza zemlØtreseniæ i matematiqeskoæ geofiziki RAN, Moskva