V. M. Markuxeviq K RASSE˚NIı NA MATRIQNOM POTENCIALE S SIMPLEKTIQESKO` STRUKTURO`

Zadaqa rasseØniØ dlØ matriqnogo operatora Xredingera [1, 2] LY (x, k) = −k^2Y (x, k), (1) L = δ^2 δx^2 E − A(x), E = ( 1 0 0 1 ) , (2)

gde Y (x, k) est~ rexenie s matriceæ 2×2, rassmatrivaetsØ obyqno v predpoloßenii, qto A(x) = A^∗(x), t.e. potencial A(x) – ffrmitov. Predpoloßenie ispol~zuetsØ dlØ vvedeniØ vronskiana. Odnako, imeetsØ mnoßestvo nesimmetriqnyh potencialov, kotorye ffkvivalentny mnoßestvu vewestvennyh simmetriqnyh potencialov i pozvolØ¸t takße vvesti vronskian. My opixem ffto mnoßestvo v stat~e.

1. V (1) i (2) my polagaem

A(x) = CḊ(x) − det DE = CḊ(x) + (CD)^2, (3) gde D(x) est~ vewestvennaØ simmetriqnaØ matriqnaØ funkciØ, C = ( 0 1 −1 0 ) i ˙( ) ≡ d dx . Zapixem (1) v vide ·· F (x, k) + k^2F (x, k) = A(x)F (x, k) (1^′) i vmeste s fftim rassmotrim sledu¸wee uravnenie ·· H(x, k) + k^2H(x, k) = A(x)^T H(x, k), (4) gde A^T = ḊC^T − det DE = C(CḊC) − det DE, (5) a T oznaqaet transponirovanie.

Imeet mesto sledu¸waØ teorema. 133

134 V. M. MARKUXEVIQ

Teorema. Matriqnye rexeniØ F (x, k) i H(x, k) svØzany sledu¸-

wimi uravneniØmi kF (x, k) = (CDC)H(x, k) + CḢ(x, k) (6) i kH(x, k) = DF (x, k) + CḞ (x, k). (7) Dokazatel~stvo. Prodifferenciruem (7) po x kḢ(x, k) = ḊF + DḞ + C^{··}F (x, k) (8) i podstavim (7) i (8) v (6). Togda imeem k^2F (x, k) = CDCD F − CDḞ + CḊF + CDḞ −^{··}F , ili_{··} F + k^2F = AF, tak kak (CD)^2 = − det DE dlØ proizvol~noæ vewestvennoæ simmetriqnoæ matricy.

Podobnoe rassmotrenie dokazyvaet, qto (7) preobrazuetsØ v (4) posle togo, kak (6) i ego proizvodnaØ podstavlØ¸tsØ v ffto vyraßenie.

2. UravneniØ (6) i (7) pozvolØ¸t nam opredelit~ vronskian

(1^′) ili (4).

Rassmotrim vyraßenie soprØßennoe vyraßeni¸ (4) ·· H^∗(x, k) +^∗k^{2 ∗}H(x, k) =^∗H(x, k)A(x). (10) Umnoßim (1^′) na^∗H sleva i (10) na F sprava; zatem vyqtem poslednee iz pervogo. My imeem ∗ H^{··}F −^{··}H^∗F + (k^2 −^∗k^2)^∗HF = 0. (11) IntegriruØ (11), my naædem ∗ HḞ − Ḣ^∗F + (k^2 −^∗k^2) x∫ −∞

∗ HF dt = const . (12)

K RASSE˚NIı NA MATRIQNOM POTENCIALE 135 Iz (12) my zakl¸qaem, qto dlØ vewestvennogo k vronskian ne zavisit ot x W (H, F ) =^∗HḞ − Ḣ^∗F = const,

kak v sluqae simmetriqnyh potencialov. Odnako, rassmatrivaemyæ sluqaæ suwestvenno otliqaetsØ ot sluqaØ simmetriqnyh potencialov, tak kak, v obwem, imeetsØ nekotoraØ veroØtnost~ suwestvovaniØ svØzannyh sostoØniæ, sootvetstvu¸- wih kompleksnym znaqeniØh k^2. Drugimi slovami, my dolßny uqest~, qto uslovie W (H, F ) | x=−∞ = W (H, F ) | x=+∞ (13)

moßet imet~ mesto dlØ teh kompleksnyh k, kotorye udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ N = k ∞∫ −∞

∗ HF dt = ∞∫ −∞ (^∗F DF − Ḟ^∗CF )dt = 0. (14)

�ta veliqina est~ norma sobstvennoæ funkcii dlØ dolßnym obrazom opredelennogo gil~bertova prostranstva. Strogoe opredelenie gil~bertova prostranstva podrazumevaet, qto N > 0. Interesno rexit~ sledu¸wu¸ zadaqu: kakie ograniqeniØ, naloßennye na matriqnu¸ funkci¸ D, ØvlØ¸tsØ neobhodimymi i dostatoqnymi, qtoby N bylo poloßitel~no?

Toqka k = 0 est~ osobennaØ toqka. V fftom sluqae (1^′) moßet byt~ sveden [3] k Ḟ = CDF. (15) Sledovatel~no, esli D(x) → D_∞ > 0 pri x → ±∞, to toqka k = 0 prinadleßit k nepreryvnomu spektru zadaqi na osi. Iz (15) sleduet, qto pri k = 0 N = ∞∫ −∞ (^∗F DF − Ḟ^∗CF )dt = 0, tak kak podyntegral~noe vyraßenie toßdestvenno ravno nul¸.

3. Naædem znaqenie vronskiana dlØ vewestvennyh k. DlØ fftogo

perepixem (12) v terminah rexeniØ F (x) iz (1).

136 V. M. MARKUXEVIQ

Iz (7) dlØ vewestvennyh veliqin k sleduet, qto k^∗H(x, k) =^∗F D + Ḟ^∗C^T =^∗F D − Ḟ^∗C. (16) Iz (6) my naædem Ḣ = −kCF − DCH i Ḣ^∗ = k^∗F C +^∗HCD. (17) Sledovatel~no, kW = k^∗HḞ − kḢ^∗F = (^∗F D − Ḟ^∗C)Ḟ − (k^{2 ∗}F C + k^∗HCD)F = =^∗F DḞ − Ḟ^∗CḞ − k^{2 ∗}F CF − (^∗F D − Ḟ^∗C)CDF = =^∗F DḞ − Ḟ^∗DF −^∗F DCDF − Ḟ^∗CḞ − k^{2 ∗}F CF. (18)

Predpoloßim, qto D(x) → D_∞, pri x → ±∞. Esli F (x) → Ee^{iζx}, ζ^2 = k^2 + det D_∞, (19) to my imeem kW = 2iζD_∞, (20) prinimaØ vo vnimanie (9).

Podobnym obrazom my moßem vyrazit~ vronskian qerez rexenie H(x) uravneniØ (4): kW =^∗HCDCḢ − Ḣ^∗CDCH − (k^2 + det D)^∗HCH − Ḣ^∗CḢ. (21) Odnako, rexeniØ H(x) i F (x) vzaimosvØzany sootnoxeniØmi (6) i (7). �to oznaqaet, v qastnosti, qto asimptotika (19) dlØ F (x) opredelØet asimptotiqeskoe povedenie H(x).

4. Predpoloßim teper~, qto (14) imeet mesto dlØ kompleks-

nogo k. Naædem asimptotiqeskoe znaqenie vronskiana, kogda x → ±∞. SoprØßennoe (7) est~ vyraßenie ∗ k^∗H =^∗F D − Ḟ^∗C, (22)

K RASSE˚NIı NA MATRIQNOM POTENCIALE 137 kotoroe sovpadaet s (16), kogda k – vewestvenno. PrinimaØ vo vnimanie (17), my poluqaem ∗ kḢ^∗ =^∗k(^∗k^∗F C +^∗HCD) =^∗k^{2 ∗}F C + (^∗F D − Ḟ^∗C)CD = = Ḟ^∗D + (^∗k^2 − det D)^∗F C.

(23)

Krome togo

J = x∫ −∞ Ḟ^∗CF dt = Ḟ^∗CF |^x_{−∞} − x∫ −∞

∗ F CḞ dt =^∗F (x)CF (x) +^∗J

i, sledovatel~no, J −^∗J =^∗F (x)CF (x). (24) Ots¸da, ∗ kW =^∗k^∗HḞ −^∗kḢ^∗F + (k^2 −^∗k^2) x∫ −∞

∗ kH^∗F dt =

= (^∗F D − Ḟ^∗C)Ḟ − (Ḟ^∗D + (^∗k^2 − det D)^∗F C)F +

+ (k^2 −^∗k^2) x∫ −∞ (^∗F DF − Ḟ^∗CF )dt =

= (^∗F DḞ^∗ − Ḟ^∗DF ) − Ḟ^∗CḞ − (^∗k^2 − det D)^∗F CF +

+ (k^2 −^∗k^2) x∫ −∞

∗ F DF dt − (k^2 −^∗k^2) x∫ −∞ Ḟ^∗CF dt.

Posledniæ integral moßet byt~ zapisan kak

J = x∫ −∞ Ḟ^∗CF dt = J − ∗ J 2 + J +^∗J 2 .

138 V. M. MARKUXEVIQ Zatem, ispol~zuØ (24), my imeem ∗ kW = (^∗F DḞ − Ḟ^∗DF ) − Ḟ^∗CḞ +^∗F CF det D+ + (k^2 −^∗k^2) x∫ −∞

∗ F DF dt − k^2 −^∗k^2 2 ∗ F CF −

− (k^2 +^∗k^2) 2 x∫ −∞ (Ḟ^∗CF −^∗F CḞ )dt = const .

Predpoloßim, qto (19) spravedlivo, kogda x → ±∞. Tak kak iz (14) sleduet ∞∫ −∞ (^∗F DF − Ḟ^∗CF )dt = 0 i ∞∫ −∞ (^∗F DF +^∗F CḞ )dt = 0, my poluqaem, qto ∗ kW → 2iζD_∞, kogda x → ±∞. 5. RassmatrivaemaØ zadaqa, v protivopoloßnost~ zadaqam s

ffrmitovskimi potencialami, v obwem, moßet imet~ svØzannye sostoØniØ s kompleksnym k. Interesno ponØt~, qto za ograniqeniØ dolßny byt~ naloßeny na matricu D, qtoby obespeqit~ qisto vewestvennyæ spektr fftoæ zadaqi. Drugoæ vaßnyæ vopros sostoit v tom, ime¸tsØ li nelineænye ffvol¸cionnye uravneniØ, razreximye s pomow~¸ spektral~nogo preobrazovaniØ, ispol~- zu¸wego fftu zadaqu Xturma–LiuvillØ. Trehvolnovoe vzaimodeæstvie v nelineænoæ optike [4, glava III] svØzano s pohoßimi, no ne toqno takimi ße potencialami.

Literatura

1. M. Wadati, Generalized matrix form of the inverse scattering method. Solitons.

New York, Edited by R. K. Bullough and P. J. Cadrey. Heidelberg, 1980. 2. F. Calogero, A. Degasperis, Nonlinear evolution equations integrable by the inverse spectral transform associated with the matrix Schrodinger equation. Ibid.

3. V. M. Markushevich, G. M. Steblov, A. S. Tsemahman, Symplectic structure of the Sturm-Liouville problem for the Rayleigh surface waves. — Wave Motion 18 (1993), 243–253.

K RASSE˚NIı NA MATRIQNOM POTENCIALE 139 4. S. P. Novikov (red.), TeoriØ solitonov. Metod obratnoæ zadaqi. Gl.red.

fiz.-mat.lit., — Sbornik pod redakcieæ S. P. Novikova (1980), 320, Moskva, Nauka.

Markushevich V. M. On the scattering by a matrix potential with a symplectic structure.

In the paper the scattering problem for matrix Shroedinger operator with a non-Hermitian potential is considered. It is shown that there exists a set of nonsymmetric potentials which allows to introduce the Wronskian. For a real k the Wronskian is obtained. For a complex k the asymptotic value of Wronskian is found as x → ±∞.

Postupilo 10 oktØbrØ 1993 g. Meßdunarodnyæ institut teorii prognoza zemlØtreseniæ i matematiqeskoæ geofiziki RAN, Moskva