L. A. Molotkov, A. V. Bakulin �FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED, SODERȷAWIH PORISTYE SLOI BIO

V nastoØwee vremØ v svØzi s razvitiem seæsmiqeskih metodov razvedki, teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln i fflektronno-vyqislitel~noæ tehniki proØvilsØ bol~xoæ interes k rasprostraneni¸ voln v poristyh i trewinovatyh sredah. Issledovanie volnovyh processov v fftih sredah provoditsØ v osnovnom s pomow~¸ dvuhfaznoæ modeli Bio [1, 2]. Bystroe razvitie teorii fftih processov pozvolilo teper~ rassmatrivat~ dovol~no sloßnye sloistye struktury, soderßawie kak poristye sloi, tak i uprugie ili ßidkie sloi. V predlagaemoæ rabote stroØtsØ i issledu¸tsØ ffffektivnye modeli sloistyh periodiqeskih sred, v kotoryh qeredu¸tsØ: 1) dva sloØ Bio, 2) sloæ Bio s uprugim sloem i 3) sloæ Bio s ßidkim sloem.

HotØ takie periodiqeskie struktury redko vstreqa¸tsØ v prirode, odnako rassmotrenie fftih struktur predstavlØet bol~- xoæ interes pri issledovanii voln v poristyh sredah s neodnorodnostØmi i vkl¸qeniØmi razliqnyh vidov. Poskol~ku dlØ ukazannyh sred v obwem sluqae nevozmoßno postroit~ volnovye polØ, issledovanie fftih sred moßno provodit~ tol~ko na osnovanii ffffektivnyh modeleæ. �ti ffffektivnye modeli mogut byt~ postroeny v sluqaØh, kogda suwestvu¸t sravnitel~no prostye vyraßeniØ dlØ volnovogo polØ, i takimi sluqaØmi, v qastnosti, ØvlØ¸tsØ sluqai sloistyh periodiqeskih struktur.

Metod, primenØemyæ dlØ vyvoda uravneniæ ffffektivnyh modeleæ, byl predloßen v 1979 godu [3] i nazvan metodom matriqnogo osredneniØ, tak kak ispol~zuet toqnye rexeniØ, zapisannye s pomow~¸ matriqnogo metoda. Metodom matriqnogo osredneniØ uße postroeny ffffektivnye modeli dlØ uprugih, ßidkih i uprugo-ßidkih sloistyh sred s uqetom anizotropii [4, 5], vØzkosti [6, 7], posledeæstviØ [6] i sloßnyh lineænyh kontaktov na granicah [8]. Metod matriqnogo osredneniØ pri vyvodah novyh ffffektivnyh modeleæ razvivalsØ i usoverxenstvovalsØ, qto privelo k sozdani¸ ego uprowennogo varianta [9]. Pri fftom 140

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 141

variante uravneniØ ffffektivnoæ modeli poluqa¸tsØ prostymi formal~nymi operaciØmi, kotorye legko obosnovyva¸tsØ pri ispol~zovanii toqnyh rexeniæ uravneniæ, opisyva¸wih zadannu¸ periodiqesku¸ sredu. �tot uprowennyæ variant metoda ispol~zuetsØ v nastoØweæ rabote.

V rezul~tate provodimyh osredneniæ ffffektivnaØ model~ okazyvaetsØ v nekotoryh sluqaØh neskol~ko bolee sloßnoæ qem sreda Bio, i takaØ sreda nazvana obobwennoæ transversal~noizotropnoæ model~¸ Bio. Usloßnenie modeli otnositsØ tol~ko k uravneniØm sploxnoæ sredy i svØzano s tem, qto v takih modelØh neobhodimo takße uqityvat~ i anizotropi¸ ßidkoæ fazy. V zakl¸qenie otmetim, qto sloistye periodiqeskie sredy Bio uße rassmatrivalis~ v rabotah [10–12], gde provodilis~ nekotorye osredneniØ parametrov, odnako ffffektivnye modeli s opisyva¸wimi ih differencial~nymi uravneniØmi ne byli ustanovleny v fftih rabotah.

§1. Sreda Bio

Pust~ zadana sloistaØ periodiqeskaØ sreda 0 6 z 6 H, soderßawaØ n periodov tolwinoæ h = H/n. Kaßdyæ period sostoit iz dvuh odnorodnyh sloev 1 i 2, ime¸wih tolwiny h_1 = θ_1h i

h_2 = θ_2 h (Ris. 1). V pervom rassmatrivaemom sluqae oba sloØ

opisyva¸tsØ uravneniØmi

τ_{xx} = P ∂u_x ∂x + F ∂u_z ∂z + M ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , τ_{zz} = F ∂u_x ∂x + C ∂u_z ∂z + Q ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , −p = M ∂u_x ∂x + Q ∂u_z ∂z + R ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , τ_{xz} = L ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) ;

(1.1)

142 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

Ris. 1. ∂τ_{xx} ∂x + ∂τ_{xz} ∂z = ρ̄ ∂^2u_x ∂t^2 + ρ_f ∂^2w_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_f ∂^2u_x ∂t^2 + m_x ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{xz} ∂x + ∂τ_{zz} ∂z = ρ̄ ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_f ∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_f ∂^2u_z ∂t^2 + m_z ∂^2w_z ∂t^2

(1.2)

transversal~no-izotropnoæ sredy Bio. Ravenstva (1.1) opredelØ¸t zakon Guka, a sootnoxeniØ (1.2) ØvlØ¸tsØ uravneniØmi sploxnoæ sredy. UravneniØ (1.1) i (1.2) harakterizu¸tsØ 11 parametrami: 7 modulØmi i 4 veliqinami s razmernost~¸ plotnosti, pri fftom ρ_f – plotnost~ ßidkoæ fazy, a ostal~nye para-

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 143

metry predstavlØ¸tsØ formulami

ρ̄ = ρ_f f + ρ_s(1 − f), m_i = ρ_f α_i/f (i = x, z), (1.3)

v kotoryh ρ_s – plotnost~ uprugoæ fazy i α_x, α_z – izvilistosti por v napravleniØh oseæ x i z (α_i ¿ 1). Sreda Bio opredelØetsØ takße dopolnitel~nym parametrom, poristost~¸ f. DlØ perehoda k izotropnoæ srede Bio dostatoqno uqest~ ravenstva P = C,

M = Q, m_x = m_z.

NaprØßeniØ τ_{xx}, τ_{zz} i τ_{xz} ØvlØ¸tsØ summarnymi naprØßeniØmi i vyraßa¸tsØ formulami τ_{xx} = σ^{(2)}_{xx} − pf, τ_{zz} = σ^{(2)}_{zz} − pf, τ_{xz} = σ^{(2)}_{xz}

(1.4)

qerez naprØßeniØ σ^{(2)}xx , σ^{(2)}zz , σ^{(2)}xz uprugoæ fazy i davleniØ p v ßidkoæ faze. SmeweniØ u_x, u_z, w_x i w_z predstavlØ¸tsØ sootnoxeniØmi

u_x = u^{(2)}_x , u_z = u^{(2)}_z ,

w_x = f(u^{(1)}_x − u^{(2)}_x ), w_z = f(u^{(1)}_z − u^{(2)}_z ),

(1.5)

gde u^{(1)}x , u^{(1)}z i u^{(2)}x , u^{(2)}z – smeweniØ v ßidkoæ i uprugoæ fazah sootvetstvenno.

Naliqie dvuh faz v srede Bio svØzano s tem, qto v maloæ okrestnosti kaßdoæ toqki fftoæ sredy suwestvuet kak ßidkaØ, tak i uprugaØ sreda. SmeweniØ u^{(1)}x , u^{(1)}z i davlenie p ØvlØ¸tsØ osrednennymi po ßidkoæ srede, raspoloßennoæ v maloæ okrestnosti rassmatrivaemoæ toqki. Analogiqno smeweniØ u^{(2)}x i u^{(2)}z poluqa¸tsØ v rezul~tate osredneniØ po uprugoæ srede v maloæ okrestnosti. NaprØßeniØ σ^{(2)}xx , σ^{(2)}zz i σ^{(2)}xz ØvlØ¸tsØ osrednennymi po vsemu ob¨emu maloæ okrestnosti, pri fftom v ßidkoæ srede osrednØemye naprØßeniØ polaga¸tsØ ravnymi nul¸.

Matrica, sostavlennaØ iz kofffficientov v zakone Guka (1.1), ØvlØetsØ simmetriqnoæ i poloßitel~no opredelennoæ. SimmetriØ fftoæ matricy svØzana s ukazannymi sposobami osredneniØ smeweniæ i naprØßeniæ. Poloßitel~naØ opredelennost~ matricy opredelØetsØ poloßitel~noæ opredelennost~¸ plotnosti

144 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

potencial~noæ ffnergii. Qtoby plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii byla poloßitel~no opredelennoæ, neobhodimo udovletvorit~ neravenstva

ρ̄m_i − ρ^2_f > 0 (i = x, z). (1.6)

Na granicah meßdu sloØmi 1 i 2 vypolnØ¸tsØ usloviØ

u_{x1} = u_{x2}, u_{z1} = u_{z2}, w_{z1} = w_{z2},

τ_{zz1} = τ_{zz2}, τ_{xz1} = τ_{xz2}, p_1 = p_2, (1.7)

v kotoryh vsem veliqinam dobavlØetsØ indeks 1 ili 2, ukazyva- ¸wiæ nomer sredy. Graniqnye usloviØ (1.7) analogiqny usloviØm ßestkogo kontakta meßdu uprugimi sredami. V sluqae odinakovyh sred Bio na granice s usloviØmi (1.7) ne obrazu¸tsØ otraßennye volny. Graniqnye usloviØ (1.7) uqityva¸t nepreryvnost~ summarnyh naprØßeniæ, nerazryvnost~ sredy i nepreryvnost~ potoka ffnergii qerez granicy.

§2. �ffektivnaØ model~ periodiqeskoæ sredy s poristymi sloØmi Bio

UravneniØ (1.1), (1.2) i graniqnye usloviØ (1.7) meßdu slo- Ømi sovmestno s zadaniem istoqnika i s usloviØmi na vnexnih granicah z = 0 i z = H pozvolØ¸t ustanovit~ toqnye vyraßeniØ dlØ poleæ smeweniæ i naprØßeniæ v kaßdom sloe s uqetom vseh vozmoßnyh otraßeniæ i prelomleniæ. Pri nahoßdenii volnovogo polØ primenØ¸tsØ integral~nye preobrazovaniØ i dlØ kompaktnoæ zapisi ispol~zuetsØ matriqnyæ metod. V fftom interferencionnom pole moßet byt~ soverxen predel~nyæ perehod pri n → ∞, h → 0, H = const, θ_1 = const i θ_2 = const. V predel~nom volnovom pole nepreryvnye smeweniØ i naprØßeniØ, a takße osrednennye razryvnye veliqiny udovletvorØ¸t novym uravneniØm, kotorye opisyva¸t ffffektivnu¸ model~.

Pri vyvode fftih uravneniæ v nastoØweæ rabote ispol~zuetsØ uprowennyæ podhod [7]. Iz vos~mi veliqin, vhodØwih v uravneniØ (1.1) i (1.2), veliqiny u_x, u_z, w_z, τ_{zz} , p i τ_{xz} ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi, a w_x i τ_{xx} ime¸t skaqki na granicah. Vyrazim iz uravneniæ (1.1) i (1.2) proizvodnye ukazannyh nepreryvnyh veliqin po z qerez sami ffti veliqiny i ih proizvodnye po x i

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 145

t i poluqim uravneniØ ∂u_x ∂z = − ∂u_z ∂x + 1 L τ_{xz}, ∂u_z ∂z = − F R − M Q CR − Q^2 ∂u_x ∂x + R CR − Q^2 τ_{zz} + Q CR − Q^2 p, ∂^3w_z ∂z∂t^2 = ( ρ_f m_x + F Q − CM CR − Q^2 ) ∂^3u_x ∂x∂t^2 − Q CR − Q^2 ∂^2τ_{zz} ∂t^2 + + 1 m_x ∂^2p ∂x^2 − C CR − Q^2 ∂^2p ∂t^2 ,

(2.1)

∂τ_{xz} ∂z = m_xρ̄ − ρ^2_f m_x ∂^2u_x ∂t^2 − Δ CR − Q^2 ∂^2u_x ∂x^2 − − F R − M Q CR − Q^2 ∂τ_{zz} ∂x − ( ρ_f m_x + F Q − CM CR − Q^2 ) ∂p ∂x ,

∂τ_{zz} ∂z = ρ̄ ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_f ∂^2w_z ∂t^2 − ∂τ_{xz} ∂x , − ∂p ∂z = ρ_f ∂^2u_z ∂t^2 + m_z ∂^2w_z ∂t^2 . VhodØwaØ v qetvertoe uravnenie (2.1) veliqina Δ ravna opredelitel¸ matricy, sostavlennoæ iz kofffficientov v zakone Guka (1.1), i predstavlØetsØ ravenstvom

Δ = P CR + 2F QM − CM^2 − RF^2 − P Q^2. (2.2)

K uravneniØm (2.1) sleduet dobavit~ ewe dva uravneniØ

∂^2w_x ∂t^2 = − ρ_f m_x ∂^2u_x ∂t^2 − 1 m_x ∂p ∂x , τ_{xx} = Δ CR − Q^2 ∂u_x ∂x + F R − M Q CR − Q^2 τ_{zz} + F Q − CM CR − Q^2 p, (2.3)

vyraßa¸wie razryvnye funkcii w_x i τ_{xx} qerez nepreryvnye veliqiny.

Osrednenie uravneniæ (2.1) svoditsØ k vvedeni¸ osrednennyh

146 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

proizvodnyh

∂u_x ∂z = ∂u_{x1} ∂z θ_1 + ∂u_{x2} ∂z θ_2, ∂u_z ∂z = ∂u_{z1} ∂z θ_1 + ∂u_{z2} ∂z θ_2, ∂w_z ∂z = ∂w_{z1} ∂z θ_1 + ∂w_{z2} ∂z θ_2 , ∂p ∂z = ∂p_1 ∂z θ_1 + ∂p_2 ∂z θ_2, ∂τ_{xz} ∂z = ∂τ_{xz1} ∂z θ_1 + ∂τ_{xz2} ∂z θ_2, ∂τ_{zz} ∂z = ∂τ_{zz1} ∂z θ_1 + ∂τ_{zz2} ∂z θ_2.

(2.4)

V ravenstvah (2.4) smeweniØ i naprØßeniØ, otnosØwiesØ k opredelennomu slo¸, soderßat dopolnitel~nyæ indeks, sovpada¸- wiæ s nomerom sloØ. Osrednennye ße proizvodnye ne ime¸t indeksov. Sposob osredneniØ s pomow~¸ formul (2.4) strogo obosnovyvaetsØ pri provedenii ukazannogo predel~nogo perehoda i sootvetstvuet opredeleni¸ proizvodnoæ. Razryvnye veliqiny

w_x i τ_{xx} osrednØ¸tsØ po formulam

w_x = w_{x1}θ_1 + w_{x2}θ_2, τ_{xx} = τ_{xx1}θ_1 + τ_{xx2}θ_2. (2.5)

�ti formuly ne mogut byt~ poluqeny v rezul~tate predel~nogo perehoda. Odnako ih polezno zapisat~, poskol~ku volnovoe pole v ffffektivnoæ modeli zavisit ot veliqin w_{x1}, w_{x2}, τ_{xx1} i τ_{xx2} tol~ko qerez w_x i τ_{xx}. Krome togo, vvedennye po formulam (1.5) funkcii w_x i τ_{xx} mogut rassmatrivat~sØ kak srednee otnositel~noe smewenie i kak naprØßenie, raspredelennoe po vsemu periodu. �ti veliqiny v ffffektivnoæ modeli takße mogut byt~ vyraßeny tret~eæ formuloæ (1.5) i pervym ravenstvom (1.4). Analogiqnoe osrednenie provodilos~ pri vyvode uravneniæ ffffektivnyh modeleæ v sluqae uprugih i ßidkih sloistyh periodiqeskih sred [3, 7, 13].

Pereædem teper~ k ustanovleni¸ uravneniæ ffffektivnoæ modeli, podstavim v pravye qasti sootnoxeniæ (2.4) i (2.5) vyraßeniØ (2.1) i (2.3), zapisannye dlØ pervoæ i vtoroæ sred, i

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 147

ispol~zuem oboznaqeniØ

A_1 = 2∑ i=1 F_iR_i − M_iQ_i C_iR_i − Q^2_i θ_i, A_2 = 2∑ i=1 F_iQ_i − C_iM_i C_iR_i − Q^2_i θ_i,

A_3 = 2∑ i=1 Δ_iθ_i C_iR_i − Q^2_i

, A_4 = 2∑ i=1 Q_iθ_i C_iR_i − Q^2_i ,

A_5 = 2∑ i=1 C_iθ_i C_iR_i − Q^2_i

, A_6 = 2∑ i=1 R_iθ_i C_iR_i − Q^2_i

, A_7 = 2∑ i=1 θ_i L_i ,

B_1 = 2∑ i=1 (m_{xi}ρ̄_i − ρ^2_{fi})θ_i m_{xi} , B_2 = 2∑ i=1 ρ_{fi}θ_i m_{xi} , B_3 = 2∑ i=1 θ_i m_{xi} ,

B_4 = 2∑ i=1 ρ̄_iθ_i, B_5 = 2∑ i=1 ρ_{fi}θ_i, B_6 = 2∑ i=1 m_{zi}θ_i.

(2.6)

V rezul~tate poluqim uravneniØ ∂u_x ∂z = − ∂u_z ∂x + A_7τ_{xz}, ∂u_z ∂z = −A_1 ∂u_x ∂x + A_6τ_{zz} + A_4p,

∂^3w_z ∂z∂t^2 = (A_2 + B_2)

∂^3u_x ∂x∂t^2 − A_4 ∂^2τ_{zz} ∂t^2 + B_3

∂^2p ∂x^2 − A_5 ∂^2p ∂t^2 , ∂τ_{xz} ∂z = B_1

∂^2u_x ∂t^2 − A_3 ∂^2u_x ∂x^2 − A_1 ∂τ_{zz} ∂x − (A_2 + B_2) ∂p ∂x , ∂τ_{zz} ∂z = B_4

∂^2u_z ∂t^2 + B_5

∂^2w_z ∂t^2 − ∂τ_{xz} ∂x , − ∂p ∂z = B_5

∂^2u_z ∂t^2 + B_6

∂^2w_z ∂t^2 ,

(2.7)

∂^2w_x ∂t^2 = −B_2

∂^2u_x ∂t^2 − B_3 ∂p ∂x , τ_{xx} = A_3 ∂u_x ∂x + A_1τ_{zz} + A_2p,

opisyva¸wie odnorodnu¸ sredu. PreobrazovaniØ sootnoxeniæ (2.7) privodØt k uravneniØm τ_{xx} = P̄ ∂u_x ∂x + F̄ ∂u_z ∂z + M̄ ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) ,

148 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN τ_{zz} = F̄ ∂u_x ∂x + C̄ ∂u_z ∂z + Q̄ ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , −p = M̄ ∂u_x ∂x + Q̄ ∂u_z ∂z + R̄ ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , τ_{xz} = L̄ ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) ; (2.8)

∂τ_{xx} ∂x + ∂τ_{xz} ∂z = B̄_1

∂^2u_x ∂t^2 + B̄_2

∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{xz} ∂x + ∂τ_{zz} ∂z = B_4

∂^2u_z ∂t^2 + B_5

∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂x = B̄_2

∂^2u_x ∂t^2 + B̄_3

∂^2w_x ∂t^2 , − ∂p ∂z = B_5

∂^2u_z ∂t^2 + B_6

∂^2w_z ∂t^2 ,

(2.9)

v kotoryh

P̄ = A^3A^5A^6 − 2A^1A^2A^4 + A^{21}A^5 + A^2A^6 − A^3A^{24} A_5A_6 − A^2_4 , F̄ = A^1A^5 − A^2A^4

A_5A_6 − A^2_4 , C̄ = A_5 A_5A_6 − A^2_4 , M̄ = A_1A_4 − A_2A_6 A_5A_6 − A^2_4 , Q̄ = A^4

A_5A_6 − A^2_4 , R̄ = A_6 A_5A_6 − A^2_4 , L̄ = 1 A_7 , B̄_1 = B^1B^3 + B^{22}

B_3

, B̄_2 =

B_2 B_3

, B̄_3 = 1 B_3 . (2.10) Pered obsußdeniem poluqennyh uravneniæ pokaßem, qto plotnosti kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ volnovogo polØ, opisyvaemogo uravneniØmi (2.8) i (2.9), ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennymi formami. DlØ fftogo nußno dokazat~, qto matrica, sostavlennaØ iz kofffficientov v zakone Guka (2.8), ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ i qto vypolnØ¸tsØ neravenstva

B̄_1B̄_3 − B̄^2_2 > 0, B_4B_6 − B^2_5 > 0, B̄_i > 0 (i = 1, 2, 3), B_k > 0 (k = 4, 5, 6). (2.11)

Pri dokazatel~stve sleduet ispol~zovat~ poloßitel~nu¸ opredelennost~ matricy, obrazovannoæ iz kofffficientov v sootnoxeniØh (1.1), i neravenstva (1.6). Dokazatel~stvo vypolneniØ

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 149

usloviæ (2.11) provoditsØ fflementarno. Qtoby dokazat~ poloßitel~nu¸ opredelennost~ matricy, sostavlennoæ iz kofffficientov uravneniæ (2.8), neobhodimo ubedit~sØ v spravedlivosti neravenstv

P̄ > 0, C̄ > 0, R̄ > 0, A_5A_6 − A^2_4 > 0,

A_3A_5A_6 − 2A_1A_2A_4 + A^2_1A_5 + A^2A_6 − A_3A^2_4 > 0.

(2.12)

Dokazatel~stva neravenstv (2.12) osnovany na ispol~zovanii neravenstv P > 0, C > 0, R > 0, CR − Q^2 > 0, Δ > 0, (2.13) sledu¸wih iz poloßitel~noæ opredelennosti matricy v zakone Guka (1.1). Takim obrazom, s ffnergetiqeskoæ toqki zreniØ volnovoe pole v ustanovlennoæ ffffektivnoæ modeli moßet suwestvovat~.

Model~, opisyvaemaØ uravneniØmi (2.8) i (2.9), ØvlØetsØ obobwennoæ transversal~no-izotropnoæ model~¸ Bio. �tot vyvod osnovan na shodstve uravneniæ (2.8), (2.9) s (1.1), (1.2) i na odinakovom fiziqeskom smysle sootvetstvu¸wih veliqin, vhodØwih v ffti uravneniØ. Obobwenie modeli Bio kasaetsØ tol~ko uravneniæ sploxnoæ sredy, kotorye predstavlØ¸tsØ sootnoxeniØmi ∂τ_{xx} ∂x + ∂τ_{xz} ∂z = ρ̄_x ∂^2u_x ∂t^2 + ρ_{fx} ∂^2w_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{fx} ∂^2u_x ∂t^2 + m_x ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{xz} ∂x + ∂τ_{zz} ∂z = ρ̄_z ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_{fz} ∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{fz} ∂^2u_z ∂t^2 + m_z ∂^2w_z ∂t^2

(2.14)

i otliqa¸tsØ ot uravneniæ (2.9) tol~ko preobrazovaniem kofffficientov. UravneniØ (2.9) i (2.14) opredelØ¸tsØ 6 parametrami, v to vremØ kak uravneniØ (1.2) ime¸t tol~ko 4 parametra. PoØvlenie dvuh novyh parametrov svØzano s tem, qto osrednenie plotnosteæ provoditsØ po-raznomu vdol~ osi x i vdol~ osi z i plotnost~ ßidkosti i srednØØ plotnost~ priobreta¸t tenzornyæ harakter. Razliqie v opredeleniØh plotnosteæ bylo otmeqeno v rabote [3] pri nahoßdenii ffffektivnoæ modeli ßidkih

150 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

sloistyh sred. Esli osrednØt~ periodiqesku¸ sredu s periodom, sostoØwim iz dvuh obobwennyh transversal~no-izotropnyh sloev Bio (Ris. 1), to ffffektivnaØ sreda takße budet opisyvat~sØ uravneniØmi sploxnoæ sredy (2.14). Kofffficienty v fftih uravneniØh vyrazØtsØ sootnoxeniØmi

ρ̄_z = ρ̄_{z1}θ_1 + ρ̄_{z2}θ_2, ρ_{fz} = ρ_{fz1} θ_1 + ρ_{fz2}θ_2,

m_z = m_{z1}θ_1 + m_{z2}θ_2,

ρ̄_x = ρ̄_{x1}θ_1 + ρ̄_{x2}θ_2 − θ_1θ_2(ρ_{fx1} − ρ_{fx2} )^2 m_{x2}θ_1 + m_{x1}θ_2 , ρ_{fx} = ρ_{fx1} m_{x2}θ_1 + ρ_{fx2} m_{x1}θ_2 m_{x2}θ_1 + m_{x1}θ_2 , m_x = m_{x1}m_{x2} m_{x2}θ_1 + m_{x1}θ_2

(2.15)

qerez sootvetstvu¸wie kofffficienty dlØ kaßdogo iz sloev. Esli zapisat~ oqevidnoe ravenstvo dlØ poristosti v ffffektivnoæ modeli

f = f_1θ_1 + f_2θ_2 (2.16)

i uqest~ vtoru¸ formulu (1.3), to poluqim dlØ izvilistosti sootnoxeniØ

α_x = α_{x1}α_{x2}(f_1θ_1 + f_2θ_2 ) f_1α_{x2}θ_1 + f_2α_{x1}θ_2 , α_z =

(α_{z1}ρ_{fz1}f_2θ_1 + α_{z2}ρ_{fz2} f_1θ_2)(f_1θ_1 + f_2θ_2) f_1f_2(f_1α_{x2}θ_1 + f_2α_{x1}θ_2) , (2.17)

iz kotoryh sleduet, qto α_x ¿ 1, α_z ¿ 1, tak kak α_{x1} ¿ 1, α_{z1} ¿ 1,

α_{x2} ¿ 1, α_{z2} ¿ 1.

Ravenstva (2.15)–(2.17) spravedlivy takße v sluqae, kogda period sostoit iz obyqnyh transversal~no-izotropnyh sloev Bio. V fftom sluqae vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

ρ̄_{xi} = ρ̄_{zi}, ρ_{fxi} = ρ_{fzi} (i = 1, 2). (2.18)

Osobyæ interes predstavlØet sluqaæ, kogda transversal~noizotropnye ili izotropnye sloi Bio ime¸t odinakovye plotnosti ßidkih faz (ρ_{f 1} = ρ_{f 2} ). V fftom sluqae ffffektivnaØ sreda ØvlØetsØ obyqnoæ transversal~no-izotropnoæ sredoæ Bio.

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 151

§3. �ffektivnaØ model~ sloistoæ periodiqeskoæ sredy iz qeredu¸wihsØ uprugih i poristyh sloev Pust~ zadana periodiqeskaØ sreda (Ris. 1), kaßdyæ period kotoroæ sostoit iz poristogo sloØ Bio 1 i uprugogo sloØ 2. Poristye sloi opisyva¸tsØ uravneniØmi (1.1) i (1.2), v kotoryh smeweniØ i naprØßeniØ snabßeny dopolnitel~nymi indeksami 1. SmeweniØ u_{x2}, u_{z2} i naprØßeniØ t_{xx2}, t_{zz2}, t_{xz2} v uprugih sloØh udovletvorØ¸t izvestnym uravneniØm

t_{xx2} = (λ + 2μ) ∂u_{x2} ∂x + λ ∂u_{z2} ∂z , t_{zz2} = λ ∂u_{x2} ∂x + (λ + 2μ) ∂u_{z2} ∂z , t_{xz2} = μ ( ∂u_{x2} ∂z + ∂u_{z2} ∂x ) , ∂t_{xx2} ∂x + ∂t_{xz2} ∂z = ρ ∂^2u_{x2} ∂t^2 , ∂t_{xz2} ∂x + ∂t_{zz2} ∂z = ρ ∂^2 u_{z2} ∂t^2 .

(3.1)

Na granicah meßdu sloØmi vypolnØ¸tsØ usloviØ

u_{x1} = u_{x2}, u_{z1} = u_{z2}, w_{z1} = 0, τ_{xz1} = t_{xz2}, τ_{zz1} = t_{zz2}, (3.2)

kotorye ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem graniqnyh usloviæ (1.7), kogda vo vtorom sloe poristost~ ravna nul¸, pri fftom xestoe uslovie (1.7) otbrasyvaetsØ, tak kak ono terØet smysl. Graniqnye usloviØ (3.2) takße uqityva¸t nepreryvnost~ summarnyh naprØßeniæ, usloviØ nerazryvnosti sredy i nepreryvnosti potoka ffnergii.

Kak i v §2, dlØ vyvoda uravneniæ ffffektivnoæ modeli ispol~zuetsØ uprowennyæ variant metoda matriqnogo osredneniØ. Soglasno fftomu variantu, iz tret~ego graniqnogo usloviØ (3.2) sleduet ravenstvo

w_z = 0, (3.3)

vypolnØ¸weesØ vo vseæ oblasti, tak kak po mere perehoda ot sredy k ffffektivnoæ modeli granicy stanovØtsØ beskoneqno qastymi. ProizvodnaØ ∂p/∂z pri fftih ße usloviØh terØet smysl

152 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

kak proizvodnaØ ot razryvnoæ funkcii. Pofftomu sleduet otbrosit~ poslednie uravneniØ v (1.2) i (2.1) kak soderßawie proiz- vodnu¸ ∂p/∂z. Posle uqeta sootnoxeniØ (3.3) i iskl¸qeniØ odnogo iz uravneniæ sloi Bio, nahodØwiesØ v kontakte s uprugimi sloØmi, opisyva¸tsØ sem~¸ uravneniØmi ∂u_{x1} ∂z = − ∂u_{z1} ∂z + 1 L τ_{xz1}, ∂u_{z1} ∂z = − F R − M Q CR − Q^2 ∂u_{x1} ∂x + R CR − Q^2 τ_{zz1} + Q CR − Q^2 p_1, ∂τ_{xz1} ∂z = m_xρ̄ − ρ^2_f m_x ∂^2u_{x1} ∂t^2 − Δ CR − Q^2 ∂^2τ_{zz1} ∂t^2 + + 1 m_x ∂^2p_1 ∂x^2 − C CR − Q^2 ∂^2p_1 ∂t^2 , ∂τ_{zz1} ∂z = ρ̄ ∂^2u_{z1} ∂t^2 + ρ_f ∂^2w_{z1} ∂t^2 − ∂τ_{xz} ∂x , τ_{xx1} = Δ CR − Q^2 ∂u_{x1} ∂x + F R − M Q CR − Q^2 τ_{zz1} + F Q − CM CR − Q^2 p_1,

∂^2w_{x1} ∂t^2 = − ρ_f m_x ∂^2u_{x1} ∂t^2 − 1 m_x ∂p_1 ∂x , 1 m_x ∂^2p_1 ∂x^2 − C CR − Q^2 ∂^2p_1 ∂t^2 = Q CR − Q^2 ∂^2τ_{zz1} ∂t^2 − − ( ρ_f m_x + F Q − CM CR − Q^2 ) ∂^3u_{x1} ∂x∂t^2 ,

(3.4)

zapisannymi na osnovanii (2.1) i (2.3). Analogiqnye uravneniØ ∂u_{x2} ∂z = − ∂u_{z2} ∂x + 1 μ τ_{xz2}, ∂u_{z2} ∂z = − λ λ + 2μ ∂u_{x2} ∂x + 1 λ + 2μ τ_{zz2}, ∂τ_{xz2} ∂z = ρ ∂^2 u_{x2} ∂t^2 − 4μ(λ + μ) λ + 2μ ∂^2u_{x2} ∂x^2 − λ λ + 2μ ∂τ_{zz2} ∂x , (3.5)

∂τ_{zz2} ∂z = ρ ∂^2 u_{z2} ∂t^2 − ∂τ_{xz2} ∂x , τ_{xx2} = 4μ(λ + μ) λ + 2μ ∂u_{x2} ∂x + λ λ + 2μ τ_{zz2}

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 153

ime¸t mesto v sluqae uprugoæ sredy. V sootnoxeniØ (3.4) i (3.5) vhodØt qetyre nepreryvnyh funkcii u_x, u_z, τ_{xz} i τ_{zz} , ime¸wie v poristyh i uprugih sloØh dopolnitel~nye indeksy 1 i 2. FunkciØ τ_{xx}, ravnaØ τ_{xx1} v poristyh sloØh i τ_{xx2} v uprugih sloØh, ØvlØetsØ razryvnoæ i osrednØetsØ po formule

τ_{xx} = θ_1τ_{xx1} + θ_2τ_{xx2}. Vmesto veliqiny w_{x1} = f_1(u^{(1)}_x − u_x), opre-

delØ¸weæ otnositel~noe smewenie v poristom sloe, vvoditsØ funkciØ w_x = f_1θ_1 (u^{(1)}x − u_x) = w_{x1}θ_1, uqityva¸waØ poristost~

f = f_1θ_1 vo vseæ ffffektivnoæ modeli. Tak kak davlenie p_1 ne

imeet analoga v uprugih sloØh i opredeleno tol~ko v poristyh sredah, to ffta veliqina pri perehode k ffffektivnoæ modeli sohranØet svoe vyraßenie i fiziqeskiæ smysl i p = p_1.

V pravye qasti uravneniæ (3.4) i (3.5) vhodØt nepreryvnye funkcii i ih proizvodnye po t i x. Iskl¸qenie sostavlØ¸t davlenie p i ego proizvodnaØ ∂p/∂x. Esli ispol~zovat~ operator ( 1 m_x ∂^2 ∂x^2 − C CR − Q^2 ∂^2 ∂t^2 )�1_,

to davlenie i ego proizvodnaØ budut iskl¸qeny iz pravyh qasteæ sootnoxeniæ (3.4) i pridem k sluqa¸, kotoryæ analogiqen rassmotrennomu v §2 sluqa¸. Odnako fftu operaci¸ moßno ne provodit~, poskol~ku pri osrednenii davlenie p ne osrednØetsØ i sed~moe uravnenie (3.4) ne izmenØetsØ. Ispol~zuØ ffto uravnenie, moßno posle osredneniØ vernut~sØ k qlenam s p i ∂p/∂x.

PrimenØØ podhod, izloßennyæ v §2, zapixem pØt~ osrednennyh uravneniæ ∂u_x ∂z = − ∂u_z ∂x + A_7τ_{xz}, ∂u_z ∂z = −A_1 ∂u_x ∂x + A_6τ_{zz} + A_4p, ∂τ_{xz} ∂z = B_1

∂^2u_x ∂t^2 − A_3 ∂^2u_x ∂x^2 − A_1 ∂τ_{zz} ∂x − (A_2 + B_2 ) ∂p ∂x , ∂τ_{zz} ∂z = B_4

∂^2u_z ∂t^2 − ∂τ_{xz} ∂x , τ_{xx} = A_3 ∂u_x ∂x + A_1τ_{zz} + A_2p

(3.6)

154 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

i dva neosrednØemyh uravneniØ

∂^2w_x ∂t^2 = −B_2

∂^2u_x ∂t^2 − B_3 ∂p ∂x , (A_2 + B_2)

∂^3u_x ∂x∂t^2 − A_4 ∂^2τ_{zz} ∂t^2 + B_3

∂^2p ∂x^2 − A_5 ∂^2p ∂t^2 = 0,

(3.7)

v kotoryh ispol~zovany oboznaqeniØ

A_1 = F R − M Q CR − Q^2 θ_1 + λθ_2 λ + 2μ , A_2 = F Q − CM CR − Q^2 θ_1,

A_3 =

Δθ_1 CR − Q^2 + 4μ(λ + μ) λ + 2μ θ_2 , A_4 = Q CR − Q^2 θ_1,

A_5 = C CR − Q^2 θ_1, A_6 = Rθ_1 CR − Q^2 + θ_2 λ + 2μ , A_7 = θ_1 L + θ_2 μ , B_1 = m_xρ̄ − ρ^2_f m_x θ_1 + ρθ_2 , B_2 = ρ_f m_x θ_1,

B_3 = θ_1 m_x , B_4 = ρ̄θ_1 + ρθ_2.

(3.8) UravneniØ (3.6) i (3.7) ravnosil~ny uravneniØm zakona Guka τ_{xx} = P̄ ∂u_x ∂x + F̄ ∂u_z ∂z + M̄ ∂w_x ∂x , τ_{zz} = F̄ ∂u_x ∂x + C̄ ∂u_z ∂z + Q̄ ∂w_x ∂x ,

−p = M̄ ∂u_x ∂x + Q̄ ∂u_z ∂z + R̄ ∂w_x ∂x , τ_{xz} = L̄ ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) (3.9)

i uravneniØm sploxnoæ sredy ∂τ_{xx} ∂x + ∂τ_{xz} ∂z = B̄_1

∂^2u_x ∂t^2 + B̄_2

∂^2w_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = B̄_2

∂^2u_x ∂t^2 + B̄_3

∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{xz} ∂x + ∂τ_{zz} ∂z = B̄_1

∂^2u_z ∂t^2 , (3.10)

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 155 gde P̄ = A^3A^5A^6 + A^{21}A^5 + A^2A^6 − 2A^1A^2A^4 − A^3A^{24} A_5A_6 − A^2_4 , F̄ = A^1A^5 − A^2A^4

A_5A_6 − A^2_4 , M̄ = A_1A_4 − A_2A_6 A_5A_6 − A^2_4 , C̄ = A^5

A_5A_6 − A^2_4 , Q̄ = A_4 A_5A_6 − A^2_4 , R̄ = A_6 A_5A_6 − A^2_4 , L̄ = 1 A_7 , B̄_1 = B_4 = B^1B^3 + B^{22} B_3

= ρ̄θ_1 + ρθ_2 , B̄_2 =

B_2 B_3

= ρ_f ,

B̄_3 = 1

B_3 = m_x θ_1 . (3.11) PoluqennaØ ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ qastnym sluqaem transversal~no-izotropnoæ sredy Bio i ee uravneniØ mogut byt~ predstavleny sootnoxeniØmi (1.1) i (1.2), v kotoryh dlØ opredelennosti vse kofffficienty snabßeny dopolnitel~- noæ qertoæ. Qtoby ustanovit~ svØz~ meßdu uravneniØmi (3.9) i (1.1), a takße meßdu sootnoxeniØmi (3.10) i (1.2), neobhodimo poloßit~ m̄_z = ∞. Iz fftogo ravenstva i iz qetvertogo sootnoxeniØ (1.2) sleduet

w_z = 0. (3.12)

S uqetom ravenstva (3.12) ustanavlivaetsØ polnoe sootvetstvie meßdu ukazannymi uravneniØmi posle predel~nogo perehoda v qetvertom uravnenii sploxnoæ sredy. Iz sravneniØ kofffficientov v uravneniØh sleduet, qto v ffffektivnoæ srede Bio obwaØ osrednennaØ po periodu plotnost~ ravna ρ̄θ_1 +ρθ_2 , plotnost~ ßidkoæ fazy – ρ_f , izvilistost~ vdol~ osi x – α_x, izvilistost~ vdol~ osi z – ∞. Poristost~ f v ffffektivnoæ modeli predstavitsØ oqevidnym sootnoxeniem f = f_1θ_1.

Ravenstvo m̄_z = ∞ moßet byt~ opravdano, esli sravnit~ periodiqesku¸ sredu s dvumØ sloØmi Bio s periodiqeskoæ uprugoporistoæ sredoæ. Na osnovanii tret~ego ravenstva (2.15) i vtorogo sootnoxeniØ (1.3) zapixem formulu

m_z = m_{z1}θ_1 + ρ_{f 2}α_{z2}θ_2

f_2

. (3.13)

Pri perehode ot poristogo vtorogo sloØ k uprugomu slo¸ neobhodimo f_2 → 0. Tak kak 1 6 α_{z2} < ∞, to m_z → ∞.

156 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

§4. �ffektivnaØ model~ sloistoæ periodiqeskoæ poristo-ßidkoæ sredy

Pust~ zadana periodiqeskaØ sreda (Ris. 1), kaßdyæ period kotoroæ sostoit iz sloØ Bio 1 i ßidkogo sloØ 2. Poristye sloi po-preßnemu opisyva¸tsØ uravneniØmi (1.1) i (1.2), v kotoryh smeweniØ i naprØßeniØ snabßeny dopolnitel~nym indeksom 1. SmeweniØ u_{x2}, u_{z2} i davlenie p_2 v ßidkih sloØh udovletvorØ¸t izvestnym uravneniØm

p_2 = −λ ( ∂u_{x2} ∂x + ∂u_{z2} ∂z ) , ∂p_2 ∂x = −ρ ∂^2 u_{x2} ∂t^2 , ∂p_2 ∂z = −ρ ∂^2u_{z2} ∂t^2 , (4.1)

v kotoryh λ = ρv^2 , ρ – plotnost~ i v – skorost~ rasprostraneniØ v ßidkosti. Na granicah meßdu sloØmi vypolnØ¸tsØ usloviØ

u_{z1} + w_{z1} = u_{z2}, τ_{xz1} = 0, τ_{zz1} = −p_1 = −p_2, (4.2)

kotorye ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem graniqnyh usloviæ (1.7), kogda vo vtorom sloe poristost~ ravna 1 i kogda pervoe uslovie (1.7) terØet smysl, a vmesto vtorogo i tret~ego usloviæ (1.7) stavitsØ odno pervoe uslovie (4.2). Graniqnye usloviØ (4.2) takße uqityva¸t nepreryvnost~ summarnyh naprØßeniæ, a takße usloviØ nerazryvnosti sredy i nepreryvnosti potoka ffnergii.

Kak i v §2 i 3, pri vyvode uravneniæ ffffektivnoæ modeli ispol~zuetsØ uprowennyæ variant metoda matriqnogo osredneniØ. Tak kak po mere perehoda ot zadannoæ sredy k ffffektivnoæ modeli granicy stanovØtsØ beskoneqno qastymi, to iz graniqnyh usloviæ (4.2) sleduet, qto ravenstva

τ_{zx1} = 0, τ_{zz1} = −p_1 (4.3)

vypolnØ¸tsØ vo vseæ oblasti. Odnovremenno s uqetom sootnoxeniæ (4.3) nußno iskl¸qit~ iz uravneniæ (1.1) i (1.2), opisyva- ¸wih sredu Bio, dva uravneniØ. Odnim iz iskl¸qaemyh uravneniæ ØvlØetsØ qetvertoe uravnenie (1.1), poskol~ku ono soderßit proizvodnu¸ ∂u_x/∂z, kotoraØ terØet smysl posle perehoda ot sredy k ffffektivnoæ modeli. Preßde qem otbrosit~ vtoroe uravnenie, vyrazim sperva proizvodnye smeweniæ ∂u_{z1}/∂z,

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 157 ∂w_{z1}/∂z i naprØßenie τ_{xx1} iz ostavxihsØ treh uravneniæ (1.1) i

pridem k sootnoxeniØm ∂u_{z1} ∂z = R − Q CR − Q^2 τ_{zz1} − F R − M Q CR − Q^2 ∂u_{x1} ∂x , ∂w_{z1} ∂z = C − Q CR − Q^2 τ_{zz1} + F Q − CM CR − Q^2 ∂u_{x1} ∂x − ∂w_{x1} ∂x , τ_{xx1} = CM + F R − F Q − M Q CR − Q^2 τ_{zz1} + Δ CR − Q^2 ∂u_{x1} ∂x , (4.4)

v kotoryh veliqina Δ ØvlØetsØ opredelitelem matricy, sostavlennoæ iz kofffficientov zakona Guka (1.1), i vyraßaetsØ formuloæ (2.2). Tak kak pri perehode k ffffektivnoæ modeli proizvodnye ∂u_{z1}/∂z i ∂w_{z1}/∂z terØ¸t smysl, i tol~ko proizvodnaØ

∂(u_{z1} + w_{z1})/∂z sohranØet smysl, to vyrazim ee ravenstvom ∂(u_{z1} + w_{z1}) ∂z = = R − 2Q + C CR − Q^2 τ_{zz1} + F Q + M Q − CM − F R CR − Q^2 ∂u_{x1} ∂x − ∂w_{x1} ∂x (4.5)

iz pervogo i vtorogo sootnoxeniæ (4.4) i zatem otbrosim ffti sootnoxeniØ. Takim obrazom, iz qetyreh uravneniæ zakona Guka (1.1) sohranØ¸tsØ tol~ko tret~e uravnenie (4.4) i uravnenie (4.5).

Pri preobrazovanii uravneniæ (1.2) dlØ posledu¸wego osredneniØ polezno otmetit~, qto iz vtorogo i qetvertogo ravenstv (1.2) s uqetom sootnoxeniæ (4.3) sledu¸t uravneniØ ∂τ_{zz1} ∂z = ρ̄m_z − ρ^2_f ρ̄ − 2ρ_f + m_z

∂^2(u_{z1} + w_{z1}) ∂t^2 , ∂^2u_{z1} ∂t^2 = m_z − ρ_f ρ̄ − 2ρ_f + m_z

∂^2(u_{z1} + w_{z1}) ∂t^2 , ∂^2w_{z1} ∂t^2 = ρ̄ − ρ_f ρ̄ − 2ρ_f + m_z

∂^2(u_{z1} + w_{z1}) ∂t^2 . (4.6)

Poskol~ku smeweniØ u_{z1} i w_{z1} vhodØt tol~ko vo vtoroe i tret~e uravneniØ (4.6) i ne vhodØt ni v odno drugoe ostavxeesØ uravnenie, to vtoroe i tret~e ravenstva (4.6) moßno ne uqityvat~. Takim obrazom, koliqestvo uravneniæ otnositel~no funkciæ u_{z1} + w_{z1}, u_{x1}, w_{x1}, τ_{zz1} i τ_{xx1} sokrawaetsØ do pØti. Posle

158 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

dopolnitel~nyh preobrazovaniæ ffti uravneniØ predstavlØ¸tsØ ravenstvami

∂^3(u_{z1} + w_{z1}) ∂z∂t^2 = R − 2Q + C CR − Q^2 ∂^2τ_{zz1} ∂t^2 − 1 m_x ∂^2τ_{zz1} ∂x^2 + + ( F Q + M Q − CM − F R CR − Q^2 + ρ_f m_x ) ∂^3u_{x1} ∂x∂t^2 , ∂τ_{zz1} ∂z = ρ̄m_z − ρ^2_f ρ̄ − 2ρ_f + m_z

∂^2(u_{z1} + w_{z1}) ∂t^2 , ∂^2w_{x1} ∂t^2 = 1 m_x ∂τ_{zz1} ∂x − ρ_f m_x ∂^2u_{x1} ∂t^2 , τ_{xx1} = Δ CR − Q^2 ∂u_{x1} ∂x + CM + F R − F Q − QR CR − Q^2 τ_{zz1}, (ρ̄m_x − ρ^2_f )

∂^2u_{x1} ∂t^2 = m_x ∂τ_{xx1} ∂x − ρ_f ∂τ_{zz1} ∂x .

(4.7)

Analogiqnye ravenstva, opisyva¸wie ßidkie sloi, vyraßa¸tsØ na osnovanii (4.1) sootnoxeniØmi

∂^3u_{z2} ∂z∂t^2 = − 1 λ ∂^2p_2 ∂t^2 + 1 ρ ∂^2p_2 ∂x^2 , ∂p_2 ∂z = −ρ ∂^2 u_{z2} ∂t^2 , ∂^2u_{x2} ∂t^2 = − 1 ρ ∂p_2 ∂x . (4.8)

Sredi funkciæ, vhodØwih v uravneniØ (4.7), dve funkcii u_{z1} +

w_{z1} i τ_{zz1} perehodØt nepreryvno v ßidkih sloØh sootvetstvenno v u_{z2}, −p_2. Obwie dlØ obeih sred funkcii oboznaqim qerez u_z i τ_{zz} .

Osrednenie dlØ ostal~nyh funkciæ v fftom sluqae provoditsØ bolee sloßnym putem. SravnivaØ vyraßeniØ

w_{x1} = f_1(u^{(1)}_{x1} − u_{x1}),

w_x = (f_1θ_1 + θ_2) [ u^{(1)}_{x1} θ_1 f_1 + u_{x2}θ_2 f_1θ_1 + θ_2 − u_{x1} ]

dlØ otnositel~nyh smeweniæ v sloe 1 i vo vseæ modeli, prihodim k sootnoxeni¸

w_x = θ_1w_{x1} + θ_2u_{x2} − θ_2u_{x1}, (4.9)

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 159

pri fftom f = f_1θ_1 + θ_2 – osrednennaØ poristost~. Polnoe naprØßenie τ_{xx} predstavlØetsØ ravenstvom

τ_{xx} = τ_{xx1}θ_1 + τ_{zz}θ_2. (4.10)

Smewenie u_{x1} pri perehode k ffffektivnoæ modeli sohranØet svoe vyraßenie i fiziqeskiæ smysl, i pofftomu

u_x = u_{x1}. (4.11)

PrimenØØ podhod, ispol~zovannyæ v §2 i 3, zapixem uravne- niØ ∂^3u_z ∂z∂t^2 = A_1 ∂^2τ_{zz} ∂t^2 − ( θ_1 m_x + θ_2 ρ ) ∂^2τ_{zz} ∂x^2 + θ_1 ( A_2 + ρ_f m_x ) ∂^3u_x ∂x∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z = B ∂^2u_z ∂t^2 , ∂^2w_x ∂t^2 = ( θ_1 m_x + θ_2 ρ ) ∂τ_{zz} ∂x − ( θ_1ρ_f m_x + θ_2 ) ∂^2u_x ∂t^2 , τ_{xx} = θ_1A_3 ∂u_x ∂x + (θ_2 − θ_1A_2)τ_{zz},

θ_1(m_xρ̄ − ρ^2_f )

∂^2u_x ∂t^2 = m_x ∂τ_{xx} ∂x − (m_xθ_2 + ρ_f θ_1 ) ∂τ_{zz} ∂x , (4.12) gde ispol~zovany oboznaqeniØ

A_1 = R − 2Q + C CR − Q^2 θ_1 + θ_2 λ , A_2 = F Q + M Q − CM − F R CR − Q^2 , A_3 = Δ CR − Q^2 , B = ρ̄m_z − ρ^2_f ρ̄ − 2ρ_f + m_z θ_1 + ρθ_2.

(4.13)

UravneniØ (4.12) ravnosil~ny uravneniØm Guka

τ_{xx} = H_1 ∂u_x ∂x + H_2 ( ∂u_z ∂z + ∂w_x ∂x ) , τ_{zz} = H_2 ∂u_x ∂x + H_3 ( ∂u_z ∂z + ∂w_x ∂x ) (4.14)

160 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

i uravneniØm sploxnoæ sredy ∂τ_{xx} ∂x =^=ρ

∂^2u_x ∂t^2 + ρ̄_f ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂x = ρ̄_f ∂^2u_x ∂t^2 + m̄_x ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z = B ∂^2u_z ∂t^2 , (4.15)

v kotoryh primenimy oboznaqeniØ

H_1 = A_3θ_1 +

(θ_2 − A_2θ_1)^2 A_1

, H_2 = θ_2 − θ_1A_2 A_1

, H_3 = 1 A_1 , = ρ = ρρ̄θ^2_1 + (m_xρ̄ − ρ^2_f + 2ρρ_f )θ_1θ_2 + ρm_xθ^2 ρθ_1 + m_xθ_2 , ρ̄_f = ρ ρ_f θ_1 + m_xθ_2 ρθ_1 + m_xθ_2

, m̄_x = ρm_x ρθ_1 + m_xθ_2 . (4.16)

�ffektivnaØ model~ rassmatrivaemoæ sredy ØvlØetsØ obobwennoæ transversal~no-izotropnoæ sredoæ Bio. Qtoby dokazat~ ffto utverßdenie, rassmotrim uravneniØ (1.1) i (2.14), v kotoryh dlØ opredelennosti kofffficienty snabßeny dopolnitel~- noæ qertoæ, i pokaßem, pri kakih znaqeniØh parametrov uravneniØ (1.1) i (2.14) perehodØt v uravneniØ (4.14) i (4.15). PredpoloßeniØ L̄ = 0, F̄ = M̄ , C̄ = Q̄ = R̄ i m̄_z = ∞ privodØt k ravenstvam

τ_{xz} = 0, τ_{zz} = −p, w_z = 0, (4.17)

kotorye vypolnØ¸tsØ vo vseæ oblasti 0 6 z 6 H. Posle fftih predpoloßeniæ rassmatrivaemaØ sreda opisyvaetsØ uravneniØmi zakona Guka τ_{xx} = P̄ ∂u_x ∂x + F̄ ( ∂u_z ∂z + ∂w_x ∂x ) , τ_{zz} = F̄ ∂u_x ∂x + C̄ ( ∂u_z ∂z + ∂u_x ∂x ) (4.18)

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 161

i uravneniØmi sploxnoæ sredy

∂τ_{xx} ∂x =^=ρ_x

∂^2u_x ∂t^2 + ρ̄_f ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂x = ρ̄_f ∂^2u_x ∂t^2 + m̄_x ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z =^=ρ_z

∂^2u_z ∂t^2 . (4.19)

Kofffficienty v uravneniØh (4.18) i (4.19) opredelØ¸tsØ putem sravneniØ fftih uravneniæ s sootnoxeniØmi (4.14) i (4.15). V rezul~tate sravneniØ dlØ parametrov obobwennoæ transversal~noizotropnoæ sredy Bio poluqaem znaqeniØ

L̄ = 0, P̄ = H_1, F̄ = M̄ = H_2, C̄ = Q̄ = R̄ = H_3,^=ρ_x = ρ̄,

ρ̄_{fx} = ρ_f , m̄_x = m_x,^=ρ_z = B, m̄_z = ∞,

(4.20) pri fftom veliqina ρ_{fz} okazyvaetsØ proizvol~noæ i koneqnoæ.

V zakl¸qenie otmetim, qto poluqennaØ ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ obobweniem ffffektivnoæ modeli sloistoæ uprugoßidkoæ sredy. DlØ ustanovleniØ svØzi meßdu modelØmi ispol~- zuem sootnoxeniØ

w_x = f(u^{(1)}_x − u_x), τ_{xx} = σ^{(2)}_{xx} + τ_{zz} (4.21)

iz kotoryh pervoe sovpadaet so vtorym ravenstvom (1.5), a vtoroe predstavlØet soboæ razloßenie summarnogo naprØßeniØ τ_{xx} po naprØßeniØm v fazah, pri fftom σ^{(2)}xx – osrednennoe naprØßenie v uprugoæ faze. S uqetom formul (4.21) uravneniØ (4.18) i

162 L. A. MOLOTKOV, A. V. BAKULIN

(4.19) zamenØ¸tsØ ravenstvami

σ^{(2)}_{xx} = (P̄ − 2F̄ f + C̄f^2) ∂u_x ∂x + (F̄ − fC̄) ( ∂u_z ∂z + f ∂u^{(1)}_x ∂x ) ,

τ_{zz} = (F̄ − fC̄) ∂u_x ∂x + C̄ ( ∂u_z ∂z + f ∂u^{(1)}_x ∂x ) , ∂σ^{(2)}_{xx} ∂x = (^=ρ_x − 2ρ̄_f f + m̄_xf^2)

∂^2u_x ∂t^2 + f(ρ̄_f − fm̄_x)

∂^2 u^{(1)}_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂x = (ρ̄_f − fm̄_x)

∂^2u_x ∂t^2 + fm̄_x ∂^2u^{(1)}_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z =^=ρ_z

∂^2u_z ∂t^2 .

(4.22)

Esli predpoloßit~, qto vypolnØetsØ sootnoxenie ρ̄_f = m̄_xf ili

ᾱ_x = 1, to pridem k uravneniØm ffffektivnoæ modeli sloistoæ

uprugo-ßidkoæ sredy [5, 13]. PoslednØØ model~, v svo¸ oqered~, ØvlØetsØ qastnym sluqaem obyqnoæ transversal~no-izotropnoæ modeli Bio [14].

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (96–01-00666, 96–05– 66207).

Literatura

1. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in fluid-saturated porous solid.

I. Low-frequency range. — J. Acoust. Soc. Am. 28, No. 2 (1956), 168–178. 2. M. A. Biot, Mechanics of deformation and acoustic propagation in porous media.

— J. Appl. Phys. No. 4 (1962), 1482–1498.

3. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 89 (1979), 219–233.

4. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, �ffektivnye sredy dlØ periodiqeskih anizotropnyh sistem. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 128 (1983), 130–138.

5. L. A. Molotkov, UravneniØ ffffektivnoæ modeli anizotropnoæ uprugoæ sredy s trewinami, zapolnennymi ßidkost~¸. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 210 (1994), 173–191.

6. L. A. Molotkov, Osrednenie periodiqeskih neideal~nouprugih sred. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 140 (1984), 123–131.

7. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Ob uravneniØh ffffektivnoæ modeli uprugoæ sredy s trewinami, zapolnennymi vØzkoæ ßidkost~¸. — Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln 30 (1990), 88–95.

�FFEKTIVNYE MODELI SLOISTYH SRED 163

8. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, �ffektivnye modeli sloistyh uprugih sred s lineænymi kontaktami obwego vida. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 156 (1986), 148–157.

9. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ sloistu¸ periodiqesku¸ uprugu¸ sredu s kontaktami proskal~zyvaniØ na granicah. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 210 (1994), 192–212.

10. D. E. Uaæt, I. G. Mihaælova, F. M. LØhovickiæ, Rasprostranenie seæsmiqeskih voln v sloistyh sredah, nasywennyh ßidkost~¸ i gazom. — Izv. AN SSSR, ser. Fizika Zemli 10 (1975), 44–52.

11. A. Norris, Low-frequency dispersion and attenuation in partially saturated rocks.

— J. Acoust. Soc. Am. 94, No. 1 (1993), 359–370.

12. B. Gurevich, S. L. Lopatnikov, Velocity and attenuation of elastic waves in finely layered porous rocks. — Geophys. J. Int. 121 (1995), 933–947.

13. L. A. Molotkov, O novom sposobe vyvoda uravneniæ osrednennoæ ffffektivnoæ modeli periodiqeskih sred. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 195 (1991), 82–102.

14. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnaØ model~ sloistoæ uprugo-ßidkoæ sredy kak qastnyæ sluqaæ modeli Bio. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 230 (1995), 172–195.

Molotkov L. A., Bakulin A. V. The effective models of the stratified media containing porous Biot layers.

The periodic stratified media with alternating layers are investigated in three cases, when a period consists of: 1) two different porous Biot layers, 2) porous and elastic layers, 3) porous and fluid layers. In the case of alternating porous layers the effective model is proved to be generalized transversaly isotropic Biot medium. In this medium fluid density and averaged density are tensors. The effective model of stratified porous-fluid medium is a partial case of generalized transversaly isotropic Biot model and a generalization of effective model of layered fluid-solid medium.

Postupilo 19 sentØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet