A. V. Popov PROZRAQNYE GRANICY DL˚ PARABOLIQESKOGO VOLNOVOGO URAVNENI˚

Paraboliqeskoe volnovoe uravnenie, predloßennoe v [1], imeet mnogo primeneniæ v teorii difrakcii i rasprostraneniØ voln. Ono moßet slußit~ mownym vyqislitel~nym instrumentom dlØ rexeniØ zadaq na rasprostranenie v sloßnyh okrußa¸- wih sredah, v kotoryh peremennye ne razdelØ¸tsØ (radiovolnovoe rasprostranenie nad iskrivlennoæ mestnost~¸, rasprostranenie v neravnomernom troposferiqeskom kanale i t.p.) OsobaØ trudnost~ voznikaet, kogda volnovoe pole dolßno nahodit~sØ v beskoneqnoæ oblasti. Qtoby rexit~ zadaqu qislenno, nußno svesti oblast~ k koneqnoæ polose (v dvumernom sluqae) ili k cilindru (v trehmernom sluqae) i preobrazovat~ uslovie izluqeniØ, postavlennoe na beskoneqnosti, v uslovie na granice (poverhnosti). ȷelatel~no sdelat~ ffto toqno, qtoby izbeßat~ loßnyh otraßeniæ ot iskusstvenno vvedennyh granic. ToqnaØ forme graniqnogo usloviØ pri polnoæ prozraqnosti dlØ proizvol~nogo rexeniØ paraboliqeskogo volnovogo uravneniØ v dvuh izmereniØh byla naædena i issledovana v [2]. �kvivalentnaØ formula byla opublikovana nezavisimo v [3]. Zdes~, my obsußdaem fftot rezul~tat i delaem neobhodimye obobweniØ na sluqaæ trehmernyh zadaq i kvazisloistyh okrußa¸wih sred.

§1. Vyvod prozraqnogo graniqnogo usloviØ v dvumernom sluqae

My rassmotrim zdes~ prosteæxiæ sluqaæ dvumernoæ diffrakcii na koneqnom difflektriqeskom prepØtstvii v polu-pro-stranstve x > 0. Esli difflektriqeskaØ postoØnnaØ ϵ(x, z) ne otliqaetsØ namnogo ot edinicy: |ϵ − 1| ≪ 1, to paraksial~nyæ volnovoæ puqok E = u(x, z)e^{ikx} moßet byt~ opisan paraboliqeskim uravneniem 2ik ∂u ∂x + ∂^2u ∂z^2 + k^2(ϵ − 1)u = 0. (1)

PredpolagaØ, qto variaciØ ε − 1 priblißaetsØ k nul¸ vyxe 211

212 A. V. POPOV urovnØ z = a, my moßem analitiqeski rexit~ uravnenie (1) v kvadrate x > 0, z > a. Togda, dlØ zadannogo naqal~nogo znaqeniØ u(0, z) = u_0(z) i dlØ proizvol~nogo graniqnogo znaqeniØ u(x, a) toqnoe rexenie uravneniØ (1), kotoroe udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ, moßet byt~ zapisano v sledu¸wem vide: u = v + w, gde v(x, z) = e^{−iπ/4} √ k/2πx [^∞∫ a−z u_0(z + t) exp ( ikt^2 2x ) dt−

− ∞∫ z−a u_0(2a − z + t) exp ( ikt^2 2x ) dt ] (2)

i w(x, z) = − e^{iπ/4} √ 2πk ∂ ∂z x∫ 0 u(ξ, a) exp [ ik (z − a)^2 2(x − ξ) ] dξ √ x − ξ . (3)

Teper~ my moßem vyqislit~ normal~nu¸ proizvodnu¸ ∂u/ ∂z(x, a). Differencirovanie uravneniØ (2)–(3) i ispol~zovanie uravneniØ (1) daet sledu¸wee sootnoxenie ∂u ∂z (x, a) = −e^{−iπ/4} √ 2k/π ∂ ∂x x∫ 0 u(ξ, a) dξ √ x − ξ + ∂v ∂z (x, a). (4)

Ono moßet byt~ rassmotreno kak nelokal~noe obobwenie graniqnogo usloviØ tret~ego roda, kotoroe pozvolØet prointegrirovat~ uravnenie (1) qislenno vnutri polosy −a < z < a. Koneqno-raznostnaØ approksimaciØ uravneniØ (4) byla rassmotrena v [2]. Qislennye proverki pokazali, qto proizvol~nye volnovye pakety, vstreqa¸wie granicu razdela z = a iznutri poloski, polnost~¸ poglowa¸tsØ. Esli naqal~naØ funkciØ u_0(z) priblißaetsØ k nul¸ dlØ z > a, to graniqnoe uslovie (4) – odnorodno ∂u ∂z (x, a) = −e^{−iπ/4} √ 2k ∂ ∂x u(x, a), (5)

PROZRAQNYE GRANICY 213 qto vytekaet iz faktorizacii differencial~nogo operatora (1) ( 2ik ∂ ∂x + ∂^2 ∂z^2 ) u = ( ∂ ∂z + e^{−iπ/4} √ 2k ∂ ∂x )( ∂ ∂z − e^{−iπ/4} √ 2k ∂ ∂x ) u. (6) §2. Trehmernyæ sluqaæ Rassmotrim trehmernoe obobwenie paraboliqeskogo volnovogo uravneniØ 2ik ∂u ∂x + Δ_⊥u + k^2(ϵ − 1)u = 0 (7) predpolagaØ, qto variacii ϵ − 1 i naqal~noe znaqenie u(0, r, φ) = u_0(r, φ) lokalizu¸tsØ vblizi r < a prodol~noæ osi (podhodØwim primerom ØvlØetsØ paraksial~nyæ volnovoæ puqok, useqennyæ koneqnym otverstiem i rasprostranØ¸wiæsØ qerez difflektriqesku¸ kvazioptiqesku¸ sistemu). Tak kak paraboliqeskoe uravnenie (7) moßet byt~ rexeno analitiqeski dlØ r > a, my moßem perenesti usloviØ izluqeniØ iz beskoneqnosti na cilindriqesku¸ granicu r = a.

Ispol~zuØ razloßenie Fur~e u(x, r, φ) = ∞∑ m=−∞ u_m(x, r)e^{imφ}, (8) i princip D¸amelØ, poluqim toqnoe vyraßenie u(x, r, φ) = 1 2π ∂ ∂x x∫ 0 2π∫ 0 u(ξ, a, ψ)dξdψ ∞∑ m=−∞ e^{im(φ−ψ)}U_m(x − ξ, r) (9) rexeniØ u(x, r, φ) vne cilindra r = a v terminah ego graniqnyh znaqeniæ u(x, a, ψ). Zdes~, U_m(x, r) = 1 2πi c+i∞∫

c−i∞ H^{(1)}_m ( r √ 2ikp ) H^{(1)}_m ( a √ 2ikp ) e^{px} dp √ p (10)

qastnye stupenqatye funkcii, udovletvorØ¸wie sledu¸wemu graniqnomu uslovi¸ U_m(x, a) = { 1, pri x > 0 0, pri x < 0

(11)

214 A. V. POPOV i uslovi¸ izluqeniØ, kogda r → ∞. Prostye vyqisleniØ da¸t ideal~no poglowa¸wee graniqnoe uslovie ∂u ∂r (x, a, φ) = 1 2π ∂ ∂x x∫ 0 2π∫ 0 u(ξ, a, ψ)K(x − ξ, φ − ψ)dξ dψ (12) s funkcieæ K(x, φ) = e^{−iπ/4} π √ k 2 ∞∑ m=−∞ e^{imφ} c+i∞∫

c−i∞ H^{(1)0}_m ( a √ 2ikp ) H^{(1)}m ( a √ 2ikp ) e^{px} dp √ p , (13)

qto pozvolØet nam svesti oblast~ vyqisleniæ k polucilindru x > 0, r < a. §3. Prozraqnye granicy dlØ kvazisloistyh okrußa¸wih sred

Paraboliqeskoe volnove uravnenie dlØ ravnomernogo vysokoqastotnogo rasprostraneniØ v troposferiqeskom kanale bylo vvedeno v [1] 2ik ∂u ∂x + ∂^2u ∂z^2 + 2k^2 z R^∗ [ 1 + g(x, z) ] u = 0. (14)

Zdes~ qlen z/R^∗, zavisØwiæ ot glubiny, opisyvaet sovmestnoe vliØnie sferiqnosti zemnoæ poverhnosti i barometriqeskoæ refrakcii (R^∗ est~ ffkvivalentnyæ zemnoæ radius) i korrelØciØ g(x, z) sootvetstvuet neravnomernym variaciØm indeksa refrakcii, lokalizovannogo niße nekotoroæ otsqetnoæ vysoty z = b (sm. [4]). ImeØ vvidu qislennoe integrirovanie uravneniØ (14), my vyveli graniqnoe uslovie, svodØwee zadaqu, postavlennu¸ v poluprostranstve z > 0, k zadaqe v polose 0 < z < b. OpuskaØ detali, my zapixem rezul~tat v bezrazmernyh peremennyh ξ = ( k/2R^{∗2} )_{1/3} x, ζ = ( 2k^2/R^∗ )_{1/3} z, β = ( 2k^2/R^∗ )_{1/3} b: ∂u ∂ζ (ζ, β) = ξ∫ 0 ∂u ∂ξ (ξ^′, β)K^+(ξ − ξ^′)dξ^′. (15)

Zdes~

K^+(ξ) = − 1 2πi ∞−ic∫

−∞−ic e^{itξ} w^′_1(t − β) tw_1(t − β) dt (16)

PROZRAQNYE GRANICY 215 i w_1(t) est~ funkciØ �æri-Foka. Oqevidno, qto podobnye prozraqnye graniqnye usloviØ mogut byt~ poluqeny dlØ drugoæ zavisimosti ot glubiny.

§4. Asimptotiqeskoe povedenie graniqnyh operatorov

Nax podhod k useqeni¸ vyqislitel~noæ oblasti poroßdaet semeæstvo special~nyh funkciæ, ØvlØ¸wihsØ Ødrami integral~- nyh graniqnyh operatorov. Prosteæxiæ dvumernyæ primer (4) pokazyvaet, qto Ødro imeet slabu¸ osobennost~ na konce puti integrirovaniØ i nekotoryæ nelokal~nyæ “hvost”. Interesno issledovat~ s fftoæ toqki zreniØ menee trivial~nye primery, dannye vyxe.

Rassmotrim trehmernoe paraboliqeskoe uravnenie (7). V naibolee interesnom osesimmetriqeskom sluqae graniqnoe uslovie (12) prinimaet vid ∂u ∂r (x, a) = ∂ ∂x x∫ 0 u(ξ, a)K_0(x − ξ)dξ (17)

s funkcieæ

K_0(x) = e^{−iπ/4} π √ k 2 c+i∞∫

c−i∞ H^{(1)0}_0 ( a √ 2ikp ) H^{(1)}_0 ( a √ 2ikp ) e^{px} dp √ p . (18)

Moßno videt~, qto ego asimptotiqeskoe povedenie zavisit ot veliqiny frenelevskogo parametra q = x/2ka^2. DlØ q ≪ 1, ispol~- zuØ asimptotiku H^{(1)}_0 (z) ∼ √ 2/πze^{i(z−π/4)} dlØ funkcii HankelØ, poluqaem K_0(x) ∼ −e^{−iπ/4} √ 2k/πx. (19) My vidim, qto graniqnyæ operator (17) imeet tu ße osobennost~, kak i ego dvumernyæ prototip (4) i svoditsØ k poslednemu dlØ bol~xih radiusov a. Protivopoloßnyæ predel~nyæ sluqaæ, kogda x → ∞, moßet byt~ rassmotren s pomow~¸ zameny H^{(1)}_0 (z) ego approksimacieæ 2/π log z dlØ malyh z. �to delaet vozmoßnym

216 A. V. POPOV asimptotiqeski ocenit~ integral (18) K_0(x) ∼_{x→∞} ϵ∫ 0 e^{−tx} log log(a √ 2kt) + i3π/4 log(a √ 2kt) − iπ/4 dt

≈ x a ϵ∫ 0 e^{−tx} log(a √ 2kt) dt ∼_{q→∞} − 2 a log^x_{2ka2} . (20)

�to formula pokazyvaet, qto v trehmernom prostranstve hvost Ødra ubyvaet bolee medlenno, qem 1/ √ x. Podobnyæ analiz dlØ paraboliqeskogo volnovogo uravneniØ (14) v kvazi-sloistoæ srede obnarußivaet tot ße tip osobenno- sti K^+(ξ) = − 1 2πi ∞−ic∫

−∞−ic e^{itξ} w^′_1(t − β) tw_1(t − β) dt ≈_{ξ→0} e^{−iπ/4} √ πξ (21)

a “hvost” dlØ bol~xih ξ

K^(ξ) = w^′_1(−β) w_1(−β) − e^{iβξ} ∞∑ s=1 exp(−t_sξe^{−iπ/6}) β + t_se^{iπ/3} = Const + O ( e^{−Cξ} ) (22)

stremitsØ ffksponencial~no k postoØnnomu predelu.

�ta konstanta ne daet nikakogo nelokal~nogo vklada v integral~nyæ graniqnyæ operator, sledovatel~no, v fftom sluqae prozraqnaØ granica imeet kraæne korotku¸ “pamØt~”. �to estestvenno, potomu qto luqi, sootvetstvu¸wie paraboliqeskomu volnovomu uravneni¸ (14), izgiba¸tsØ vverh i bystro pokida- ¸t verhn¸¸ granicu z = b. Naprotiv, esli my zapixem analogiqnoe graniqnoe uslovie, obespeqiva¸wee ideal~nu¸ prozraqnost~ proizvol~no vybrannogo “dna” neravnomernogo sloØ a < z < b, my uvidim, qto graniqnyæ operator imeet oqen~ dolgu¸ “pamØt~”. Sootvetstvu¸wee Ødro

K^−(ξ) = − 1 2πi ∞−ic∫

−∞−ic e^{itξ} v^′(t − α) tv(t − α) dt ≈_{ξ→0} e^{−iπ/4} √ πξ (23)

s pomow~¸ podstanovki v^′ v = w^′_2 w_2 − 1 vw_2 (24)

PROZRAQNYE GRANICY 217 moßet byt~ svedeno k sledu¸wemu vidu s

K^−(ξ) = − w^′_2(−α) w_2(−α) + 1 2πi ∞e^{iπ/}3∫

−∞e^{iπ/}3 e^{itξ} tv(t − α)w_2(t − α) dt (25)

s α = (2k^2/R^∗)^{1/3}a. �tot integral tesno svØzan so special~noæ funkcieæ, issledovannoæ v zadaqe o rasprostranenii voln xepquweæ galerei [5].

Graniqnye usloviØ prozraqnosti, opisannye vyxe, dopuska- ¸t ffffektivnu¸ qislennu¸ realizaci¸ v ramkah metoda koneqnyh raznosteæ. Oni byli ispol~zovany v rØde zadaq difrakcii i volnovogo rasprostraneniØ. Sredi kotoryh: rasprostranenie radiovoln nad neregulØrnoæ mestnost~¸ ili v troposferiqeskom volnovom kanale, mikrovolnovoæ i X-luqevoæ kvazioptiqeskoæ sistemah. My demonstriruem nekotorye primery vyqisleniæ i obraznogo predstavleniØ poleæ, ispol~zuØ prozraqnye granicy dlØ ustraneniØ loßnyh otraßeniæ.

Literatura

1. V. A. Fock, Electromagnetic diffraction and propagation problems. Pergamon Press, Oxford, 1965.

2. V. A. Baskakov, A. V. Popov, Implementation of transparent boundaries for numerical solution of the Schrödinger equation. — Wave Motion 14, No. 1 (1991), 123–128.

3. S. W. Marcus, A generalized impedance method for application of the parabolic approximation to underwater acoustic. — J. Acoust. Soc. Am. 90, No. 1 (1986), 391–398.

4. F. D. Tappert, The parabolic approximation method. in: Lectures Notes in Physics, 70. J. B. Keller, J. S. Papadakis (eds.) Wave propagation and underwater acoustics. Springer, New York, 1977, pp. 224–287 .

5. V. M. Babich c and V. S. Buldyrev, Short-wavelength diffraction theory (Asymptotic methods). Springer, New York, 1991.

Popov A. B. Transparent boundaries for the parabolic wave equation. The objective of this paper was to find an exact form of boundary conditions providing full absorption of arbitrary paraxial wave packets described by the parabolic equation. It would enable us to reduce rigorously an infinite domain to a strip or cylinder for numerical calculations. We proposed a general approach to this problem and demonstrated some practical examples.

Postupilo 10 oktØbrØ 1995 g.

Institut Zemnogo magnetizma ionosfery i rasprostraneniØ radiovoln RAN