A. S. Starkov O VOSSTANOVLENII PLOTNOSTI V PLOSKO` OBLASTI PO NEPOLNYM SPEKTRAL^NYM DANNYM

0. V rabote rassmatrivaetsØ obratnaØ spektral~naØ zadaqa dlØ

akustiqeskogo operatora A_ρ: { A_ρu := −ρ�^1Δu, x ∈ M u | S = 0. (1) Zdes~ M ⊂ K_R ⊂ R^2 – ograniqennaØ ploskaØ oblast~ s lipxicevoæ graniceæ S, K_R – krug radiusa R, x = (x_1, x_2) i s – koordinaty toqek v M i na S sootvetstvenno. Sledy na granice l¸boæ gladkoæ funkcii u(x) budem oboznaqat~ qerez u_S . Budem predpolagat~, qto plotnost~ ρ(x) ØvlØetsØ poloßitel~noæ funkcieæ, udovletvorØ¸weæ usloviØm 0 < ρ_1 6 ρ 6 ρ_2 < ∞, |ρ(x) − ρ(y)| < L|x − y|^α, x, y ∈ K_R (2) s nekotorymi postoØnnymi ρ_1, ρ_2, L i α.

Horoxo izvestno, qto operator (1) s ρ, udovletvorØ¸weæ usloviØm (2), ØvlØetsØ samosoprØßennym v L^2_ρ(M ) (u, v) = ∫ M ρuv̄ dx s qisto diskretnym spektrom 0 < λ_1 < λ_2 6 . . . . Oboznaqim qerez

φ_k(x), k = 1, 2, . . ., sootvetstvu¸wie normirovannye (v L^2_ρ(M ))

sobstvennye funkcii A_ρ, a qerez ψ_k(s) – normirovannye special~nym obrazom sledy normal~nyh proizvodnyh fftih funkciæ na granice S: ψ_k(s) =^1_{λk} ∂_nφ_k | S . Nepolnymi spektral~nymi dannymi (NSD) budem nazyvat~ nabor {ψ_k}^N_{k=1}, gde N – nekotoroe poloßitel~noe qislo. ObratnaØ zadaqa zakl¸qaetsØ v vosstanovlenii svoæstv plotnosti ρ(x) v M po NSD.

Iz ffvristiqeskih soobraßeniæ Øsno, qto NSD ne opredelØ¸t ρ odnoznaqno: funkciØ ρ zavisit ot 2 peremennyh, v to vremØ 218

O VOSSTANOVLENII PLOTNOSTI 219 kak nabor NSD tol~ko odnomernyæ. Sledovatel~no, moßno nadeØt~sØ lix~ na nahoßdenie nekotorogo priblißeniØ ρ_a(x) k istinnomu znaqeni¸ plotnosti. Osnovnoæ rezul~tat, poluqennyæ v dannoæ rabote, — ffto ocenka absol¸tnoæ veliqiny raznosti |ρ(x) − ρ_a(x)| < cN �^β, (3) gde c i β – nekotorye poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot ρ_{1,2}, L, M i α. Ocenka (3) ØvlØetsØ ves~ma estestvennoæ: toqnost~ approksimacii stepennym obrazom rastet s rostom N .

1. Kofffficienty Fur~e fk(u) funkcii u ∈ L^2_ρ(M ) (po bazisu

{φ_k(x)}1_{k=1}) opredelØ¸tsØ po formule

f_k(u) := (u, φ_k) = ∫ M ρuφ_k dx (4)

i u =

1_∑ k=1 f_k(u)φ_k(x), gde rØd v pravoæ qasti shoditsØ v L^2_ρ(M ).

Predloßenie 1. Pust~ h ∈ C1(M ) ØvlØetsØ garmoniqeskoæ

funkcieæ. Togda

f_k(h) = − ∫ S h_S ψ_k(s) ds. (5) Dokazatel~stvo. Tak kak φk udovletvorØ¸t uravneni¸ −ρ�1_{Δφk = λkφk,} to iz opredeleniØ (4) sleduet, qto

f_k(u) = − 1 λ_k ∫ M uΔφ_k dx. (6) Kogda u ØvlØetsØ garmoniqeskoæ funkcieæ, to integrirovanie po qastØm v pravoæ qasti (6) s uqetom togo fakta, qto φ_k udovletvorØet odnorodnym usloviØm Dirihle, privodit k ravenstvu (5).

220 A. S. STARKOV

Zameqanie. Uslovie h ∈ C1(R^2) moßet byt~ znaqitel~no osla-

bleno. Naprimer, moßno brat~ h ∈ H^δ (M ) dlØ l¸bogo δ > 1/2, gde H^δ(M ) – sobolevskoe prostranstvo funkciæ, ime¸wih δ kvadratiqno integriruemyh proizvodnyh. V dal~neæxem nam ponadobØtsØ tol~ko garmoniqeskie polinomy, prinadleßawie

C1_(R2_{).}

Sledstvie. Pust~ h1, h2 ∈ C1(R^2)-garmoniqeskie funkcii. Togda

(h_1, h_2) =

1_∑ k=1 ( ∫ S h_{1S} ψ_k(s) ds )(∫ S h_{2S} ψ_k(s) ds ) . Esli nam izvestno tol~ko N pervyh sobstvennyh znaqeniæ i sledov na granice ot normal~nyh proizvodnyh sobstvennyh funkciæ, to po formule (5) moßem opredelit~ pervye kofffficienty Fur~e dlØ l¸boæ garmoniqeskoæ funkcii. Sledovatel~no, ∫ M ρh_1h_1 dx − F (h_1, h_2) =

1_∑ N+1 f_k(h_1)f_k(h_2), (7)

gde F (h_1, h_2) :=^N ∑ k=1 f_k(h_1)f_k(h_2) i moßet byt~ predstavlena v ter-

minah NSD. PravaØ qast~ v (7) imeet smysl oxibki, voznika- ¸weæ pri approksimacii integrala v levoæ qasti (7) koneqnoæ summoæ F (h_1, h_2). Tak kak h_{1,2} ∈ L^2_ρ(M ), to oxibka stremitsØ k 0 pri N → ∞, no dlØ poluqeniØ kvalificirovannyh ocenok skorosti umen~xeniØ oxibki neobhodimy dopolnitel~nye predpoloßeniØ o gladkosti.

Predloßenie 2. Pust~ u ∈ H^σ(M ), 0 6 σ < 1/2. Togda

ρ^1�^σ_1

1_∑ k=1 λ^σ_k |f_k(u)|^2 6 ‖u‖^2_σ 6 ρ^1�^σ_2

1_∑ k=1 λ^σ_k |f_k(u)|^2. (8)

Dokazatel~stvo provoditsØ po standartnoæ sheme dlØ interpolØcionnyh prostranstv i zdes~ ne privoditsØ.

Predloßenie 3. Pust~ h1, h2 – gladkie garmoniqeskie funkcii.

togda dlØ l¸bogo σ, 0 6 σ < 1/2 vypolnØ¸tsØ neravenstva | 1_∑ N+1 f_k(h_1)f_k(h_2) | 6^(λN+1^)�^σρ^1�^σ_2 ‖h1‖σ‖h2‖σ,

O VOSSTANOVLENII PLOTNOSTI 221 | ∫ M ρh_1h_2 dx − F (h_1, h_2) | 6 c1N �^σ ‖h1‖σ‖h2‖σ (9) s postoØnnoæ c_1, zavisØweæ tol~ko ot ρ_{1,2} i oblasti M .

Dokazatel~stvo. Tak kak h1,2 leßat v H^σ(M ) pri l¸bom σ, 0 6

σ < 1/2, to imeem

1_∑ k=N+1 | f_k(h_i)

|_2 6

λ�σ_{N+1} 1^∑ N+1 λ^σ_k | f_k(h_i)

|_2 6 λ�σ_{N+1‖hi‖σ,ρ} 6_λ�σ_{N+1ρ}1�σ_{2 ‖hi‖}2_{σ , i = 1, 2.} Spravedlivost~ ocenki (9) sleduet teper~ iz asimptotiqeskoæ formuly Karlemana dlØ sobstvennyh znaqeniæ operatora A_ρ: λ_N = 4πN ( ∫ M ρ(x) dx )�1_{+ o(N ).}

Takim obrazom, absol¸tnaØ veliqina raznosti meßdu funkcionalom ∫ M ρh_1h_2 dx ot plotnosti i ego approksimacieæ F (h_1, h_2), poluqaemoæ po NSD, stepennym obrazom ubyvaet s ro-

stom N . Pokaßem, qto analogiqnaØ ocenka spravedliva i dlØ oxibki approksimacii plotnosti ρ(x).

2. DlØ fftogo pereædem v polØrnu¸ sistemu koordinat (r, φ) i

vvedem kompleksnu¸ peremennu¸ z = x_1 + ix_2, |z| = r.

Predloßenie 4. DlØ l¸bogo mnogoqlena P (r) =^{P∑}_{n=1} pnr^n s polo-

ßitel~nymi kofffficientami p_n > 0 vypolnØetsØ neravenstvo | ∫ M ρP (r^2) dx − P∑ n=1 p_nF (z^n, z^n) | 6 c2N �^σP (R^2). (10)

Dokazatel~stvo. Tak kak M ⊂ KR, to

‖z^n‖_0 6 √ π n + 1

R^{n+1}, ‖z^n‖_1 6 √ π n + 1 R^{n+1} ( 1 + n + 1 R ) . InterpolØcionnaØ formula privodit k neravenstvu ‖z^n‖_σ 6 √ π n + 1 R^{n+1} ( 1 + n + 1 R )_σ 6 c3R^{n+1} (11)

222 A. S. STARKOV s nekotoroæ postoØnnoæ c_3, zavisØweæ ot R i σ. Teper~ podstavim v (9) h_1 = h_2 = z^n. Iz ocenki (11) vytekaet sledu¸wee neravenstvo | ∫ M ρr^{2n} dx − F (z^n, z^n) | 6 c2N �^σR^{2n}, c2 = c1c3R, iz kotorogo, v svo¸ oqered~, sleduet dokazyvaemoe neravenstvo (10).

Sledstvie. Pust~ Tn(r^2/R^2) – mnogoqlen Qebyxeva i tk, k =

0, 1, . . . , n – ego kofffficienty. Togda | ∫ M ρT_n(r^2/R^2) dx − n∑ k=0 t_kF (z^k, z^k) | < c_2N �^σ. (12)

Dokazatel~stvo. Predstavim mnogoqlen Tn(x) v vide summy

qetnoæ i neqetnoæ qasteæ T_{n1} i T_{n2}:

T_n(x) =

T_n(x) + T_n(−x) 2 + T_n(x) − T_n(−x) 2 = T_{n1} + T_{n2}.

Iz svoæstv mnogoqlenov Qebyxeva vytekaet znakoopredelennost~ T_{n1} i T_{n2} i ih ograniqennost~ (T_{n1,2} 6 1). Neravenstvo (12) sleduet teper~ iz neravenstva (10), vypisannogo pri P (r) =

T_n(r).

Pereædem k koordinate q = r^2/R^2 i prodolßim plotnost~ na otricatel~nye znaqeniØ q qetnym obrazom. Vvedem funkci¸

ρ̄(q) = 1 2π √ 1 − q^2 2π∫ 0 ρ(q, φ) dφ, usredniv ishodnu¸ funkci¸ po uglu. Budem predpolagat~, qto funkciØ ρ̄(q) po-preßnemu udovletvorØet uslovi¸ (2). �togo vsegda moßno dobit~sØ uveliqeniem radiusa R i pereopredeleniem plotnosti v dopolnitel~noæ k M oblasti K_R \ M . Predstavim funkci¸ ρ̄(q) v vide summy ρ̄(q) = ρ̄_M (q) + b(q), gde ρ̄_M (q) – rezul~tat usredneniØ po uglu plotnosti ρ(x), prodolßennoæ 0 vne M . Tak kak funkcii ρ̄(q) i b(q), oqevidno, prinadleßat L^2[−1, 1], to dlØ nih opredeleny kofffficienty Fur~e razloßeniØ po mnogoqlenam Qebyxeva, kotorye oboznaqim qerez a_n i b_n. Togda kofffficienty Fur~e dlØ ρ̄(x) ravny a_n − b_n. Summu v levoæ qasti

O VOSSTANOVLENII PLOTNOSTI 223 neravenstva (12) oboznaqim qerez d_n. Neravenstvo (12), perepisannoe v terminah kofffficientov Fur~e funkcii ρ̄(q), prinimaet vid | |a_n − b_n − d_n| < c_2N �^σ. (13)

Kofffficienty Fur~e b_n i d_n nam izvestny, sledovatel~no, s nekotoroæ toqnost~¸ izvestny i kofffficienty a_n. OkazyvaetsØ, fftogo dostatoqno dlØ priblißennogo vosstanovleniØ ρ̄(q).

Predloßenie 5. Suwestvu¸t funkciØ ρ̄a(q), vosstanavlivaemaØ

po NSD, i postoØnnye c_4 i β, takie, qto

|ρ̄(q) − ρ̄_a(q)| < c_4N �^β . (14)

Dokazatel~stvo. Budem ishodit~ iz sledu¸weæ ocenki razno-

sti meßdu proizvol~noæ funkcieæ ρ(q), udovletvorØ¸weæ (2), i ee otrezkam rØda Fur~e (2) | ρ(q) − K∑ k=1 a_kT_k(q) | 6 c4K�^α(3 + ln K).

Vyberem ρ_a(q) =^K ∑ k=1 (b_k + d_k)T_k(q). Togda iz neravenstva (12) i

ograniqennosti T_k(q) 6 1 imeem |ρ̄(q) − ρ̄_a(q)| 6 | ρ̄(q) − K∑ k=1 a_kT_k(q) | + |^K∑ k=1 (a_k − b_k − d_k)T_k(q) 6

c_4K�^α(3 + ln K) + c_2N �^σK.

VybiraØ K = N^{σ/(1+α)}, prihodim k iskomomu neravenstvu (14) s pokazatelem β, β < ασ/(1 + α).

Teorema. Pust~ plotnost~ ρ(x) udovletvorØet uslovi¸ (2). To-

gda po NSD moßet byt~ postroena takaØ funkciØ ρ_a(x), qto v kaßdoæ toqke x ∈ M vypolnØetsØ neravenstvo (3) s nekotorymi poloßitel~nymi postoØnnymi c i β.

Dokazatel~stvo. Neravenstvo (13), vypisannoe pri q = 0 s uqe-

tom legko proverØemogo sootnoxeniØ ρ̄(0) = ρ(0), prinimaet vid | ρ(0) − ρ̄_a(o) | < c_5N �^β.

Ots¸da v silu proizvol~nosti vybora naqala koordinat i sleduet utverßdenie teoremy pri c = c_5.

224 A. S. STARKOV Literatura 1. ȷ. L. Lions, �. Madßenes, Neodnorodnye graniqnye zadaqi i ih prilo-

ßeniØ. Mir, Moskva, 1971.

2. I. K. Daugavet, Vvedenie v teori¸ priblißeniØ funkciæ. Izd-vo LGU, Leningrad, 1977.

Starkov A. S. On recovering of the density in the plane domain from incomplete spectral data.

An inverse spectral problem of the density recovering is considered. The first N eigenvalues and traces on the boundary of the normal derivatives of eigenfunctions for Dirichlet problem are chosen as input data. The theorem that an error in the density approximation is less than cN �^β, with some positive constants c and β is proved.

Postupilo 1 oktØbrØ 1996 g.

AkademiØ holoda i piwevyh tehnologiæ