Z. A. ˚nson

VOLNY L˚VA TIPA SH V NEODNORODNO` TRANSVERSAL^NO-IZOTROPNO` UPRUGO` SREDE

Izuqenie voln LØva vblizi poverhnosti izotropnogo uprugogo tela bylo predmetom issledovaniæ mnogih avtorov. Osobyæ interes (v svØzi s ee praktiqeskoæ znaqimost~¸) predstavlØet rexenie zadaqi o rasprostranenii voln xepquweæ galerei, kakovymi ØvlØ¸tsØ volny LØva, v anizotropnoæ uprugoæ srede. Odnoæ iz pervyh rabot, gde dlØ matematiqeskogo opisaniØ voln LØva v anizotropnom uprugom tele ispol~zovany izvestnye kaustiqeskie razloßeniØ ı. A. Kravcova i D. L¸dviga, ØvlØetsØ [1].

V nastoØweæ rabote, ideæno blizkoæ [2], avtor prodolßaet issledovaniØ poverhnostnyh voln LØva dlØ anizotropnyh uprugih sred, sm. [3–5]. My ispol~zuem idei i podhod, kotorye byli primeneny v [4] i gde byli poluqeny usloviØ, neobhodimye dlØ vozniknoveniØ poverhnostnyh voln (analogiqnyh volnam LØva SH v izotropnom sluqae). UsloviØ ffti uvØzyvalis~ s kinematikoæ polØ luqeæ vblizi poverhnosti Σ, a toqnee, s napravleniØmi rasprostraneniØ voln, formiru¸wih volnu LØva. Pri postroenii ravnomernoæ asimptotiki volnovogo polØ my opiralis~ na rezul~taty [2] i tak ße, kak v [2, 5], ispol~zovali apparat prostranstvenno-vremennyh (PV) luqevyh razloßeniæ.

HotØ rassmatrivaemyæ tip simmetrii sredy ØvlØetsØ qastnym sluqaem anizotropii, transversal~no-izotropnaØ uprugaØ sreda (uprugie parametry sredy invariantny otnositel~no vraweniØ sistemy koordinat vokrug osi simmetrii L) prinadleßit k praktiqeski vaßnomu klassu anizotropnyh sred. V okonqatel~nyh formulah my sqitaem sistemu koordinat prØmougol~noæ, a poverhnost~ Σ – ploskost~¸.

Po sravneni¸ s [3] provedennye v dannoæ rabote vykladki ØvlØ¸tsØ bolee polnymi. Suwestvennym dopolneniem k [3] ØvlØ¸tsØ vyqisleniØ, svØzannye s neobhodimost~¸ uqeta ob¨- 243

244 Z. A. ˚NSON

emnyh voln, ffksponencial~no zatuha¸wih s glubinoæ, i s postroeniem ih luqevyh razloßeniæ. V otliqie ot [2] takih volny dve, a ne odna, i procedura opredeleniØ kompleksnyh ffækonalov fftih voln dostatoqno netrivial~na. Kofffficienty kaustiqeskih razloßeniæ dlØ voln LØva i luqevyh rØdov dlØ upomØnutyh ob¨emnyh voln nahodØtsØ rekurrentnym obrazom, sm. [2], v vide dvuhmasxtabnyh razloßeniæ po rasstoØni¸ toqki nabl¸- deniØ i po rasstoØni¸ kaustiki polØ luqeæ ot poverhnosti.

§1. Postanovka zadaqi. Postroenie asimptotiqeskih razloßeniæ dlØ voln LØva

MatematiqeskaØ postanovka zadaqi dlØ voln LØva, sosredotoqennyh vblizi poverhnosti neodnorodnogo uprugogo tela, ne zavisit ot tipa simmetrii sredy (t.e. ØvlØetsØ sreda izotropnoæ ili anizotropnoæ) i svoditsØ k rexeni¸ uravneniæ dvißeniØ uprugoæ sredy dlØ vektora smeweniØ ⃗u (⃗ L⃗u ) j ≡ ∇_i ( G^{iα}σ_{αj} ) − ρ ∂^2u_j ∂t^2 = 0, i, j, α = 1, 2, 3, (1.1)

gde σ_{αj} – tenzor naprØßeniæ, ρ – plotnost~ sredy, t – vremØ, ∇_i – kovariantnaØ proizvodnaØ. Na poverhnosti Σ dolßno vypolnØt~sØ kraevoe uslovie σ_{3j}(⃗u) | |_Σ = (a_{3jαβ}G^{αi}∇_iu^β )_Σ = 0, j = 1, 2, 3, (1.2)

gde a_{ijαβ} – simmetriqnyæ tenzor uprugih postoØnnyh sredy (tenzor teorii uprugosti): a_{ijαβ} = a_{αβij} = a_{jiβα}. V (1.1) i (1.2) G^{ij} – metriqeskiæ tenzor v krivolineænoæ sisteme koordinat q^1, q^2,

q^3; q^3 = n – koordinata po normali k Σ, ⃗n – ediniqnyæ vektor

normali, napravlennyæ vnutr~ tela; u_i, u^j – sootvetstvenno kovariantnye i kontravariantnye komponenty vektora ⃗u.

Volnovoe pole vysokoqastotnoæ volny LØva budem iskat~, kak i v [2], v vide kaustiqeskogo razloßeniØ

⃗u(q^1, q^2, q^3, t) = { ⃗Av(−p^{2/3}m) + ip^{−1/3} ⃗Bv^′(−p^{2/3}m) } e^{ipl}, (1.3) gde v – funkciØ �æri, l, m – iskomye funkcii koordinat q^1, q^2,

q^3 i vremeni t, p ≫ 1 (bol~xoæ parametr zadaqi), ⃗A, ⃗B ime¸t vid ⃗A = ∞∑ k=0 ⃗A k (ip)^k , ⃗B = ∞∑ k=0 ⃗B k (ip)^k . (1.3a)

VOLNY L˚VA TIPA SH 245

Po analogii s [2] poloßim m | |_Σ = γ > 0, γ = const > 0. (1.4)

Parametr γ v dal~neæxem moßem sqitat~ malym parametrom zadaqi, vsledstvie qego kofffficienty ⃗A^k i ⃗B^k vblizi Σ predstavim, kak i v [2], v vide dvuhmasxtabnyh razloßeniæ

⃗A^k = ∞∑ j=−k ∞∑ s=0 ⃗A^k_{sj}n^sγ^j , ⃗B^k = ∞∑ j=−k ∞∑ s=0 ⃗B^k_{sj}n^sγ^j , (1.5)

priqem rØdy dlØ ⃗A^0 i ⃗B^0 ne soderßat otricatel~nyh stepeneæ γ. Funkcii l, m iz (1.3) takße budut postroeny v vide dvoænyh rØdov po celym stepenØm n^iγ^j , i, j = 0, 1, 2, · · ·, sm. [2].

Kraevoe uslovie (1.2) v silu (1.3) zapisyvaetsØ v vide lineænoæ kombinacii funkciæ v(−p^{2/3}γ) i v^′(−p^{2/3}γ). PolagaØ v poluqennom vyraßenii, sm. [2, 3],

v^′(−p^{2/3}γ) = 0, γ = γ_ν = –^ν p^{2/3} , ν = 1, 2, 3, . . . (1.6)

(−–ν – korni funkcii v^′(τ )), dlØ kofffficientov σ^k_{3j}^|_{n=0} razlo-

ßeniØ σ_{3j} | |_{n=0} po stepenØm 1/ip poluqim vyraßeniØ σ^k_{3j} | |_{n=0} = [a_{3jαβ}l^α(A^k)^β + γa_{3jαβ}m^α(B^k )^β + σ_{3j}( ⃗A^{k−1}]_{n=0}× ×v(−p^{2/3}γ_ν )e^{ipl0 (q1,q2,t)}, l_0 = l | |_{n=0}, j = 1, 2, 3, (1.7)

kotorye dolßny ravnØt~sØ nul¸. V (1.7) l^α, m^α, (A^k)^β, (B^k )^β – kontravariantnye komponenty vektorov ∇l, ∇m, ⃗A^k, ⃗B^k. Indeks ν (nomer sobstvennoæ volny) u parametra γ budem v dal~neæxem opuskat~ i pri fiksirovannom ν budem sqitat~, qto γ – malo.

RekurrentnaØ sistema dlØ kofffficientov ⃗A^k, ⃗B^k (rezul~tat podstanovki (1.3), (1.3a) v (1.1)) imeet standartnyæ vid, sm. [2] { ( ⃗N_l + m ⃗N_m) ⃗A^k + m2 ⃗N_{lm} ⃗B^k = − ⃗F_1^{k−1}, 2 ⃗N_{lm} ⃗A^k + ( ⃗ N_l + m ⃗N_m ) ⃗ B^k = − ⃗F_2^{k−1}, k = 0, 1, 2, . . . (1.8) gde ⃗F_1^{k−1} ≡ ⃗M_l ⃗A^{k−1} + ( ⃗N_m + m ⃗M_m ) ⃗B^{k−1} + ⃗L ⃗A^{k−2}, ⃗F_2^{k−1} ≡ ⃗M_m ⃗A^{k−1} + ⃗M_l ⃗B^{k−1} + ⃗L ⃗B^{k−2}, ⃗A^{−r} = ⃗B^{−r} ≡ 0, r = 1, 2, (1.8a)

246 Z. A. ˚NSON

Operatory ⃗N_ξ, ⃗N_{ξη}, ⃗M_ξ – izvestnye operatory luqevogo metoda, kotorye dlØ anizotropnoæ uprugoæ sredy opredeleny sledu¸- wimi vyraßeniØmi ( ⃗N_ξ ⃗C)_j ≡ a_{ijαβ}ξ^iξ^αC^β − ρ ( ∂ξ ∂t )_2 C_j, 2( ⃗N_{ξη} ⃗C)_j ≡ a_{ijαβ} ( ξ^iη^α + ξ^αη^i ) C^β − 2ρ ∂ξ ∂t ∂η ∂t C_j, (1.9)

( ⃗M_ξ ⃗C)_j ≡ G^{αi} ( ∇_α(a_{ijδβ}ξ^δ) ) C^β + [ a_{ijδβ}ξ^iG^{δh}∇_hC^β+ +a_{ijδβ}ξ^β G^{iα}∇_αC^δ ] − 2ρ ∂ξ ∂t ∂C_j ∂t − ρ ∂^2 ξ ∂t^2 C_j. (1.9a)

Poloßim v (1.8) k = 0 i rassmotrim sootvetstvu¸wu¸ odnorodnu¸ sistemu dlØ ⃗A^0, ⃗B^0. Uslovie razreximosti vtorogo uravneniØ fftoæ sistemy na Σ v nulevom priblißenii po γ (γ = 0) imeet vid ( 2 ⃗N_{lm} ⃗A^0, ⃗A^0 )_{n=0} γ=0 = 0 (1.10)

ili vvidu (1.4) (^{∂m}_{∂q1} =^{∂m}_{∂q2} = 0 na Σ) ( a_{3jαβ}(A^0)^j(A^0)^β l^α )_{n=0} γ=0 = 0. (1.10a)

Sootnoxenie (1.10a) ØvlØetsØ neobhodimym usloviem vozniknoveniØ voln LØva. LevaØ qast~ poluqennogo ravenstva proporcional~na normal~noæ komponente gruppovoæ skorosti ⃗g volny LØva pri n = 0, γ = 0, sm. [3, 5], i sledovatel~no, ⃗g | |_{n=0γ=0} napra-

vlena vdol~ Σ.

Iz pervogo uravneniØ upomØnutoæ vyxe odnorodnoæ sistemy sleduet, qto (

⃗N_l ⃗A^0)_{n=0γ=0} = 0, (1.11)

t.e. ⃗A^0 (pri n = 0, γ = 0) – sobstvennyæ vektor simmetriqnoæ matricy A = (a_{ijαβ}l^il^α), a λ = ρl^2_t – sobstvennye znaqeniØ fftoæ matricy.

ObratimsØ k kraevym usloviØm (1.2), (1.7). PolagaØ v (1.7)

k = 0, γ = 0, prihodim k neobhodimosti vypolneniØ ravenstv (⃗ξ_j , ⃗A^0 )_{n=0} γ=0 = 0, j = 1, 2, 3 (1.12) ⃗ξ_j = (a_{3jα1}l^α, a_{3jα2}l^α, a_{3jα3}l^α).

VOLNY L˚VA TIPA SH 247

A zatem, proeciruØ (1.11) na ⃗n i uqityvaØ (1.12), poluqim na Σ

A^0_n | |_{n=0γ=0} = ( ⃗A^0, ⃗n)_{n=0γ=0} = 0, (1.13)

qto ØvlØetsØ osnovnoæ fiziqeskoæ harakteristikoæ glavnogo qlena asimptotiki volny LØva tipa SH na poverhnosti Σ, sm. [2].

V silu (1.12) i (1.13) vektory ⃗ξ_j dolßny byt~ ne tol~ko komplanarny, no ih kasatel~nye k Σ komponenty dolßny byt~ kollinearny v l¸boæ toqke poverhnosti (n = 0) v priblißenii

γ = 0, a imenno,

(⃗ξ_i)_s × (⃗ξ_j )_s = 0, i, j = 1, 2, 3

(⃗ξ_j )_s = ( a_{3jα1}l^α, a_{3jα2}l^α). (1.13a)

§2. Opredelenie kofffficientov

⃗A 0, ⃗B 0 v transversal~no-izotropnoæ

uprugoæ srede. Uravnenie perenosa

1. V silu svoæstv simmetrii tenzor uprugih postoØnnyh aijαβ,

fflementy kotorogo – funkcii koordinat, svoditsØ k simmetriqnoæ kvadratnoæ 6×6 matrice (c_{rs}), r, s = 1, 2, . . .6, priqem sootvetstvie meßdu parami indeksov (ij), (αβ) fflementov a_{ijαβ} i indeksami r, s fflementov c_{rs} daetsØ shemoæ, sm. [6]

(11) ←→ 1, (22) ←→ 2, (33) ←→ 3,

(23) = (32) ←→ 4, (13) = (31) ←→ 5, (12) = (21) ←→ 6.

V sluqae transversal~no-izotropnoæ uprugoæ sredy (uprugie postoØnnye sredy invariantny otnositel~no vraweniØ sistemy koordinat vokrug osi L) nenulevye fflementy matricy (c_{rs}) opredelØ¸tsØ pØt~¸ nezavisimymi parametrami i ime¸t sledu¸wiæ vid

c_{11} = c_{22}, c_{12} = c_{21}, c_{33}, c_{13} = c_{31} = c_{23} = c_{32},

c_{66} = (c_{11} − c_{12})/2, c_{44} = c_{55}. (2.1)

Nulevye ße fflementy matricy (c_{rs}) sovpada¸t s nulevymi fflementami fftoæ matricy dlØ izotropnoæ sredy. �lementy c_{rs} v (2.1) poluqeny v prØmougol~noæ dekartovoæ sisteme koordinat q^1, q^2, q^3, priqem os~ Oq^3 prinimaetsØ za os~ simmetrii L,

248 Z. A. ˚NSON

a poverhnost~ Σ okazyvaetsØ ploskost~¸. Niße my budem ffto predpolagat~, vyraßaØ fflementy a_{ijαβ} qerez c_{rs}. Zametim, qto pri fftom a_{3i}0_α0_β0_{≡0}, i^′, α^′, β^′ = 1, 2.

Krome togo, fflementy c_{rs} v (2.1) dolßny byt~ podqineny neravenstvam

c_{11} > 0, c_{33} > 0, c_{12} + c_{66} > 0, c_{66} > 0,

c_{44} = c_{55} > 0, (c_{12} + c_{66})c_{33} > c^2_{13},

(2.2)

kotorye ØvlØ¸tsØ sledstviem poloßitel~noæ opredelennosti kvadratiqnoæ formy dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii deformacii.

V oboznaqeniØh [6], udobnyh dlØ sravneniØ s izotropnym sluqaem,

c_{11} = c_{22} = λ + 2μ, c_{33} = λ + 2μ − ~p, c_{44} = c_{55} = μ − ~m,

c_{12} = c_{21} = λ, c_{13} = c_{23} = λ − ~l, c_{66} = μ, (2.2a)

dlØ operatora ⃗N_ξ iz (1.9) poluqaem vyraßenie ⃗N_ξ ⃗C ≡ (λ + μ)( ⃗C∇ξ)∇ξ + (μ(∇ξ)^2 − ρξ^2_t ) ⃗C_s+ + ( (μ − ~m)(∇ξ)^2 − ρξ^2_t ) C_n⃗n − { [ ξ_3( ~m + ~l)C_n∇_sξ + ξ^2_3 ~m ⃗C_s ] + + [ ξ_3( ~m + ~l)( ⃗C_s∇ξ) + ξ^2_3 (~p − ~m)C_n ] ⃗n } , (2.3)

gde ⃗C = ⃗C_s + C_n⃗n, ( ⃗C_s, ⃗n) = 0, ∇ξ = ∇_sξ + ξ_3⃗n, ξ_3 =^{∂ξ}_{∂n} , (∇_sξ, ⃗n) = 0.

Sootnoxenie (1.10), ili (1.10a), dlØ transversal~no-izotrop-noæ sredy privoditsØ na Σ pri γ = 0 k vidu

l_3 [ c_{44} | | ⃗A^0_s | |^2 + c_{33}(A^0_n)^2] = −A^0_n( ⃗A^0_s∇_sl)(c_{13} + c_{44}), (2.4)

gde l_3 =^{∂l}_{∂n} , ⃗A^0 = ⃗A^0_s + A^0_n⃗n, ∇_sl – vektor s komponentami^{∂l}_{∂q1} , ∂l ∂q2 . Tak kak A^0_n | |_{n=0γ=0} = 0 i, po predpoloßeni¸, | ⃗A 0| ≢ 0, iz (2.4)

sleduet

l_3 | |_{n=0γ=0} = 0 (2.5)

(budem predpolagat~, qto c_{13} + c_{44} ≠ 0). V izotropnom sluqae ravenstvo (2.5) vypolneno pri l¸bom γ, [2].

VOLNY L˚VA TIPA SH 249

ObrawaØs~ k ravenstvam (1.12) i uqityvaØ (2.5), pri j = 3 poluqim

(⃗ξ_3, ⃗A^0 )_{n=0} γ=0 = c_{13}( ⃗A^0∇_sl) | |_{n=0γ=0} = 0, (2.6)

a pri j = 1, 2 usloviØ (1.12) budut udovletvoreny toßdestvenno v silu (2.5) i a_{3i}0_α0_β0 ≡ 0, i^′, α^′, β^′ = 1, 2. Tak kak pri fftom na Σ

(⃗ξ_1)_s ≡ 0, (⃗ξ_2)_s ≡ 0 (γ = 0),

to (1.13a) takße vypolneny.

Takim obrazom, sobstvennyæ vektor ⃗A^0 zadaqi (1.11) imeet pri n = 0, γ = 0 polØrizaci¸

⃗A^0 = | ⃗A^0| ⃗ζ |⃗ζ| , (2.7)

gde ⃗ζ = ∇_sl × ⃗n, a ⃗ζ, ∇_sl, ⃗n – troæka ortogonal~nyh vektorov na

Σ (γ = 0).

Iz (1.11) i (2.3), ispol~zuØ (2.5) i (2.7), poluqim na Σ pri

γ = 0 uravnenie

c_{66}(∇_sl)^2 − ρl^2_t = 0, c_{66} ≡ μ, (2.8)

kotoroe est~ PV-uravnenie ffækonala na poverhnosti Σ i sovpadaet s takovym v [2]. FunkciØ l_{00} ≡ l |_{n=0} γ=0 (ffækonal poverhnostnoæ

volny) nahoditsØ odnoznaqno metodom harakteristik, esli zadany znaqeniØ l_{00} | |_{t=0}.

Veliqina^{(−lt )}_{|∇sl|} = (^{c66}_ρ )^{1/2}, gde (−l_t) > 0, est~ fazovaØ skorost~ voln, formiru¸wih popereqnu¸ volnu LØva. Iz fiziqeskih soobraßeniæ oqevidno, qto ffta skorost~ dolßna byt~ naimen~xeæ iz skorosteæ v_r, r = 1, 2, 3, dlØ treh tipov voln, rasprostranØ¸- wihsØ v anizotropnoæ uprugoæ srede. �tot fakt podtverßdaetsØ vyqisleniØmi, vypolnennymi v §3, p. 2.

2. ObratimsØ k vyqisleni¸ kofffficienta^⃗B^0. ProeciruØ pri

k = 0 vtoroe uravnenie sistemy (1.8) na ∇_sl i ⃗n i uqityvaØ (2.5),

(2.7), (2.8), (2.3), nahodim na Σ

( ⃗B^0∇_sl)n=0_{γ=0} = 0, B^0_n | |_{n=0γ=0} = 0. (2.9)

250 Z. A. ˚NSON

Poloßim teper~ v (1.7) k = 0 i zapixem σ^0_{3j} | |_{n=0} v vide

σ^0_{33} | |_{n=0} = = [ c_{13}( ⃗A^0∇_sl) + c_{33}A^0_nl_3 + γ ∂m ∂n c_{33}B^0_n ] v(−ρ^{2/3} γ)e^{ipl} | |_{n=0},(2.10)

σ^0_{3j}0 | |_{n=0} =

= c_{44} [ ∂l ∂q^{j0} A^0_n + l_3(A^0)_j0 + γ ∂m ∂n (B^0 )_j0 ] v(−ρ^{2/3}γ)e^{ipl} | |_{n=0}. j^′ = 1, 2. (2.11)

Sproeciruem (2.11) na ⃗ζ = ∇_sl ×⃗n. PoluqennaØ proekciØ obratitsØ v nul~ s toqnost~¸ do qlenov O(γ^2 ), esli my poloßim

( ⃗B^0, ⃗ζ)n=0_{γ=0} = 0 (2.9a)

(priqem my uqli, qto^{∂l3}_{∂γ} =^{∂2l}_{∂n∂γ} = 0 pri n = 0, γ = 0, sm. niße), i sledovatel~no, v silu (2.9), ⃗B^0 | |_{n=0γ=0} = 0. (2.10a)

Rassmotrim teper~ pervoe uravnenie sistemy (1.8) pri k = 1. Uslovie razreximosti poluqennogo vektornogo uravneniØ dlØ

⃗A 1 na Σ pri γ = 0 imeet vid

( ⃗F_1^0, ⃗A^0)n=0_{γ=0} = 0

i vsledstvie (2.10a) i (1.9a) moßet byt~ zapisano v forme

( ⃗M_l ⃗A^0, ⃗A^0)n=0_{γ=0} = { ∇_α0 ( G^{α0i0} a_i0_{jδβ}(A^0)^j (A^0)^βl^δ ) + + ∂ ∂n ( a_{3jδ}0_β(A^0)^j(A^0)^β l^{δ′} ) + ∂^2l ∂n^2 a_{3α3β}(A^0)^α(A^0)^β + + ∂ ∂t ( − ρl_t| ⃗A^0|^2 ) } n=0 γ=0 = 0.

(2.12)

Ravenstvo (2.12) svoditsØ k uravneni¸ perenosa dlØ ⃗A^0 na Σ, esli vospol~zovat~sØ vyraßeniem dlØ^{∂2l}_{∂n2} | |_{n=0γ=0} , kotoroe vyqislØ-

etsØ iz vtorogo uravneniØ sistemy (1.8) pri k = 0. Vypixem fftu

VOLNY L˚VA TIPA SH 251

sistemu (polagaØ v (1.8) k = 0) s cel~¸ udobstva izloßeniØ poluqennyh rezul~tatov: { ⃗N_l ⃗A 0 + m ⃗N_m ⃗A 0 + m2 ⃗N_{lm} ⃗B 0 = 0, 2 ⃗N_{lm} ⃗A^0 + ⃗N_l ⃗B^0 + m ⃗N_m ⃗B^0 = 0.

. (2.13)

Funkcii l i m stroØtsØ v vide razloßeniæ po n i γ, [1, 2], l = ∞∑ i,j=0 l_{ij}n^iγ^j , m = ∞∑ i,j=0 m_{ij}n^iγ^j , priqem kofffficienty fftih razloßeniæ nahodØtsØ rekurrentnym obrazom pri uslovii, qto l_{00} = l | |_{n=0γ=0} izvestna na Σ.

DifferenciruØ 2-e uravnenie odnorodnoæ sistemy (2.13) po n i proeciruØ ego na ⃗A^0, poluqim

∂^2l ∂n^2 | |_{n=0γ=0} = 2l_{20} = − 1 ~a_{33}m_{10} ρ(−l_t) dm_{10} dt , ~a_{33} ≡ a_{3α3β}(A^0)^α(A^0)^β | ⃗A^0|^2

. (2.14)

DlØ transversal~no-izotropnoæ sredy ~a_{33} = c_{44};^{dm10}_{dt} – proizvodnaØ vdol~ PV-luqa – harakteristiki uravneniØ (2.8).

Kofffficient m_{10} =^{∂m}_{∂n} | |_{n=0γ=0} v (2.14), tak ße kak i l_{01} =^{∂l}_{∂γ} | |_{n=0γ=0} ,

nahoditsØ v rezul~tate differencirovaniØ 1-go uravneniØ sistemy (2.13) sootvetstvenno po n i γ, tak qto

m^3_{10} = − ( 2(l_{00})^2_t c_{44/ρ}Rff ) n=0 , l_{01} = − 1 (−l_{00})_t M∫ M0 c_{44} ρ m^2_{10} 2 ds, ds = dt, gde integral beretsØ vdol~ PV-luqa,^2_Rff = (^∂_{∂n} ln^{c66}_ρ )_{n=0} > 0,

c_{66} = μ, Rff – ffffektivnyæ radius krivizny, sovpada¸wiæ s so-

otvetstvu¸weæ veliqinoæ v [2], esli Σ – ploskost~.

Ravenstvo (2.12) teper~ privoditsØ k vidu (n = 0, γ = 0)

div_s ( ⃗g | ⃗A^0|^2ρ |m_{10}| ) + ∂ ∂t | ⃗A^0|^2ρ |m_{10}| = 0, (2.15)

gde vektor ⃗g – gruppovaØ skorost~ poverhnostnoæ volny – imeet komponenty g_i0 =^{c66}_ρ^{∂l}_{∂qi}0 /(−l_t), i^′ = 1, 2, sm. [5].

252 Z. A. ˚NSON

IntegriruØ (2.15) vdol~ PV-luqa, dlØ ⃗A^0 na Σ poluqaem formulu luqevogo metoda ⃗A^0_n | | | |n=0_{γ=0} = χ^0(α^1, α^2) ( |m_{10}| ρΔ )_{1/2} n=0 ⃗ζ, (2.15a)

gde Δ =^{D(t,q1,q2)}

D(s,α1,al2 ) – Økobian perehoda ot koordinat t, q

1, q^2 k lu-

qevym koordinatam s, α_1, α_2, χ^0(α_1, α_2) – proizvol~naØ funkciØ, postoØnnaØ vdol~ PV-luqa.

3. PredpolagaetsØ, qto procedura postroeniØ kofffficientov

⃗A0_{ij}, ⃗B0_{ij}, i, j ¿ 1, razloßeniæ (1.5) ØvlØetsØ rekurrentnoæ, sm. [2],

qto i budet pokazano niße. DifferenciruØ po n odnorodnu¸ sistemu (2.13), iz pervogo uravneniØ nahodim pri n = 0, γ = 0 proekcii ∂ ⃗A^0 ∂n | | | |_{∇sl}, ∂A^0_n ∂n , a iz vtorogo uravneniØ poluqennoæ sistemy opredelØem pri

n = 0, γ = 0 ∂ ⃗B^0 ∂n | | | |_{∇sl}, ∂B^0_n ∂n . Legko videt~ pri fftom, ispol~zuØ (2.3), qto dlØ transversal~no-

izotropnoæ sredy (^{∂ ⃗A 0}_{∂n} ,_{∇sl} ) = 0,^{∂A0n}_{∂n} = 0 (n = 0, γ = 0).

Rassmotrim 2-e uravnenie sistemy (1.8) pri k = 1. Netrudno

ubedit~sØ, qto uslovie razreximosti fftogo uravneniØ dlØ ⃗B^1 pri n = 0, γ = 0 imeet vid ( ⃗ F^0_2 , ⃗A^0 )_{n=0} γ=0 = 0 i, tak ße kak v [2], opredelØet ewe ne naædennu¸ proekci¸

(^{∂ ⃗A 0}_{∂n} , ⃗ζ)n=0_{γ=0} .

DifferenciruØ teper~ sistemu (2.13) po γ, iz 1-go uravneniØ (proeciruØ ego na ∇_sl i ⃗n) poluqaem ∂ ∂γ ( ⃗A^0∇_sl ) | | | |n=0_{γ=0} = 0, ∂A^0_n ∂γ | | | |n=0_{γ=0} = 0, (2.16)

a iz 2-go uravneniØ sootvetstvenno naædem ( ∂ ⃗B^0 ∂γ , ∇_sl ) n=0 γ=0 = 0, ∂B^0_n ∂γ | | |_{n=0} γ=0 = 0, (2.16a)

VOLNY L˚VA TIPA SH 253

ProdolßaØ process postroeniØ vysxih priblißeniæ asimptotiki po γ i differenciruØ 1-e uravnenie sistemy (2.13) dvaßdy po γ, pridem pri n = 0, γ = 0 k ravenstvu

(c_{12} + c_{66})(∇_sl)^2

∂^2 ∂γ^2 ( ⃗A^0∇_sl) = = [ 2c_{44}m^2_{10} + 4ρ(−l_t) dl_{01} dt ] ( ⃗ A^0, ∇_s l_{01} ) , (2.17)

gde^{dl01}_{dt} – proizvodnaØ vdol~ PV-luqa.

Pervoe iz ravenstv (2.16) opredelØet (^{∂ ⃗A 0}_{∂γ} , ∇_sl), ravenstvo

ße (2.17) daet proekci¸ (^{∂2 ⃗A 0}_{∂γ2} , ∇_sl).

Pri nahoßdenii proekciæ (2.16a) i ravenstva (2.17) neobhodimo vyqislit~ kofffficient l_{11} ≡^{∂l3}_{∂γ} | |_{n=0γ=0} =^{∂2l}_{∂n∂γ} | |_{n=0γ=0} . �to legko

sdelat~, esli vospol~zovat~sØ ravenstvom ( 2 ⃗N_{lm} ⃗A^0, ⃗A^0 ) = m ( 2 ⃗N_{lm} ⃗B^0, ⃗B^0 ) , (2.18)

kotoroe ØvlØetsØ sledstviem sistemy (2.13). DifferenciruØ (pri n = 0) (2.18) po γ, poluqim, qto l_{11} = 0.

Procedura opredeleniØ ewe ne naædennyh proekciæ^{∂ ⃗A 0}_{∂γ} ,^{∂ ⃗B 0}_{∂γ} , ∂ ⃗B 0 ∂n na napravlenie ⃗ζ (pri n = 0, γ = 0) osnovana na ispol~zovanii usloviæ razreximosti, k kotorym privodit differencirovanie po n i γ sistemy (1.8) pri k = 1.

Rassmotrim (2.10), (2.11), ispol~zuØ poluqennye rezul~taty. Kofffficient pri γ^1 v fftih vyraßeniØh raven nul¸ v silu

l_{11} = 0, ⃗B_{00} = 0 i ravenstv (2.16). Kofffficient ße pri γ^2 dlØ

vyraßeniØ v kvadratnyh skobkah v (2.10) okazyvaetsØ ravnym

c_{13}^{∂2}_{∂γ2} ( ⃗A^0∇_sl) | |_{n=0γ=0} i otliqen ot nulØ vsledstvie (2.17).

Nevozmoßnost~ udovletvorit~ kraevym usloviØm s toqnost~¸ do o(γ^2) prepØtstvuet processu postroeniØ kofffficientov ⃗A^0_{ij} ,

⃗B^0_{ij} , j ¿ 2. Vyhod iz fftoæ situacii – dobavit~ k razloße-

ni¸ (1.3) (k pol¸ volny LØva) ne odno, kak v [2], a dva PV luqevyh razloßeniØ dlØ dvuh bolee bystryh voln s kompleksnymi ffækonalami.

§3. Postroenie luqevyh razloßeniæ dlØ ob¨emnyh voln s kompleksnymi ffækonalami

1. Volnovye polØ ⃗u1,2 ob¨emnyh voln my predstavim v vide

254 Z. A. ˚NSON

PV luqevyh rØdov ⃗u_{1,2} = γe^{ipθ1,2} ∞∑ k=0 ⃗Ck_{1,2} (ip)^k . (3.1)

Kak i v [2], ffti volny budut ffksponencial~no zatuhat~ s udaleniem ot poverhnosti Σ, esli ffækonaly θ_{1.2} podqineny na Σ usloviØm θ_{1,2} | |_Σ = l | |_Σ, Im ∂θ^{1,2} ∂n | |_Σ > 0. (3.2)

Podstanovka (3.1) v uravneniØ (1.1) privodit k rekurrentnym uravneniØm PV luqevogo metoda, a imenno, ⃗N_{θ1,2} ⃗C^k_{1,2} = −[ ⃗M_{θ1,2} ⃗C^{k−1}_{1,2} + ⃗L ⃗C^{k−2}_{1,2} ], k = 0, 1, 2, . . . ⃗C^{−1}_{1,2} = ⃗C^{−2}_{1,2} ≡ 0, (3.3)

priqem

⃗C^k_{1,2} = Φ^k_{1,2}⃗–_{1,2} + ⃗U^{k0}_{1,2}, ⃗U^{00}_{1,2} ≡ 0. (3.4)

Pri k = 0 imeem ⃗C^0_{1,2} = Φ^0_{1,2}⃗–_{1,2}, gde ⃗–_{1,2} – vektory polØrizacii – udovletvorØ¸t odnorodnoæ sisteme ( ⃗ N_{θr} ⃗–_r)_j ≡ a_{ijβδ}θ^i_r θ^β_r –^δ_r − ρ(θ_r )^2_t (–_r)_j = 0, r = 1, 2; j = 1, 2, 3 (3.5)

i podqineny, naprimer, uslovi¸ normirovki ρ| ⃗–_r |^2 = 1.

�ækonaly θ_{1,2}, tak ße kak i vektory polØrizacii ⃗–_{1,2}, odnoznaqno opredelØ¸tsØ usloviØmi (3.2) i nahodØtsØ v vide razloßeniæ po n i γ, sm. niße. Funkcii Φ^0_{1,2} podleßat opredeleni¸ iz kraevyh usloviæ (1.2) dlØ summarnogo volnovogo polØ ⃗u+⃗u_1 +⃗u_2. Podstanovka fftoæ summy v (1.2) privodit k trebovani¸ ravenstva nul¸ summy vyraßeniæ (1.7) i σ^k_j(⃗u_{1,2}) | |_{n=0}, ime¸wih vid σ^k_{3j} ( ⃗u_r )| n=0 = γ [ a_{3jβδ}θ^β_r (C^k_r )^δ + σ_{3j}( ⃗C^{k−1}_r ) ] e^{ipl} | |_{n=0}, r = 1, 2. (3.6)

Pri k = 0 dlØ pravyh qasteæ (3.6) poluqim γ { Φ^0_r [ c_{13}(⃗–_r, ∇_sl) + c_{33}(θ_r )_n(–_r)_n ] e^{ipl} } n=0, (3.7) γ { Φ^0_rc_{44} [ (–r)n^{∂l}_{∂qj0} + (θr )n(–r)j0^]e^{ipl} } n=0 , r = 1, 2; j^′ = 1, 2. (3.8)

VOLNY L˚VA TIPA SH 255

PriravnivaØ nul¸ summu (2.10) i dvuh slagaemyh (3.7) (r =

1, 2), a takße polagaØ ravnoæ nul¸ proekci¸ na ∇_sl summy vekto-

rov (2.11) i (3.8) (r = 1, 2), poluqim na poverhnosti Σ lineænu¸ (neodnorodnu¸) sistemu dlØ^{∂Φ01,2}_{∂γ} |_{n=0} γ=0 . Kak oqevidno iz rezul~-

tatov §2, na Σ sleduet poloßit~ Φ^0_{1,2} | |_{γ=0} = 0.

ProeciruØ summu vektorov (2.11) i (3.8) na ⃗ζ = ∇_sl × ⃗n, priravnØem u fftoæ proekcii kofffficient pri γ^2 nul¸. Poluqennoe ravenstvo sovmestno s 1-ym uravneniem sistemy (1.8) pri k = 1 daet vozmoßnost~ naæti (^{∂ ⃗A 0}_{∂γ} , ⃗ζ)n=0_{γ=0} i (^{∂ ⃗B 0}_{∂γ} , ⃗ζ)n=0_{γ=0} . Zametim, qto

proekciØ (3.8) na ⃗ζ ne vliØet na znaqenie upomØnutogo kofffficienta, t.k. (⃗–_{1,2}, ⃗ζ) = 0 pri n = 0, γ = 0, sm. niße.

Kak i v [2], nahoßdenie vysxih qlenov asimptotiki ⃗A^k i ⃗B^k,

k ¿ 1, podqinØetsØ rekurrentnomu processu. My ostanovimsØ

na nekotoryh detalØh sootvetstvu¸wih vyqisleniæ, no posle togo, kak opixem proceduru postroeniØ kompleksnyh ffækonalov luqevyh rexeniæ ⃗u_{1,2}.

2. Pust~ (θ1,2)n =^{∂θ1,2}_{∂n} , soglasno s (3.2), – kompleksnye veli-

qiny na Σ, priqem |(θ_{1,2})_n| ≠ 0. ProeciruØ vektornye uravneniØ (3.5) na ⃗n i ∇_sl, ispol~zuØ pri fftom (2.3) i uravnenie ffækonala (2.8), sootvetstvenno poluqim na Σ pri γ = 0

(c_{13} + c_{44})θ^2_n(⃗–∇_sl) + [ c_{33}θ^2_n − ~m(∇_sl)^2 ] θ_n–_n = 0, (3.9) [ (c_{12} +c_{66})(∇_sl)^2 +c_{44}θ^2_n ] (⃗–∇sl)+(c13 +c44)(∇sl)^2θn–n = 0, (3.10)

gde ~m = (c_{66} − c_{44}). Ravenstva (3.9), (3.10) predstavlØ¸t soboæ odnorodnu¸ sistemu dlØ (⃗–∇_sl) i θ_n–_n, gde pod ⃗– i θ_n podrazumevaem ⃗–_{1,2} i (θ_{1,2})_n. Nas budut interesovat~ lix~ nenulevye rexeniØ sistemy (3.9), (3.10) (⃗–∇_sl) ≠ 0, θ_n–_n ≠ 0. V protivnom sluqae dolßno vypolnØt~sØ (⃗–_{1,2}, ⃗ζ) ≢ 0 (predpolagaem, qto ⃗–_{1,2} ≢ 0), i iz (3.5), (2.3) nemedlenno sledu¸t ravenstva (θ_{1,2})_n = 0 pri n = 0, γ = 0, qto protivoreqit (3.2). Vozmoßnost~ obraweniØ v nul~ vyraßeniæ v kvadratnyh skobkah v (3.9), (3.10) iskl¸qaetsØ, tak kak v fftih sluqaØh takße

(⃗–1,2∇sl) = (–1,2)n = 0.

Takim obrazom, my prihodim k neobhodimosti vypolneniØ

256 Z. A. ˚NSON

pri n = 0, γ = 0 ravenstva

Δ ≡ c_{33}c_{44}θ^4_n + { (c_{12} + c_{66})c_{33} − (c_{13} + c_{44})^2 − ~mc_{44} } (∇_sl)^2θ^2_n−

− ~m(c_{12} + c_{66})(∇_sl)^4 = 0, (3.11)

gde Δ – opredelitel~ sistemy (3.9), (3.10).

Vektory polØrizacii ⃗–_{1.2}, kak i sledovalo oßidat~, udovletvorØ¸t na Σ uslovi¸ ortogonal~nosti ( ⃗–1,2,^⃗ζ^)n=0_{γ=0} = 0, (3.11a)

qto neposredstvenno sleduet iz (3.5), (2.3), a toqnee, iz ravenstva ( ⃗ N_{θ1,2} ⃗–_{1,2}, ⃗ζ )_{n=0} γ=0 = 0 pri uqete (2.8).

Itak, iskomye znaqeniØ (θ_{1,2})_n pri n = 0, γ = 0 dolßny byt~ kornØmi bikvadratnogo uravneniØ (3.11), tak qto

(θ_n)^2_{1,2} =

−f ∓ [f^2 + 4 ~m(c_{12} + c_{66})c_{33}c_{44}]^{1/2} 2c_{33}c_{44}

(∇_sl)^2, (3.12)

f ≡ (c_{12} + c_{66})c_{33} − (c_{13} + c_{44})^2 − ~mc_{44}, ~m = c_{66} − c_{44}.

Oqevidno, znaqeniØ (θ_n)^2_{1,2} opredelØ¸tsØ znakami f i ~m. Krome togo, Øsno, qto esli f > 0 i ~m < 0, to (θ_n)^2_{1,2} < 0. V izotropnoæ uprugoæ srede imeem ~m = 0 (c_{44} = c_{66} = μ), f = μ(λ + μ) > 0,

(θ_n)_2 = 0, (θ_n)^2_1 = −^{λ+μ}_{λ+2μ} (∇_sl)^2, qto sootvetstvuet [2].

Oboznaqim v (3.12)

F ≡ f^2 + 4 ~m(c_{12} + c_{66})c_{33}c_{44}.

Naædem usloviØ (oni svodØtsØ k sootnoxeniØm meßdu fflementami matricy (c_{rs})), kotorye obespeqiva¸t vypolnenie neravenstv:

a) f > 0, b) F > 0,

priqem v oboih sluqaØh dolßen suwestvovat~ koneqnyæ interval izmeneniØ ~m < 0, vkl¸qa¸wiæ ~m = 0.

a) Neravenstvo f > 0 budet vypolneno, esli, vo-pervyh, ~m < 0, i, vo-vtoryh,

~f ≡ (c_{12} + c_{66})c_{33} − (c_{13} + c_{44})^2 > 0. (3.13)

VOLNY L˚VA TIPA SH 257

Tak kak c_{44} > 0 (sm. (2.2)), to dolßno vypolnØt~sØ neravenstvo [ (c_{12} + c_{66})c_{33} ]_{1/2} > c_{13} ili (c_{12} + c_{66})c_{33} > c^2_{13}, (3.14)

esli c_{13} > 0. No imenno ffto neravenstvo prisutstvuet v (2.2) i voznikaet pri ishodnoæ postanovke zadaqi.

Ispol~zuØ c_{44} = c_{66} − ~m, legko videt~, qto neravenstvo (3.13) vypolneno, esli

^f ≡ (c_{12} + c_{66})c_{33} − (c_{13} + c_{66})^2 > 0, (3.15) ~m ∈ (−| ~m_1|, 0], | ~m_1| = ^f [(c_{13} + c_{66}) + √ (c_{12} + c_{66})c_{33}]

. (3.16)

b) Pust~ ~m < 0. Togda neravenstvo F > 0, kak legko videt~, budet tem bolee vypolneno pri ~m < 0, esli

F > −4 ~m^2f̃ + 4 ~mg + ^f^2 > 0, (3.17) gde f̃ ≡ (c_{12} + c_{66})c_{33} − (c_{13} + c_{66})c_{13}, g ≡ (c_{13} + c_{66})f̃ + c_{66} ^f .

Esli c_{13} > 0 i vypolneno (3.15), to f̃ > ^f > 0, i (3.17) spravedlivo, esli ~m ∈ (− | ~m_2 |, 0], | ~m_2 |= √ g^2 + ^f^2f̃ − g 2f̃ , (3.18)

priqem, | ~m_2 |> ^f 2f̃ ^f (c_{13} + 2c_{66}) + [2(c_{13} + 2c_{66})c_{66} + (c_{12} + c_{66})c_{33}]^{1/2} . Itak, moßem sformulirovat~

Utverßdenie. Pust~ vypolneny neravenstva

(c_{12} + c_{66})c_{33} − (c_{13} + c_{66})^2 > 0, c_{13} > 0, (3.19)

(pri fftom budut spravedlivy (3.14)). Togda suwestvuet takoæ interval (− | ~m_0 |, 0] izmeneniØ ~m = c_{66} − c_{44} 6 0, | ~m_0 |= min{| ~m_1 |, | ~m_2 |}, gde | ~m_1 |, | ~m_2 | ime¸t sootvetstvenno vid (3.16) (3.18),

258 Z. A. ˚NSON

qto korni bikvadratnogo uravneniØ (3.11), opredelØemye (3.12), razliqny i (θ_n)^2_{1,2} < 0.

Itak, esli fflementy matricy (c_{rs}) udovletvorØ¸t uslovi- Øm (3.19) (a sledovatel~no, i (3.14)), to

θ_{1,2} = l_{00} + i | (θ_n)^2_{1,2} |^{1/2} n + O(n^2) + O(γ)

(gde (θ_n)^2_{1,2} ime¸t vid (3.12)) sut~ kompleksnye ffækonaly zatuha¸wih s glubinoæ voln ⃗u_{1,2} vida (3.1). UravneniØ sistemy (3.9), (3.10) svodØtsØ k odnomu uravneni¸ i v silu normirovki

ρ | ⃗–_{1,2} |^2= 1 opredelØ¸t komponenty ⃗–_s i –_n vektorov ⃗–_{1,2} (pri n = 0, γ = 0).

Zameqanie. Esli vypolneno (3.13) i c13 > 0, to pri uslovii

c_{11} > c_{33} (ili, v oboznaqeniØh (2.2a), 0 < ~p < c_{11}, ~p = c_{11} − c_{33})

legko videt~, qto c_{11} > c_{44}. No togda v silu dokazannogo vyxe utverßdeniØ imeem

c_{11} > c_{44} > c_{66}, (3.20)

i imenno ffti neravenstva pokazyva¸t, qto skorost~ voln LØva, pri n = 0, γ = 0 ravnaØ (c_{66}/ρ)^{1/2}, ØvlØetsØ naimen~xeæ iz skorosteæ v_r, r = 1, 2, 3, rasprostranØ¸wihsØ po poverhnosti Σ voln, sm. takße Priloßenie.

Process postroeniØ vysxih priblißeniæ po γ (pri n = 0) dlØ kofffficientov ⃗A^0, ⃗B^0 teper~ svØzan s razloßeniØmi po γ kak vektorov ⃗–_{1,2}, tak i ffækonalov θ_{1,2}. Procedura opredeleniØ kofffficientov pri γ^1 v fftih razloßeniØh opisana v Priloßenii. Kofffficienty ße razloßeniæ Φ^0_{1,2} | |_{n=0} po celym stepenØm

γ^s, s > 1, nahodØtsØ iz kraevyh usloviæ, sm. punkt 2. Qto ße

kasaetsØ priblißeniæ po n dlØ ⃗–_r, θ_r , Φ^0_r, r = 1, 2, to oni opredelØ¸tsØ, s odnoæ storony, iz uravneniæ (3.5), a s drugoæ – iz usloviæ razreximosti uravneniæ (3.3) pri k = 1. V rezul~tate funkcii ⃗–_r, θ_r , Φ^0_r predstavlØem v vide

θ_r = ∞∑ i,j=0 (θ_r )_{ij} n^iγ^j , ⃗–_r = ∞∑ i,j=0 ( ⃗–r)ijn^iγ^j , Φ^0_r =^{∞∑}_{i,j=0}(Φ^0_r )ijn^iγ^j .

3. OstanovimsØ na vyqislenii sledu¸wih priblißeniæ po k asimptotiqeskih rØdov (1.3), (3.1), a imenno, na opredelenii

VOLNY L˚VA TIPA SH 259 ⃗A k, ⃗B k, ⃗C_r k, k ¿ 1. Vsledstvie (1.5), tak ße kak i v [2], vvedem

funkcii ⃗A^k ≡ γ^k ⃗A^k, ⃗B^k ≡ γ^k ⃗B^k, ⃗C_r^k ≡ γ^k ⃗C_r^k. (3.21) Pri fftom levye qasti uravneniæ sistemy (1.8) dlØ kofffficientov (3.21) budut imet~ preßniæ vid, a pravye qasti priobretut mnoßitel~ γ. To ße budet imet~ mesto i v kraevyh usloviØh, tak qto v pravyh qastØh (1.7) mnoßitel~ γ poØvitsØ u slagaemogo σ_{3j}( ⃗A^{k−1}), a v pravyh qastØh (3.6) – u slagaemogo σ_{3j}(⃗C_r^{k−1}).

Esli γ = 0, to ⃗A^k i ⃗B^k udovletvorØ¸t na Σ odnorodnoæ sisteme, sledu¸weæ iz (2.13) pri γ = 0. Kofffficienty ⃗A^k | |_{n=0γ=0} budut

imet~ tu ße polØrizaci¸, qto i ⃗A^0 | |_{n=0γ=0} . Vyqislenie koffffici-

entov razloßeniæ ⃗A^k, ⃗B^k, ⃗C_r^k po stepenØm n^iγ^j , i, j = 0, 1, 2, . . ., budet prohodit~ po analogii s opisannoæ vyxe shemoæ opredeleniØ fftih kofffficientov pri k = 0.

Priloßenie

1. Dadim matematiqesku¸ interpretaci¸ neravenstvam

(3.20), kotorye oznaqa¸t, qto volny LØva, kak i v izotropnoæ srede, ØvlØ¸tsØ rezul~tatom naloßeniØ medlennyh voln s fazovymi skorostØmi (c_{66}/ρ)^{1/2}.

Rassmotrim zadaqu (1.11), gde ⃗A^0 – sobstvennyæ vektor simmetriqnoæ matricy A = (a_{ijαβ}l^il^α). Sobstvennye znaqeniØ fftoæ matricy – korni harakteristiqeskogo uravneniØ, kotoroe pri

n = 0, γ = 0 moßno predstavit~ v vide det(A − λI) = − { (λ − ^a_{i3α3}) [ (λ − ^a_{i1α1})(λ − ^a_{i2α2}) − (^a_{i1α2})^2 ]} + +l^2_3 b(q^1, q^2, l^j) = 0, (1)

gde ^a_{ijαβ} ≡ a_{ijαβ}l^il^α, b – odnorodnaØ funkciØ (stepeni 4) po peremennym l_i =^{∂l}_{∂qi} , i = 1, 2, 3 (q^3 = n), I – ediniqnaØ matrica.

Uqtem (2.5), t.e. ravenstvo l_3 |_{n=0} γ=0 = 0 (odno iz neobhodimyh

usloviæ suwestvovaniØ voln LØva). Netrudno ubedit~sØ, sm. takße [4], qto korni vyraßeniØ v kvadratnyh skobkah v (1) v fftom sluqae ime¸t vid

λ_1 = (ρl^2_t )_1 = c_{66}(∇_sl)^2, λ_2 = (ρl^2_t )_2 = c_{11}(∇_sl)^2, c_{66} < c_{11}. (2)

260 Z. A. ˚NSON

DlØ tret~ego ße kornØ uravneniØ (1) poluqim λ_3 = c_{44}(∇_sl)^2.

Matrica A, u kotoroæ vse sobstvennye znaqeniØ razliqny, buduqi privedena k diagonal~noæ forme, soglasno [7] moßet rassmatrivat~sØ kak dvuosnyæ tenzor – invariantnoe predstavlenie trehmernogo vewestvennogo simmetriqnogo tenzora (matricy). Specifiqeskiæ vid vyraßeniØ v figurnyh skobkah (1), sm. [7], oznaqaet, qto λ_1 < λ_2 (ffto soglasuetsØ s (2)) i qto λ_3 leßit v promeßutke meßdu λ_1, λ_2. Sobstvennye vektory, sootvetstvu¸wie λ_1 i λ_2, leßat v ploskosti oseæ tenzora, a tretiæ – perpendikulØren fftoæ ploskosti. Itak, prihodim k neravenstvam

λ_1 < λ_3 < λ_2 ili c_{66} < c_{44} < c_{11}.

Esli vypolneno neravenstvo λ_3 < λ_1, t.e. c_{44} < c_{66} ( ~m > 0), to zadaqa postroeniØ asimptotiki voln LØva tipa SH nerazrexima, i dannoe neravenstvo obespeqivaet suwestvovanie (v rassmatrivaemom sluqae anizotropii) poverhnostnyh voln tipa SV , sm. [5]. Tenzor A pri fftom po-preßnemu ØvlØetsØ dvuosnym, no s inoæ orientacieæ ploskosti ego oseæ.

2. Privedem, v silu ih znaqimosti, rezul~taty vyqisleniæ

kofffficientov v razloßeniØh po γ (pri n = 0) kompleksnyh ffækonalov θ_{1,2} i vektorov polØrizacii ⃗–_{1,2} iz (3.4). RaspolagaØ znaqeniØmi (θ_r )_n | |_{n=0γ=0} i ⃗–_r | |_{n=0γ=0} , sm. §3, naædem^{∂(θr)n}_{∂γ} | |_{n=0γ=0} ,^{∂⃗}–r_{∂γ} | |_{n=0γ=0} ,

r = 1, 2.

DifferenciruØ po γ uravneniØ (3.5), proeciruØ ih sootvetstvenno na ⃗n i ∇_sl i uqityvaØ (3.9), (3.10), poluqim ( ∂ ∂γ ⃗N_θ ⃗–, ⃗n ) n=0 γ=0 = { 1 –n^{~Δ + c33}–^{n ∂θ} 2 n ∂γ + (c_{13} + c_{44})(⃗–∇_sl) ∂θ_n ∂γ + +(c_{13} + c_{44})θ_n(⃗–∇_sl_{01}) + [ ∂ ∂γ ( c_{44}(∇_sl)^2 − ρl^2_t ) ] –n } n=0 γ=0 = 0, (3) ( ∂ ∂γ ⃗N_θ ⃗–, ∇_sl ) n=0 γ=0 =

= { − (∇_sl)^2 (⃗–∇sl)^{~Δ + c44(⃗}–^{∇sl) ∂θ} 2 n ∂γ + (c_{13} + c_{44})(∇_sl)^2–_n ∂θ_n ∂γ + +(c_{12} + c_{66})(∇_sl)^2(⃗–∇_sl_{01}) + (∇_sl_{01}, ∇_sl) [ (c_{12} + c_{66})(⃗–∇_sl)+

VOLNY L˚VA TIPA SH 261

+(c_{13} + c_{44})θ_n–_n ] + [ ∂ ∂γ (c_{66}(∇_sl)^2 − ρl^2_t ) ] (⃗–∇sl) } n=0 γ=0 = 0, (4)

gde oboznaqeno

~Δ ≡ (c_{13} + c_{44})θ_n [ –n ( ∂⃗– ∂γ , ∇_sl ) − (⃗–∇_sl) ∂–n ∂γ ]

i pod θ, ⃗– podrazumevaem θ_{1,2}, ⃗–_{1,2}.

Iskl¸qaØ iz (3) s pomow~¸ (4) (ili naoborot) slagaemoe, soderßawee ~Δ, ispol~zuØ pri fftom uravnenie (2.8) i ravenstva (3.10), (3.11a), dlØ (^{∂θn}_{∂γ} )|n=0_{γ=0} poluqim ∂θ_n ∂γ | |_{n=0γ=0} = {[c_{33}–^2_n + c_{44}⃗–^2_s ]θ_n + (c_{13} + c_{44})–_n(⃗–∇_sl)}^{−1}_{n=0γ=0} × ×(−1) { ρ(−l_{00} )_t ( d dt l_{01} ) [ –^2_n + ⃗–^2_s^] − ~m(∇sl01, ∇sl)–^2_n− − 1 2 c_{44} θ^2_n (∇_sl)^2 (⃗–∇sl)^[(∇sl01, ⃗s0)(⃗–s, ⃗s0) + (⃗–∇sl01)^] } n=0 γ=0 , (5)

gde ⃗s_0 ≡ ∇_sl / |∇_sl|,^d_{dt} l_{01} – proizvodnaØ vdol~ PV-luqa, ⃗– = ⃗–s + –n⃗n, ( ⃗–s, ⃗n ) = 0. RaspolagaØ (5), iz (3) (ili (4)) i usloviæ normirovki |⃗–_r|^2ρ = 1 opredelØem (^{∂⃗}–^r_{∂γ} , ∇_sl)n=0_{γ=0} i (^{∂⃗}–^r_{∂γ} , ⃗n )n=0_{γ=0} , r = 1, 2. Dalee, iz raven-

stva (^{∂ ⃗Nθr ⃗}–^r_{∂γ} , ⃗ζ) = 0 naædem (^{∂⃗}–^r_{∂γ} , ⃗ζ)n=0_{γ=0}, a imenno, ( ∂⃗–r_{∂γ , ⃗ζ)n=0γ=0 =} (∇sl01,^⃗ζ)_{(∇} sl)^2 (⃗–r, ∇sl) | | |_{n=0} γ=0 , r = 1, 2. Oqevidno, qto process postroeniØ razloßeniæ θ_{1,2} i ⃗–_{1,2} po stepenØm γ pri n = 0 ØvlØetsØ rekurrentnym, i sledu¸wie priblißeniØ po γ, t.e. sootvetstvu¸wie kofffficienty fftih razloßeniæ, nahodØtsØ posledovatel~nym differencirovaniem po γ uravneniæ (3.5).

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ, grant 96-01-00666.

262 Z. A. ˚NSON

Literatura

1. V. D. Aßotkin, V. M. Babiq, O rasprostranenii voln LØva vdol~ poverhnosti anizotropnogo tela proizvol~noæ formy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 165 (1987), 9–14.

2. V. M. Babiq, Z. A. ˚nson, O rasprostranenii voln LØva vdol~ poverhnosti uprugogo tela proizvol~noæ formy. — Izv. AN SSSR, Fizika Zemli No. 5 (1985), 17–27.

3. Z. A. ˚nson, Nestacionarnye volny LØva vblizi poverhnosti transversal~no-izotropnogo uprugogo neodnorodnogo tela. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln, t. 30, L., (1990) s. 113–125.

4. Z. A. ˚nson, Volny LØva tipa SH v anizotropnoæ uprugoæ srede. Kinematiqeskiæ podhod II. — Zap. nauqn. semin. POMI 218 (1994), 206–218.

5. Z. A. ˚nson, O rasprostranenii voln RffleØ tipa SV v transversal~- no-izotropnyh uprugih sredah. — Zap. nauqn. semin. POMI 230 (1995), 278–292.

6. G. I. Petraxen~, Rasprostranenie voln v anizotropnyh uprugih sredah.

L., 1980.

7. F. I. Fedorov, Optika anizotropnyh sred. Minsk, 1958.

Yanson Z. A. Love waves of SH type in an inhomogeneous transverselyisotropic elastic medium.

The asymptotics of high-frequency Love waves, which are counterparts of transverse surface waves of SH type in isotropic media, is studied for a special type of anisotropy of elastic media. The wave field is represented as the sum of a space-time (ST) caustic expansion and two ST ray series for two faster waves attenuating exponentially with depth. The complex eikonals of these waves and the coefficients of caustic ST and ray series are found by recursion in the form of two-variable expansions: one in the distance from the surface and the other in a small parameter, which characterizes the proximity of the caustic of the ray field to the surface of the elastic body. The specific structure of the elasticity tensor for a transversely-isotropic medium suggests the use of a rectangular coordinate system, hence the surface is to be regarded as a plane. For the elements of the elasticity tensor we obtained relations which accord with the initial formulation of the problem and ensure the initiation of the waves under study. In the formulas deduced, one can easily see the transition from an anisotropic medium to an isotropic one.

Postupilo 15 noØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova