Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

ı.Bazlov GOMOLOGII GRADUIROVANNYH BESKONEQNOMERNYH ALGEBR LI V SV˚ZI S TOȷDESTVAMI MAKDONAL^DA

V nastoØweæ rabote predlagaetsØ ispravlennyæ variant ime- ¸wegosØ v [4] dokazatel~stva toßdestva Makdonal~da v sledu¸- weæ forme: ∞∏ r=1 [ (1 − t^r_1t^r_2 . . . t^r_n) ∏ 16i<j6n^{(1 − t} r−1 1 . . . t^{r−1}_{i−1} t^r_i . . . t^r_{j−1}t^{r−1}_j . . . t^{r−1}_n )

× ∏ 16j<j6n^{(1 − t} r 1 . . . t^r_{j−1}t^{r−1}_j . . . t^{r−1}_{i−1} t^r_i . . . t^r_n) ] = ∑ ±t^k1_1 . . . t^{kn}_n (1) gde n ¿ 2; summirovanie v pravoæ qasti proishodit po vsem mul~tiindeksam (k_1, . . . , k_n) ∈ Z^n_+, ØvlØ¸wimsØ nulØmi kvadratiqnogo polinoma Q(k_1, . . . , k_n) = n∑ i=1 k_i − 1 2 n∑ i=1 (k_i − k_{i−1})^2

(zdes~ i vs¸du dalee polagaem k_0 = k_n) i udovletvorØ¸wim uslovi¸:

qisla k_i − k_{i−1} + i − 1(i = 1, 2, . . ., n) poparno nesravnimy po mod n. (∗)

Znak pered monomom t^k1_1 . . . t^{kn}_n v pravoæ qasti est~ qetnost~ perestanovki

((k_1 − k_n) mod n, (k_2 − k_1 + 1) mod n, . . . , (k_n − k_{n−1} + n − 1) mod n)

qisel (0, 1, 2, . . ., n − 1). Ishodnyæ variant dokazatel~stva [4], ispol~zu¸wego gomologii graduirovannyh algebr Li, soderßit oxibku v vyqislenii gomologiæ algebry T^+(n) i vsledstvie fftogo oxibku v formulirovke toßdestva: otsutstvuet uslovie (*), nakladyvaemoe na mul~tiindeksy v pravoæ qasti; bez fftogo 5

6 ı.BAZLOV usloviØ sootnoxenie (1) (p.3.2.3 [4]) stanovitsØ nevernym pri

n ¿ 5 (sm. kommentariæ v Primeqanii). Podqerknem odnako, qto

cel~¸ dannoæ zametki ne ØvlØetsØ kakoæ-libo peresmotr shemy dokazatel~stva iz [4] ili apparata teorii gomologiæ, na kotoryæ ono opiraetsØ; ffta cel~ sostoit lix~ v tom, qtoby neobhodimym obrazom dopolnit~ vyqislenie gomologiæ upomØnutyh algebr, tem samym otkorrektirovav ego i dokazav toßdestvo (1) v sootvetstvu¸weæ deæstvitel~nosti formulirovke.

Pervonaqal~no toßdestva Makdonal~da byli poluqeny Makdonal~dom [3] v rezul~tate popytki obobweniØ toßdestva VeælØ [Burbaki N., Gruppy i algebry Li, gl.4, 5 i 6, M., Mir, 1972, s.230] na sluqaæ affinnyh sistem korneæ. Kac v [1] ukazal na ffti toßdestva kak na rezul~tat priloßeniØ teorii predstavleniæ algebr Kaca-Mudi; dokazatel~stvo toßdestv Makdonal~da putem vyqisleniØ haraktera trivial~nogo predstavleniØ affinnoæ algebry Kaca-Mudi sm. v [2, §12.1]. Gomologiqeskoe dokazatel~stvo, o kotorom req~ idet v [4] i v nastoØweæ rabote, ØvlØet soboæ inoæ podhod k toßdestvam Makdonal~da. Sleduet otmetit~, qto (1) est~ qastnyæ sluqaæ toßdestv Makdonal~da, otveqa¸wiæ, esli vospol~zovat~sØ terminologieæ [2], algebram Kaca-Mudi tipa A^{(1)}_{n−1}. Summirovanie v (1) vedetsØ neposredstvenno po uzlam celoqislennoæ rexetki, togda kak perehod k celoqislennym mul~tiindeksam v obwem sluqae [2] trebuet dopolnitel~nogo vyqisleniØ summy po fflementam gruppy VeælØ. Pri n = 2 ravenstvo (1) daet toßdestvo Gaussa-˚kobi dlØ troænogo proizvedeniØ.

O drugih variantah dokazatel~stv toßdestv Makdonal~da sm. v istoqnikah iz spiska literatury [2].

Dokazatel~stvo (1) osnovyvaetsØ na standartnoæ sheme poluqeniØ kombinatornyh toßdestv pri pomowi gomologiæ graduirovannyh algebr Li (sm. [4, p.3.2.2]). Imenno, pust~ v algebre Li g zadana graduirovka: g = ⨁ α∈A g_{(α)}, A — nekotoraØ

additivno zapisannaØ (kommutativnaØ) polugruppa, i pri fftom

[g_{(α)}, g_{(β)}] ⊆ g_{(α+β)} . Predpoloßim, qto d_α = dim g_{(α)} < ∞. Pust~

C^{(α)}_q = ⟨ x_1 ∧ · · · ∧ x_q | | x_i ∈ g_{(αi)}, ∑^q_{i=1} α_i = α⟩ — odnorodnye kompo-

nenty prostranstv cepeæ, obrazu¸wie vmeste so (standartnym) differencialom ∂ graduirovannyæ cepnoæ kompleks; qerez h^{(α)}q oboznaqim razmernosti gomologiæ H^{(α)}q fftogo kompleksa. Togda

GOMOLOGII BESKONEQNOMERNYH ALGEBR LI 7 imeet mesto toßdestvo ∏ α (1 − e^α)^{dα} = ∑ q¿0,α^{(−1)} qh^{(α)}_q e^α, (2)

v kotorom simvoly e^α sut~ formal~nye ffksponencialy fflementov A. DlØ fiksirovannoæ graduirovannoæ algebry g parametry

d_α i h^{(α)}_q stanovØtsØ qislami i (2) prevrawaetsØ v nekotoroe to-

ßdestvo, pozvolØ¸wee razloßit~ v rØd beskoneqnoe proizvedenie.

Toßdestvo Makdonal~da (1) poluqaetsØ iz (2), esli v kaqestve A vzØt~ Z^n_+ = {(α_1, . . ., α_n)|α_i ∈ Z, α_i ¿ 0}, proizvesti specifikaci¸ e^α = t^α1_1 . . . t^{αn}_n dlØ α ∈ A i rassmotret~ v kaqestve g opredelØemu¸ niße graduirovannu¸ algebru T^+(n).

Pust~ ~T (n) = (gl(n, C )^S1 )^{pol} = gl(n, C ) ⊗ C [t, t^{−1} ] = ⨁ r∈Z^{(gl(n, C )tr )}

— algebra otobraßeniæ iz S^1 v gl(n, C ), zadavaemyh trigonometriqeskimi polinomami, s potoqeqnym kommutatorom, ili, qto to ße samoe, algebra polinomov Lorana s kofffficientami iz gl(n, C ). Vvedem graduirovku na ~T (n). Oboznaqim qerez e^i_j matricu, u kotoroæ na pereseqenii i-æ stroki i j-go stolbca — edinica, ostal~nye fflementy — nuli; pripixem e^i_jt^r (r ∈ Z) — bazisnomu fflementu ~T (n) — ves (r, . . . . . . . . . , r), esli i = j; (r, . . ., r, r + 1, . . . , r + 1, r, . . ., r), esli 1 6 i < j 6 n; (i) (j) (r, . . ., r, r − 1, . . . , r − 1, r, . . ., r), esli 1 6 j < i 6 n. (j) (i)

Odnorodnoæ komponentoæ ~T (n)_{(β)} algebry ~T (n), otveqa¸weæ vesu β ∈ Z^n, budet lineænaØ oboloqka teh bazisnyh fflementov, kotorym pripisan ves β. Uslovie [ ~T (n)_{(α)}, ~T (n)_{(β)} ] ⊆ ~T (n)_{(α+β)} proverØetsØ neposredstvenno.

T^+(n) — podalgebra ~T (n),

T^+ (n) = N^+ (sl(n, C )) ⊕ [ ⨁ r∈Z,r¿1^{sl(n, C )tr ]}

8 ı.BAZLOV (zdes~ N^+(sl(n, C )) — podalgebra sl(n, C ), sostavlennaØ iz verhnih treugol~nyh matric s nulevoæ diagonal~¸). Graduirovka na T^+ (n) induciruetsØ iz ~T (n):

T^+(n)_{(α)} = T^+(n) ∩ ~T (n)_{(α)}

Zametim, qto hotØ vesa odnorodnyh komponent ~T (n) prinadle-

ßat Z^n i, voobwe govorØ, ne leßat v Z^n_+, tem ne menee na T^+ (n)

voznikaet imenno Z^n_+-graduirovka.

Graduirovka na g = T^+ (n) takova, qto levaØ qast~ (2) stanovitsØ levoæ qast~¸ (1). Ubedit~sØ v fftom pozvolØet vyqislenie razmernosteæ odnorodnyh komponent g: oqevidno, esli mul~tiindeks (α_1, . . . , α_n) ne raven (r, . . . , r), (r−1, . . ., r−1, r, . . ., r, r − 1, . . . , r − 1) ili (r, . . . , r, r − 1, . . ., r − 1, r, . . ., r), gde r ¿ 1, to g_{(α}1_{,...,αn)} = 0; razmernosti ße netrivial~nyh komponent — sledu¸wie: pri r ¿ 1 d_{(r,...,r)} = dim g_{(r,...,r)} = n − 1; d_{(r−1,...,r−1,r,...,r,r−1,...,r−1)} = 1; d_{(r,...,r,r−1,...,r−1,r,...,r)} = 1. DlØ togo, qtoby vyqislit~ kofffficienty v pravoæ qasti (2), neobhodimo naæti razmernosti h^{(k}1^{,...,kn)}q graduirovannyh gomologiæ algebry T^+(n). DlØ otyskaniØ ih ispol~zuetsØ operator Laplasa Δ^{(k}1^{,...,kn)} q = d ∘ ∂ + ∂ ∘ d : C^{(k}1^{,...,kn)}_q → C^{(k}1^{,...,kn)}_q . Qtoby opredelit~ operator Laplasa, nußno preßde pri pomowi metriqeskoæ, t.e. unitarnoæ, struktury otoßdestvit~ prostranstvo cepeæ C_∗ s soprØßennym k nemu prostranstvom kocepeæ C^∗, qto predostavlØet vozmoßnost~ sqitat~ differencial d kocepnogo kompleksa deæstvu¸wim na prostranstve cepeæ: d^{(k}1^{,...,kn)} q : C^{(k}1^{,...,kn)} q → C^{(k}1^{,...,kn)} q+1 Na T^+ (n) unitarnaØ struktura induciruetsØ iz ~T (n), gde {e^i_j t^r :

1 6 i, j 6 n, r ∈ Z} vybiraetsØ v kaqestve ortonormirovannogo

bazisa; voznika¸wee skalØrnoe proizvedenie na T^+ (n), skaßem,

⟨ , ⟩_1, opredelØet skalØrnoe proizvedenie ⟨ , ⟩_q na C_q:

⟨x_1 ∧ · · · ∧ x_q, y_1 ∧ · · · ∧ y_q⟩_q = det(⟨x_i, y_j⟩_1).

GOMOLOGII BESKONEQNOMERNYH ALGEBR LI 9 Vospol~zuemsØ sledu¸wimi faktami, kasa¸wimisØ operatora Δ na C_∗(T^+ (n)):

Teorema 1. (vytekaet, naprimer, iz [4, t.1.5.3]) h^{(k}1^{,...,kn)} q = dim ker Δ^{(k}1^{,...,kn)}_q

Teorema 2. (dokazana v [4, p.2.5.1]) VvedennaØ metriqeskaØ

struktura na prostranstve cepeæ takova, qto na C^{(k}1^{,...,kn)}q operator Laplasa Δ predstavlØet soboæ umnoßenie na Q(k_1, . . ., k_n).

�ti dve teoremy ob¨ØsnØ¸t, poqemu uslovie Q(k_1, . . . , k_n) = 0 neobhodimo dlØ togo, qtoby kofffficient pri t^k1_1 . . . t^{kn}_n v pravoæ qasti (1) byl otliqen ot nulØ. V samom dele, esli Q(k_1, . . ., k_n) ≠ 0, to po teoreme 2 Ødro Δ^{(k}1^{,...,kn)} trivial~no, sledovatel~no (po teoreme 1), h^{(k}1^{,...,kn)}

q = 0 dlØ vseh q.

Takim obrazom, naædeny kofffficienty pri teh monomah

t^k1_1 . . . t^{kn}_n v pravoæ qasti, dlØ kotoryh Q(k_1, . . . , k_n) ≠ 0; vse ffti

kofffficienty — nuli.

Iz teorem 1 i 2 takße sleduet, qto pri Q(k_1, . . ., k_n) = 0 imeet mesto ravenstvo h^{(k}1^{,...,kn)}q = dim C^{(k}1^{,...,kn)}q . Znaqit, dlØ nahoßdeniØ ostavxihsØ kofffficientov v pravoæ qasti dostatoqno vyqislit~ razmernost~ prostranstv cepeæ C^{(k}1^{,...,kn)}q pri Q(k_1, . . . , k_n) = 0. Soglasno lemme 2 t.2.5.2 [4], v sluqae

Q(k_1, . . . , k_n) = 0 prostranstvo C^{(k}1^{,...,kn)}_∗ poroßdaetsØ proizve-

deniØmi cepeæ c_{ij}(m) = e^i_j t^ε ∧ e^i_j t^{ε+1} ∧ · · · ∧ e^i_j t^{ε+m−1} (i ≠ j) gde ε = 0, esli i < j, i ε = 1, esli i > j.

Sledovatel~no, razmernost~ C^{(k}1^{,...,kn)}∗ ravna koliqestvu naborov neotricatel~nyh celyh qisel {m_{ij}|1 6 i, j 6 n, i ≠ j}, ØvlØ¸wihsØ rexeniØmi uravneniØ

(k_1, . . . , k_n) = ∑ i≠j w_{ij}(m_{ij} ), (3)

otnositel~no m_{ij} , gde w_{ij}(m_{ij} ) — ves cepi c_{ij}(m_{ij} ).

10 ı.BAZLOV

On raven, kak netrudno videt~, (∑ i≠j ( m_{ij} 2 ) , . . . , ∑ i≠j ( m_{ij} 2 )) + (0, . . ., 0, 1, . . ., 1, 0, . . ., 0), i < j, (i) (j) (1, . . ., 1, 0, . . ., 0, 1, . . ., 1), i > j. (j) (i) (4) Esli takoe rexenie rovno odno, to suwestvuet odna (s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ) cep~ s vesom (k_1, . . . , k_n), i, sledovatel~no, h^{(k}1^{,...,kn)} q = dim C^{(k}1^{,...,kn)} q = { 1, esli q = q(k_1, . . ., k_n), 0, esli q ≠ q(k_1, . . ., k_n), gde q(k_1, . . . , k_n) = ∑ i≠j m_{ij} — dlina fftoæ edinstvennoæ cepi; kofffficient pri t^k1_1 . . . t^{kn}_n v sluqae edinstvennosti rexeniØ otliqen ot nulØ i raven

(−1)^{q(k}1^{,...,kn)}. V [4] oxiboqno utverßdaetsØ, qto pri Q(k_1, . . . , k_n)

= 0 rexenie (3) suwestvuet i edinstvenno (ffto oznaqalo by, qto v sluqae Q(k_1, . . . , k_n) = 0 kofffficient pri t^k1_1 . . . t^{kn}_n v pravoæ qasti vsegda otliqen ot 0). Na samom dele pri uslovii

Q(k_1, . . . , k_n) = 0 verny tri nißesledu¸wih utverßdeniØ:

a) esli rexenie (3) suwestvuet, to ono edinstvenno; b) rexenie (3) suwestvuet, esli i tol~ko esli dlØ (k_1, . . . , k_n) vypolneno uslovie (*);

v) esli vypolneno (*) i {m_{ij} } — rexenie (3), to qetnost~ qisla q(k_1, . . . , k_n) = ∑ i≠j mij sovpadaet s qetnost~¸ perestanovki

((k_1 − k_n) mod n, (k_2 − k_1 + 1) mod n, . . . , (k_n − k_{n−1} + n − 1) mod n).

Iz utverßdeniæ a), b) i v) vytekaet, qto znaqeniØ kofffficientov v pravoæ qasti (2) v toqnosti takovy, qto pravaØ qast~ (2) obrawaetsØ v pravu¸ qast~ (1). Takim obrazom, dokazatel~stvo toßdestva (1) svelos~ k proverke spravedlivosti treh utverßdeniæ o rexenii v neotricatel~nyh celyh qislah uravneniØ (3). Dalee my ustanovim ih spravedlivost~.

a) Naqnem s edinstvennosti rexeniØ.

GOMOLOGII BESKONEQNOMERNYH ALGEBR LI 11 Dokazatel~stvo edinstvennosti rexeniØ (3), to est~ utverßdeniØ a), soderßitsØ v [4]; dlØ polnoty izloßeniØ my privedem ego zdes~, zaimstvovav iz [4], dobaviv lix~ nekotorye kommentarii.

Pust~ {m_{ij}} — rexenie (3). Vvedem oboznaqeniØ: ε_{ijk} = { 1, i < j < k ili j < k < i ili k < i < j; 0 v ostal~nyh sluqaØh; A_{ij} = {k : ε_{ikj} = 1}, B_{ij} = {i} ∪ A_{ij}, a_{ij} = ♯A_{ij} Zametim, qto a_{ij} = { j − i − 1 + n, esli j < i, j − i − 1, esli j > i. (5) SkladyvaØ vyraßeniØ (4) dlØ vseh i ≠ j, poluqaem, qto ∑ i≠j w_{ij}(m_{ij} ) = (∑ i≠j ( m_{ij} 2 ) + ∑ 1∈B_{ij} m_{ij}, . . . , ∑ i≠j ( m_{ij} 2 ) + ∑ n∈B_{ij} m_{ij} ) . Raznost~ meßdu i-æ i (i − 1)-æ komponentami fftogo vektora ravna ∑ s≠i mis − ∑ t≠i mti. Znaqit, k_i − k_{i−1} = ∑ s≠i m_{is} − ∑ t≠i m_{ti}, i, sledovatel~no,

0 = Q (∑ i≠j w_{ij}(m_{ij} ) ) = n ∑ i≠j ( m_{ij} 2 ) + ∑ i≠j a_{ij} m_{ij} − ∑ i≠j m^2_{ij} + ∑ i≠s,i≠t m_{is}m_{ti} = ∑ j∈A_{ik} [(m_{ij} + m_{jk} + m_{ki} − m_{ik} − m_{kj} − m_{ji})^2 −(m_{ij} + m_{jk} + m_{ki} − m_{ik} − m_{kj} − m_{ji})] + 2n ∑ i≠j m_{ij}m_{ji}. Ots¸da

pri ε_{ijk} = 1 m_{ij} + m_{jk} + m_{ki} − m_{ik} − m_{kj} − m_{ji} = 0 ili 1 i m_{ij} = 0 ili m_{ji} = 0 pri l¸byh i ≠ j. (6) Zadadim na mnoßestve indeksov {1, 2, . . ., n} binarnoe otnoxe-

nie 4:

12 ı.BAZLOV

i 4 j, esli i = j ili mij > 0. 4 est~ qastiqnyæ porØdok:

1) (refleksivnost~) i 4 i po opredeleni¸ 4;

2) (antisimmetriqnost~) sluqaæ i 4 j, j 4 i, i ≠ j iskl¸qen, t.k. v silu (6) nevozmoßno m_{ij} > 0 i m_{ji} > 0;

3) (tranzitivnost~) pust~ i 4 j i j 4 k. Pokaßem, qto i 4 k. �to trivial~no, esli i = j ili j = k; inaqe m_{ij} > 0, m_{jk} >

0 ⇒ m_{ji} = m_{kj} = 0. Sqitaem, qto ε_{ijk} = 1 (v sluqae ε_{ijk} = 0 nußno

vospol~zovat~sØ tem, qto ε_{ikj} = 1). Togda iz (6) (m_{ij} −m_{ji})+(m_{jk} −

m_{kj}) + (m_{ki} − m_{ik}) = 0, otkuda m_{ik} = m_{ij} + m_{jk} + m_{ki} > 0 ⇒ i 4 k.

Buduqi qastiqnym porØdkom, 4 vkladyvaetsØ v nekotoryæ lineænyæ porØdok, kotoryæ realizuetsØ perestanovkoæ σ ∈ S_n. UsloviØ (6) zapisyva¸tsØ v vide

m_{ij} = 0, esli σ(i) > σ(j);

m_{ik} = m_{ij} + m_{jk} − ε_{ijk} + (0 ili 1) = m_{ij} + m_{jk} + ε_{kij} − (0 ili 1).

(6^′) Pri σ(i) < σ(j) (k_i − k_{i−1}) − (k_j − k_{j−1}) = = (∑ s m_{is} − ∑ t m_{ti} ) − (∑ u m_{ju} − ∑ v m_{vj} ) = = ∑ σ(s)<σ(i)<σ(j) (−m_{si} + m_{sj} ) + ∑ σ(i)<σ(s)<σ(j) (m_{is} + m_{sj} )+ + ∑ σ(i)<σ(j)<σ(s) (m_{is} − m_{js}) + 2m_{ij} = = nm_{ij} − ∑ s≠i,j ε_{sij} + ∑ s≠i,j (0 ili 1) =

= nm_{ij} − a_{ji} + (0, 1, . . . ili n − 2). (7)

Ots¸da m_{ij} = { 0 pri σ(i) > σ(j); [_{(ki−ki} �1 )−(kj −kj�1)+aji n ] pri σ(i) < σ(j). (8) Znaqit, esli rexenie {m_{ij}} suwestvuet, to ono edinstvenno i zadaetsØ formuloæ

m_{ij} = max{0, [_{(ki−ki} �1)−(kj −kj�1 )+aji n ] }. (8^′)

GOMOLOGII BESKONEQNOMERNYH ALGEBR LI 13 Edinstvennost~ rexeniØ proverena.

b) V dal~neæwem budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ

d_i = k_i − k_{i−1}, ~d_i = k_i − k_{i−1} + i − 1, g_{ji} = { 1, esli i < j 0, esli i > j . Dokaßem neobhodimost~ i dostatoqnost~ usloviØ (*) dlØ suwestvovaniØ rexeniØ uravneniØ (3).

1.)Neobhodimost~.

Esli {m_{ij} } — rexenie (3), to vypolnØetsØ ravenstvo (7), kotoroe moßno, uqityvaØ vvedennye oboznaqeniØ i vyraßenie (5) dlØ qisel a_{ij}, zapisat~ tak: d_i − d_j = nm_{ij} − (i − j − 1 + ng_{ij}) + (0, 1, . . . ili n − 2), otkuda

(d_i + i − 1) − (d_j + j − 1) − 1 ≢ n − 1 ( mod n),

to est~ ~d_i ≢ ~d_j ( mod n), qto i oznaqaet (*).

2.)Dostatoqnost~.

Pokaßem, qto esli (*) vypolneno, to formula (8^′) daet rexenie uravneniØ (3). Perepixem (8^′) v vide

m_{ij} = max{0, [ e_{di−} e_{dj −1} n ] + g_{ji}}. Otmetim, qto po analogii s (8) suwestvuet perestanovka σ ∈ S_n, takaØ, qto m_{ij} = { [ e_{di−} e_{dj −1} n ] + g_{ji}, σ(i) < σ(j); 0, σ(i) > σ(j). (DlØ togo, qtoby naæti taku¸ — vozmoßno, ne edinstvennu¸ — perestanovku, rassmotrim snova qastiqnyæ porØdok 4:

i 4 j, esli i = j ili^{[ edi− edj −1}_n^] + gji > 0,

i vloßim 4 v lineænyæ porØdok, kotoryæ i dolßna realizovat~ σ. Aksiomy qastiqnogo porØdka dlØ 4 proverØ¸tsØ neposredstvenno iz opredeleniØ 4.)

14 ı.BAZLOV

Nußno proverit~, qto zadannye takim obrazom qisla m_{ij} obrawa¸t pri podstanovke uravnenie (3) v vernoe ravenstvo. Pokaßem, qto u vektorov v pravoæ i levoæ qastØh (3) sovpada¸t raznosti meßdu sosednimi komponentami.

Raznost~ meßdu i-æ i i − 1-æ komponentami v levoæ qasti sostavlØet k_i − k_{i−1}, v pravoæ ∑ s m_{is} − ∑ t m_{ti}. Vyqislim ∑ s m_{is} − ∑ t m_{ti}; dlØ kratkosti oboznaqim ~d_i − ~d_j − 1 qerez D_{ij}. ∑ s m_{is} − ∑ t m_{ti} = ∑ σ(i)<σ(s) [_{Dis} n ] + ∑ σ(i)<σ(s) g_{si} − ∑ σ(t)<σ(i) [_{Dti} n ] − ∑ σ(t)<σ(i) g_{it}; tak kak [_m n ] =^1_n (m − m mod n) i g_{ij} = 1 − g_{ji}, to poslednee ravno 1 n ( ∑ σ(i)<σ(s) D_{is} − ∑ σ(t)<σ(i) D_{ti} − ∑ σ(i)<σ(s) D_{is}( mod n )+

+ ∑ σ(t)<σ(i) D_{ti}( mod n ) ) + ∑ σ(i)<σ(s) g_{si} − ∑ σ(t)<σ(i) (1 − g_{ti}). Podstavim v pervye dva slagaemyh vyraßeniØ dlØ D_{ij} . Vospol~- zuemsØ tem, qto v silu (*)

D_{ij} ≢ −1( mod n ) ⇒ D_{ji} mod n = (−2 − D_{ij} ) mod n = (n − 2) − D_{ij} mod n.

Posle privedeniØ podobnyh qlenov poluqim 1 n ( (n − 1) ~d_i − ∑ u≠i ~d_u − n + 2σ(i) − 1 + (n − 2)(σ(i) − 1)−

− ∑ v≠i D_{iv} mod n ) + ∑ w≠i g_{wi} − (σ(i) − 1), qto preobrazuem, prinimaØ vo vnimanie sootnoxeniØ ∑ j ~d_j = ( n 2 ) i ∑ w≠i gwi = n−i, a takße uqityvaØ, qto ∑ v≠i Dvi = ( n − 1 2 ) (tak kak opØt~ ße v silu (*) D_{vi} (v ≠ i) ime¸t poparno razliqnye i otliqnye ot n − 1 ostatki po mod n), k vidu 1 n ( n ~d_i − ( n 2 ) − n + 2σ(i) − 1 − ( n − 1 2 )) + n − i − σ(i) + 1 =

= ~d_i − (i − 1) = d_i = k_i − k_{i−1},

GOMOLOGII BESKONEQNOMERNYH ALGEBR LI 15 qto nam i trebovalos~.

Raznosti meßdu sosednimi komponentami vektorov (k_1, . . . , k_n) i ∑ w_{ij}(m_{ij}) sovpada¸t. Pri fftom Q(k_1, . . . , k_n) = 0 i Q (∑ i≠j wij(mij ) ) = 0 (poslednee — potomu, qto dlØ qisel m_{ij} vypolnØetsØ uslovie (6^′)). Ots¸da sleduet, qto sovpada¸t i sami vektory (k_1, . . . , k_n) i ∑ w_{ij}(m_{ij} ). Dostatoqnost~ usloviØ (*)

dlØ razreximosti uravneniØ (3) dokazana.

Dokazannye utverßdeniØ a) i b) uße pozvolØ¸t ustanovit~, qto v pravu¸ qast~ toßdestva (1) vhodØt s nenulevymi (ravnymi ±1) kofffficientami takie i tol~ko takie monomy t^k1_1 . . . t^{kn}_n , qto dlØ qisel k_i vypolneny usloviØ Q(k_1, . . . , k_n) = 0 i (*). Utverßdenie v), dokazatel~stvo kotorogo seæqas posleduet, daet vozmoßnost~ opredelit~ znak pered t^k1_1 . . . t^{kn}_n : “+”, esli perestanovka ( ~d_1 mod n, . . ., ~d_n mod n) qetnaØ, i “−” v protivnom sluqae. Napomnim, qto ~d_i = k_i − k_{i−1} + i − 1.

v) TrebuetsØ vyØsnit~ qetnost~ qisla q(k_1, . . . , k_n) = ∑ i≠j m_{ij} = ∑ i≠j max{0, [ e_{di−} e_{dj −1} n ] + g_{ij}}. Rassmotrim funkci¸ L(c_1, . . ., c_n) = ∑ i≠j max{0, [_{ci−cj −1} n ] + g_{ij}} (9)

ot n abstraktnyh celoqislennyh peremennyh c_1, . . . , c_n. FunkciØ q vyraßaetsØ qerez funkci¸ L tak: q(k_1, . . . , k_n) = L( ~d_1, . . . , ~d_n). Vvedem v rassmotrenie sledu¸wie preobrazovaniØ na Z^n: T_i(c_1, . . . , c_i, c_{i+1}, . . . , c_n) = (c_1, . . . , c_{i+1}, c_i, . . . , c_n); S(c_1, c_2, . . . , c_n) = (c_1 + n, c_2, . . . , c_n).

Prosledim, kak menØetsØ qetnost~ znaqeniØ funkcii L, esli peremennye podvergnut~ fftim preobrazovaniØm. Sqitaem, qto c_i poparno nesravnimy po mod n; inoæ sluqaæ nam ne potrebuetsØ.

Esli soverxit~ preobrazovanie T_i, to est~ pomenØt~ mestami sosednie i-¸ i i + 1-¸ peremennye, to v pravoæ qasti (9) izmenØtsØ tol~ko dva slagaemyh — s indeksami i, i +

16 ı.BAZLOV 1 i i + 1, i. Pri fftom L(T_i(c_1, . . . , c_n)) − L(c_1, . . . , c_n) = B − A, gde A = max{0, [_{ci−ci} +1−1 n ] + 1} + max{0, [_{ci} +1−ci−1 n ] }, B = max{0, [_{ci} +1−ci−1 n ] + 1}+max{0, [_{ci−ci} +1−1 n ] }. No A i B otliqa¸tsØ

na 1: esli c_{i+1} − c_i < 0, to A = [_{ci−ci} +1−1 n ] + 1, B = [_{ci−ci} +1−1 n ] , a esli c_{i+1} − c_i > 0 i c_{i+1} − c_i ≠ n, to A = [_{ci} +1−ci−1 n ] , B = [_{ci} +1−ci−1 n ] + 1. Sluqai c_{i+1} − c_i = 0 ili n iskl¸qa¸tsØ usloviem poparnoæ nesravnimosti c_j. Takim obrazom, T_i vsegda menØet qetnost~ znaqeniØ L.

Kak menØetsØ qetnost~ znaqeniØ L, esli soverxit~ nad peremennymi preobrazovanie S, t.e. pribavit~ n k c_1? V fftom sluqae izmenØ¸tsØ 2(n − 1) slagaemyh v pravoæ qasti (9) s indeksami 1, j i j, 1. NeposredstvennaØ proverka, shodnaØ s proverkoæ dlØ preobrazovaniØ T_i, pokazyvaet, qto pri uveliqenii c_1 na n kaßdaØ iz n − 1 summ max{0, [_c 1−cj −1_n ] + 1} + max{0, [_{cj −c} 1−1_n ] } izmenØetsØ opØt~-taki na 1. Znaqit, preobrazovanie S pri qetnom n − 1 ne menØet qetnosti znaqeniØ L, a pri neqetnom n − 1 vsegda izmenØet ee na protivopoloßnu¸. Toqno tak ße, koneqno, deæstvuet preobrazovanie S^{−1}, sostoØwee v vyqitanii n iz pervogo argumenta.

Ime¸waØsØ u nas teper~ informaciØ o deæstvii preobrazovaniæ peremennyh na qetnost~ znaqeniØ funkcii L pozvolØet vyØsnit~, kakova qetnost~ znaqeniØ L na vektore ( ~d_1, . . . , ~d_n). Vo-pervyh, L(0, 1, 2, . . ., n − 1) = 0; vo-vtoryh, l¸boæ vektor

( ~d_1, . . . , ~d_n), gde ~d_i = k_i − k_{i−1} + i − 1 i ~d_i poparno nesravni-

my po mod n, poluqaetsØ iz vektora (0, 1, 2, . . ., n − 1) deæstviem preobrazovaniæ T_i, S i S^{−1} , pri fftom qetnost~ koliqestva preobrazovaniæ vida T_i sovpadaet s qetnost~¸ perestanovki ( ~d_1 mod n, . . ., ~d_n mod n), a koliqestvo preobrazovaniæ vida S i S^{−1} vsegda qetno, potomu kaßdoe iz nih izmenØet summu komponent vektora na n; summa ße komponent ( ~d_1, . . ., ~d_n) rav- na ( n 2 ) , t.e. sovpadaet s summoæ komponent ishodnogo vektora

(0, 1, 2, . . ., n − 1). Takim obrazom, qetnost~ qisla q(k_1, . . . , k_n) = L( ~d_1, . . ., ~d_n) ravna qetnosti koliqestva transpoziciæ T_i, nußnyh

GOMOLOGII BESKONEQNOMERNYH ALGEBR LI 17 dlØ poluqeniØ ( ~d_1, . . . , ~d_n) iz (0, 1, . . ., n−1), a ona, v svo¸ oqered~, sovpadaet s qetnost~¸ perestanovki ( ~d_1 mod n, . . ., ~d_n mod n) qisel (0, 1, . . ., n − 1). Dokazano utverßdenie v), a s nim — okonqatel~no — i toßdestvo (1).

Primeqanie. Uslovie (*), nakladyvaemoe na mul~tiindeksy v

pravoæ qasti, suwestvenno tol~ko pri n ¿ 5. Pri n = 2, 3, 4 ono est~ sledstvie usloviØ Q(k_1, . . ., k_n) = 0; lix~ naqinaØ s n = 5 suwestvu¸t nabory (k_1, . . . , k_n), takie, qto Q(k_1, . . ., k_n) = 0, no qisla k_1 − k_n, k_2 − k_1 + 1, . . . , k_n − k_{n−1} + n − 1 ne ØvlØ¸tsØ poparno nesravnimymi po mod n. (DlØ n = 5 naimen~xie po summe komponent takie nabory — cikliqeskie perestanovki nabora

(1, 2, 2, 1, 4).) Formula iz [4, p.3.2.3] verna, sledovatel~no, lix~

dlØ n = 2, 3 i 4.

Avtor blagodarit A.M.Verxika za predloßenie temy dannoæ raboty, postoØnnoe vnimanie k posledneæ i za mnoßestvo cennyh ukazaniæ, kotorymi avtor neizmenno rukovodstvovalsØ. Avtor priznatelen takße M.A.Vsemirnovu za soobwenie o nesovpadenii kofffficientov v pravoæ i levoæ qastØh ravenstva v p.3.2.3 [4] pri n = 7, zameqennom im pri popytke novogo — analitiqeskogo — dokazatel~stva toßdestv Makdonal~da (sm. rabotu M.A.Vsemirnova v nastoØwem sbornike) i za informaci¸ o znake slagaemogo v pravoæ qasti (sm. tot ße istoqnik).

Literatura 1. V. G. Kac, Beskoneqnomernye algebry Li i ȷ-funkciØ Dedekinda. — Funkc. anal. i ego pril., 8(1), 1974, s.77–78.

2. V. Kac, Beskoneqnomernye algebry Li. M., Mir, 1993.

3. I. G. Macdonald, Affine root systems and Dedekind’s ȷ-function. — Invent. math.

15 (1972), 91–143.

4. D. B. Fuks, Kogomologii beskoneqnomernyh algebr Li. M., Nauka, 1984.

Bazlov Yu. M. The homology of infinite-dimensional Lie algebras in connection with Macdonald identity.

D.Fuchs’ monograph devoted to the cohomology of infinite-dimensional Lie algebras contains an error in calculating the homology of graded affine Kac-Moody algebra of type A^{(1)}n , so that the proof of the corresponding Macdonald identity which is based on that calculation appears to be incorrect. In the present paper the corrected proof is suggested.