Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

A. M. Borodin

ZAKON BOL^XIH QISEL I CENTRAL^NA˚ PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ ȷORDANOVO` NORMAL^NO` FORMY BOL^XIH TREUGOL^NYH MATRIC NAD KONEQNYM POLEM

§1. Vvedenie

V rabote [1] byl postavlen vopros ob izuqenii zakonomernosteæ povedeniØ verhnetreugol~nyh matric porØdka n pri n → ∞, kotoryæ moßno ponimat~ sledu¸wim obrazom. DlØ kaßdoæ verhnetreugol~noæ matricy X nad koneqnym polem F_q , sostoØwim iz q fflementov, X = (x_{ij}) ∈ Mat_n(F_q ),

x_{ij} = 0 pri i ¿ j,

opredelim tip X kak razbienie λ = {λ_1 ¿ λ_2 ¿ . . . ¿ λ_r} qisla n na natural~nye slagaemye takim obrazom, qto bloki ßordanovoæ normal~noæ formy matricy X ime¸t razmery λ_1 ¿ λ_2 ¿ . . . ¿ λ_r. �ta rabota posvØwena izuqeni¸ raspredeleniØ ukazannyh matric po ih tipu pri n → ∞. Osnovnym rezul~tatom ØvlØetsØ sledu¸waØ

Teorema A. DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t takie konstanty c =

c(ε) > 0 i θ = θ(ε), 0 < θ < 1, qto pri vseh n = 1, 2, . . . vypolneno neravenstvo

P^{(n)} { sup_{k∈}N | | | | λ_k n − ( 1 q^{k−1} − 1 q^k )| | | ¿ ε^} 6 c · θ^n, gde simvol P^{(n)} oznaqaet otnoxenie koliqestva verhnetreugol~- nyh matric porØdka n, udovletvorØ¸wih ukazannomu uslovi¸, k koliqestvu vseh verhnetreugol~nyh matric porØdka n (to est~, k q^{n(n−1)2} ).

Pri podderßke Meßdunarodnogo Nauqnogo Fonda i Meßdunarodnoæ Sorovskoæ Programmy ObrazovaniØ. 18

ZAKON BOL^XIH QISEL 19 Inymi slovami, teorema A ukazyvaet tipiqnu¸ ßordanovu formu rassmatrivaemogo mnoßestva matric. �tu teoremu moßno rassmatrivat~ kak analog zakona bol~xih qisel. Analogom central~noæ predel~noæ teoremy ØvlØetsØ sledu¸wee utverßde- nie Teorema V. Pri l¸bom k = 1, 2, . . .

lim_{n→∞} P^{(n)} { λ_i − p_in √ n 6 xi, i = 1, . . . , k^} = = (2π)^{− k2} x1∫ −∞ . . . x_k∫

−∞ e^{− 12 ⟨Qt,t⟩}dt

dlØ l¸bogo x = (x_1, . . . , x_k) ∈ R^k, gde matrica kovariaciæ Q = diag {p_1, . . . , p_k} − (p_ip_j)^k_{i,j=1}. Otmetim, qto v dannom sluqae central~naØ predel~naØ teorema ØvlØetsØ neposredstvennym sledstviem zakona bol~xih qisel.

Avtor rad vozmoßnosti poblagodarit~ A. A. Kirillova za postanovku zadaqi i vnimanie k rabote, a takße S. V. Kerova i G. I. Ol~xanskogo za vnimanie, poleznye obsußdeniØ i podderßku.

§2. Teorema deleniØ

Vvedem nekotorye oboznaqeniØ. Pust~ P_n oboznaqaet mnoßestvo vseh razbieniæ qisla n:

P = {λ = {λ_1 ¿ λ_2 ¿ . . . ¿ λ_r }|λ_i ∈ N, r∑ i=1 λ_i = n}. Oboznaqim mnoßestvo vseh verhnetreugol~nyh matric nad po-

lem Fq porØdka n qerez gn(Fq ) i qerez gn,λ(Fq ) ⊂ gn(Fq ) podmno-

ßestvo g_n(F_q ), sostoØwee iz vseh matric dannogo tipa λ ∈ P_n. �lementy g_{n+1}(F_q ) nam budet udobno zapisyvat~ v bloqnoæ forme: χ ∈ g_{n+1}(F_q ), χ = ( X x 0 0 ) , (2.1)

20 A. M. BORODIN gde x ∈ g_n(F_q ) i x ∈ F^n_q . Budem oboznaqat~ qerez g^Λ_{n,λ}(F_q ) mnoßestvo fflementov χ ∈ g_{n+1,Λ}(F_q ) vida (2.1), Λ ∈ P_{n+1}, takih, qto X ∈ g_{n,λ}(F_q ). Cel~¸ fftogo paragrafa ØvlØetsØ vyØsnenie usloviæ na λ i Λ, pri kotoryh g^Λ_{n,λ} ≠ ?, i, bolee podrobno, vyqislenie mownosti g^Λ_{n,λ} pri zadannyh λ ∈ P_n, Λ ∈ P_{n+1}.

Nam budet takße inogda udobno ispol~zovat~ dlØ λ ∈ P_n oboznaqenie, ukazyva¸wee, skol~ko raz v nego vhodit kaßdoe qislo ot 1 do n:

λ = 1^{α1}2^{α2} . . . n^{αn} , α_i = Card{j : λ_j = i}.

Kaßdomu razbieni¸ λ ∈ P_n postavim v sootvetstvie diagrammu ınga D(λ), sostoØwu¸ iz n kletok, raspoloßennyh v r rØdov tak, qto s-tyæ rØd soderßit λ_s kletok. (Formal~no my moßem opredelit~ D(λ) kak podmnoßestvo ploskosti R^2: D(λ) = r⋃ k=1 {(x, y) ∈ R^2 : k − 1 6 y 6 k, 0 6 x 6 λ_k}.)

Skaßem, qto diagramma D j-smeßna k diagramme D^′, esli D poluqaetsØ iz D^′ udaleniem kletki v j-tom stolbce. SleduØ rabote [1], ustanovim sledu¸wiæ fakt.

Predloßenie 2.1. g^Λ_{n,λ} ≠ ? esli i tol~ko esli suwestvuet j, 1 6 j 6 λ1 + 1, takoe, qto D(λ) j-smeßna k D(Λ).

Predvaritel~no dokaßem lemmu.

Lemma 2.2. Pust~ χ ∈ gn+1 i imeet vid (2.1), X ∈ gn,λ, λ ∈ Pn.

Togda χ imeet tip Λ ∈ P_{n+1}, gde D(λ) j-smeßna k D(Λ), 1 6 j 6 λ_1 + 1, esli i tol~ko esli vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1) X^{j−1}x ∈ Im X^j

2) X^{j−2}x ∉ Im X^{j−1} (ffto uslovie otsutstvuet pri j = 1)

(2.2)

Dokazatel~stvo. Pust~ λ = 1^{α1} . . . n^{αn} i Λ = 1^{A1} . . . (n + 1)^{An+1} .

Togda D(λ) j-smeßna k D(Λ) togda i tol~ko togda, kogda A_j = α_j + 1, A_{j−1} = α_{j−1} − 1 i A_k = α_k pri k ≠ j, j − 1. Poskol~ku ßordanova kletka razmera l s nulevymi sobstvennymi znaqeni- Ømi posle vozvedeniØ v k-u¸ stepen~ imeet rang max{0, l − k}, i dlØ vsØkoæ matricy Y s ßordanovoæ formoæ J_Y imeet mesto ravenstvo rk Y^k = rk J^k_Y ,

ZAKON BOL^XIH QISEL 21 my poluqaem

rk X^k = ∑ i max{0, λ_i − k} i rk X^k − rk X^{k+1} = ∑ i¿k+1^{αi} (2.3)

Analogiqno, rk χ^l − rkχ^{l+1} = ∑ i¿l+1^{Ai} . Pofftomu uslovie jsmeßnosti D(λ) k D(Λ) ravnosil~no tomu, qto

rk χ^l − rk X^l = { 0, l ¿ j 1, l < j (2.4)

(Deæstvitel~no, rk χ^0 = n + 1 = rk X^0 + 1 i

(rk χ^{k+1} −rk X^{k+1})−(rk χ^k −rk X^k) = ∑ i¿k+1^{(αi −Ai) =} { 1, k = j − 1 0, k ≠ j − 1 .) No χ^l = ( X^l X^{l−1}x 0 0 ) , pofftomu (2.4) ffkvivalentno dvum usloviØm

1) X^{l−1}x ∈ Im X^l, l ¿ j 2) X^{l−1}x ∉ Im X^l, l < j (pri j = 1 ffto uslovie otsutstvuet), kotorye ffkvivalentny (2.2), poskol~ku (X^{l−1} x ∈ Im X^l ) =⇒ (X^lx ∈ Im X^{l+1} ). (2.5) Lemma dokazana.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva PredloßeniØ 2.1 dostatoqno pokazat~, qto

a) vsØkiæ vektor x ∈ F^n_q udovletvorØet (2.2) pri nekotorom j; b) dlØ vsØkogo j, 1 6 j 6 λ_1 +1 : D(λ) j-smeßna k D(Λ), naædetsØ

x ∈ F^n_q , udovletvorØ¸wiæ (2.2).

Iz (2.5) sleduet, qto pervoe uslovie (2.2) opredelØet pri j = 1, . . . , λ_1 + 1 vozrasta¸wu¸ cepoqku podprostranstv {V_j }, Im X = V_1 ⊂ V_2 ⊂ . . . ⊂ V_{λ1+1} = F^n_q , a vypolnenie oboih usloviæ (2.2) ravnosil~no tomu, qto x ∈ V_j \ V_{j−1} (V_0 = ?). Utverßdenie a) sleduet iz togo, qto λ1+1⋃

j=1 (V_j \ V_{j−1}) = F^n_q .

22 A. M. BORODIN Zametim teper~, qto

dim V_j = rk X^j + dim Ker X^{j−1} = n + rk X^j − rk X^{j−1}. (2.6)

Teper~ ße pri j ≠ 1 my imeem (sm. (2.3) i naqalo Lemmy 2.2)

dim V_j − dim V_{j−1} = (rk X^j − rk X^{j−1}) − (rk X^{j−1} − rk X^{j−2}) = = ∑ i¿j^{αi −} ∑ i¿j−1^{αi = αj−1 = Aj−1 + 1 > 0,} (2.7)

esli D(λ) j-smeßna k D(Λ), pofftomu V_j \ V_{j−1} ≠ ?. Esli ße j = 1, to vektor x = ⃗0 udovletvorØet usloviØm (2.2). Punkt b) i Predloßenie 2.1 dokazany.

Pereædem teper~ k rassmotreni¸ koliqestvennyh harakteristik mnoßestv g^Λ_{n,λ}. Pust~ X ∈ g_{n,λ}. Poloßim

P_X (Λ|λ) = 1 q^n · Card { x ∈ F^n_q |χ =^{( X x}_{0 0}^) ∈ gn+1,Λ^} .

Voobwe govorØ, P_X (Λ|λ) zavisit ot vybora matricy X, odnako, sledu¸wee, osnovnoe v fftom paragrafe, utverßdenie pokazyvaet, qto P_X (Λ|λ) zavisit lix~ ot λ i Λ.

Teorema 2.3 (deleniØ). Pust~ λ = 1^{α1} . . . n^{αn} ∈ Pn, Λ ∈ Pn+1,

D(λ) j-smeßna k D(Λ), 1 6 j 6 λ_1 + 1. Togda dlØ l¸boæ matricy X ∈ g_{n,λ}

P_X (Λ|λ) = q^− P_{k¿j αk (1 − q−αj−1 ) pri j > 1} q^− P_{k¿1 αk pri j = 1} (2.8)

Dokazatel~stvo. Iz rassmotreniØ punkta a) v dokazatel~stve

PredloßeniØ 2.1 my znaem, qto uslovie j-smeßnosti D(λ) k D(Λ) ravnosil~no tomu, qto x ∈ V_j \ V_{j−1}, pofftomu (j > 1)

P_X (Λ|λ) = 1 q^n (Card V_j − Card V_{j−1}) = 1 q^n (q^{dim Vj} − q^{dim Vj−1} ),

i, vospol~zovavxis~ (2.3), (2.6) i (2.7), poluqim

P_X (Λ|λ) = q^{dim Vj −n}(1 − q^{dim Vj−1−dim Vj} ) = q^− P_{k¿j αk (1 − q−αj−1 ),}

ZAKON BOL^XIH QISEL 23 qto i trebovalos~. Esli ße j = 1, to

P_X (Λ|λ) = q^{−n}Card V_1 = q^{dim V1−n} = q^{−dim Ker X} = q^− P_{k¿1 αk .} Teorema dokazana.

Posmotrim na rassmatrivaemye ob¨ekty s neskol~ko drugoæ toqki zreniØ. Budem nazyvat~ fflementy X ∈ g_{n,λ} (n, λ)- qasticami massy q^{−n(n−1)2} = |g_n(F_q )|^{−1} i oboznaqat~ obwu¸ massu (n, λ) qastic qerez P (λ). Zametim teper~, qto dlØ dannoæ (n, λ)- qasticy X massa (n + 1)-qastic χ vida (2.1) ravna q^n · q^{−n(n+1)}2 = q^{−n(n−1)2} , to est~ sovpadaet s massoæ X. Takim obrazom, my moßem govorit~ o delenii kaßdoæ (n)-qasticy na q^n(n + 1)-qastic. Teoremu deleniØ moßno teper~ pereformulirovat~ tak: massa (n+1, Λ)-qastic, nahodØwihsØ v potomstve dannoæ (n, λ)-qasticy, ravna P (Λ|λ)q^{−n(n−1)}2 ; ili tak: massa (n + 1, Λ)-qastic, predok kaßdoæ iz kotoryh est~ (n, λ)-qastica, ravna P (Λ|λ)P (λ) (inymi slovami, |g^Λ_{n,λ}| · q^{−n(n+1)2} = P (Λ|λ) · |g_{n,λ}| · q^{−n(n−1)2} ). Ots¸da nemedlenno sleduet, qto

P (Λ) = ∑ λ∈P_n, D(λ)⊂D(Λ) P (Λ|λ) · P (λ),

i, uqityvaØ, qto suwestvuet lix~ odna (1)-qastica massy 1,

P (Λ) = ∑ 11=λ(1)⊂λ(2)⊂...⊂λ(^n)⊂Λ P (Λ|λ^{(n)})·P (λ^{(n)}|λ^{(n−1)})·. . .·P (λ^{(2)}|λ^{(1)}),

(2.9) gde summirovanie vedetsØ po vsem posledovatel~nostØm {λ^{(1)} ⊂ λ^{(2)} ⊂ . . . ⊂ λ^{(n)} ⊂ Λ}, λ^{(i)} ∈ P_i, a znak vloßeniØ oznaqaet vloßenie sootvetstvu¸wih diagramm ınga. (Otmetim, qto usloviØ λ ∈ P_n, Λ ∈ P_{n+1} i λ ⊂ Λ ravnosil~ny j-smeßnosti D(λ) k D(Λ),

1 6 j 6 λ1 + 1.)

Privedem ewe odnu pereformulirovku Teoremy 2.3. Kaßdomu razbieni¸ λ ∈ P_n postavim v sootvetstvie soprØßennoe razbienie λ^′ ∈ P_n, diagramma kotorogo poluqaetsØ iz diagrammy λ otraßeniem otnositel~no glavnoæ diagonali. Takim obrazom, λ^′_i est~ qislo kletok v i-tom stolbce diagrammy λ, ili, qto ffkvivalentno, λ^′_i = Card {j : λ_j ¿ i} = ∑ k¿i^{αk,}

24 A. M. BORODIN gde λ = 1^{α1} . . . n^{αn} . Ots¸da sleduet, qto λ^′_i − λ^′_{i+1} = α_i, i formula (2.8) perepisyvaetsØ v vide

P (Λ|λ) = { q^{−λ′j} (1 − q^{λ′j −λ′j−1} ), j > 1 q^{−λ′1} , j = 1 (2.10)

Dokaßem v zakl¸qanie paragrafa sledstvie, kotoroe ne budet ispol~zovat~sØ v dal~neæxem, no predstavlØet, na nax vzglØd, nekotoryæ samostoØtel~nyæ interes.

Sledstvie 2.4. Pust~ λ = {λ1 ¿ . . . ¿ λs} ∈ Pn. Togda d(λ) q^{c(λ)} ¿ d(λ) q^{c(λ)} s∏ k=2 λ^′_{k−}1∏

i=λ^′_{k−}1−λ^′_k+1 (1 − q^{−i}) ¿

¿ P (λ) =^{|gn,λ|}_{|gn|} ¿^{d(λ)}_{qc(λ)}^(1 −^1_q^{)n−λ′1} ,

gde d(λ) = dim π_λ-razmernost~ neprivodimogo kompleksnogo predstavleniØ simmetriqeskoæ gruppy S_n, sootvetstvu¸wego razbieni¸ λ, a c(λ) = ∑ i¿1 λ^′_i(λ^′_i − 1) 2 = ∑ i¿1^{(i − 1)λi.} Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ formuloæ (2.9). Iz teorii

predstavleniæ simmetriqeskih grupp izvestno, qto qislo slagaemyh summy (2.9) ravno d(λ). (�to est~ qislo puteæ v grafe ınga, veduwih ot D({1}) k D(λ), sm. [2]). Ocenim teper~ kaßdoe iz slagaemyh fftoæ summy. Pust~ 1^1 = λ^{(1)} ⊂ . . . ⊂ λ^{(n)} = λ. Zanumeruem kletki D(λ) qislami ot 1 do n tak, qtoby kletka s koordinatami (1,1) (nahodØwaØsØ v pervoæ stroke i pervom stolbce) imela nomer 1, a kletka s koordinatami (i, j) ≠ (1, 1) (i-Ø stroka, j-æ stolbec) imela tomer k, esli D(λ^{(k−1)}) poluqaetsØ iz D(λ^{(k)}) udaleniem fftoæ kletki. V silu formuly (2.10) mnoßitel~ P (λ^{(k)}|λ^{(k−1)}), sootvetstvu¸wiæ kletke s nomerom k i koordinatami (i_k, j_k), zakl¸qen meßdu q^{(1−ik)}(1 − q^{ik−1−λ′jk−1} ) ¿P (λ^{(k)}|λ^{(k−1)}) ¿ q^{(1−ik)} ( 1 − 1 q ) , j_k > 1 P (λ^{(k)}|λ^{(k−1)}) = q^{(1−ik)}, j_k = 1.

ZAKON BOL^XIH QISEL 25 Peremnoßiv poluqennye neravenstva pri k = 2, . . . , n i umnoßiv na koliqestvo slagaemyh v (2.9), poluqim trebuemoe.

§3. Dokazatel~stvo teoremy A V dal~neæxem nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma iz teorii veroØtnosteæ (sm. [3], str. 81).

Lemma 3.1. Pust~ ξ1, ξ2, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh

odinakovo raspredelennyh bernullievskih sluqaænyh veliqin s P {ξ_1 = 1} = p, P {ξ_1 = 0} = 1−p, 0 6 p 6 1, i S_n = ξ_1 +. . .+ξ_n. Togda dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t takie konstanty c_1 = c_1(ε) > 0 i c_2 = c_2(ε) > 0, qto P {| | | S_n n − p | | | | ¿ ε^} 6 c1 · e^{−c2n} (3.1)

pri vseh n = 1, 2, . . ..

V dal~neæxem nam budet udobno rassußdat~ o vvedennyh v §2 ob¨ektah na Øzyke teorii veroØtnosteæ, sqitaØ λ_1, λ_2, . . . celoqislennymi sluqaænymi veliqinami, opredelennymi na veroØtnostnyh prostranstvah g_n, kaßdoe iz kotoryh sostoit iz |g_n| = q^{n(n−1)}2 ravnoveroØtnyh fflementarnyh sobytiæ-matric. Pri fftom my budem ispol~zovat~ oboznaqenie λ^{(n)}_k dlØ sluqaænoæ veliqiny λ_k, opredelennoæ na g_n.

Lemma 3.2. DlØ vseh n = 1, 2, . . . i l¸bogo x ∈ R vypolneno nera-

venstvo F_λ(n)_1 (x) 6 F_n(x), (3.2)

gde F_λ(n)_1 (x) = P {λ^{(n)}_1 6 x} – funkciØ raspredeleniØ λ^{(n)}_1 , a F_n(x) = P {S_n 6 x} – funkciØ raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny S_n = ξ_1 + . . . + ξ_n iz Lemmy 3.1 pri p = 1 − q^{−1}.

Dokazatel~stvo provedem indukcieæ po n. Pri n = 1 utver-

ßdenie oqevidno. Tak kak vse rassmatrivaemye sluqaænye veliqiny prinima¸t celye neotricatel~nye znaqeniØ, to dostatoqno dokazat~ neravenstvo (3.2) dlØ celyh neotricatel~nyh x. S odnoæ storony,

F_{n+1}(x) = P {S_{n+1} 6 x} = P {S_n 6 x − 1} + P {S_n = x, ξ_{n+1} = 0} = = F_n(x − 1) + (1 − p)(F_n(x) − F_n(x − 1)) = pF_n(x − 1) + (1 − p)F_n(x) =

= (1 − q^{−1})F_n(x − 1) + q^{−1}F_n(x). (3.3)

26 A. M. BORODIN S drugoæ storony, iz teoremy deleniØ sleduet, qto

F_λ(n+1)_1 (x) = P {λ^{(n+1)}_1 6 x} =

= P {λ^{(n)}_1 6 x − 1} + P {χ ∈ g_{n+1} : χ ∈ g^Λ_{n,λ},

λ_1 = Λ_1 = x} = F_λ(n)_1 (x − 1) + ∑ λ∈P_n λ1=x ∑ λ⊂Λ∈P_n+1 Λ1=x

P (Λ|λ)P (λ) =

= F_λ(n)_1 (x − 1) + ∑ λ∈P_n λ1=x (1 − P (~Λ|λ))P (λ),

gde ~Λ ⊃ λ i ~Λ_1 = x + 1. �to oznaqaet, qto D(λ) (λ_1 + 1)-smeßna k D(~Λ), i P (~Λ|λ) = 1−q^{−αλ1} ¿ 1−q^{−1} (gde λ = 1^{α1} . . . n^{αn} ). UqityvaØ poluqennoe neravenstvo, poluqaem

F_λ(n+1)_1 (x) 6 F_λ(n)_1 (x−1)+ 1 q ∑ λ∈P_n λ1=x P (λ) = F_λ(n)_1 (x−1)+q^{−1}·P {λ^{(n)}_1 = x} =

= (1 − q^{−1})F_λ(n)_1 (x − 1) + q^{−1}F_λ(n)_1 (x) (3.4)

Indukcionnyæ xag teper~ nemedlenno sleduet iz ravenstva (3.3) i neravenstva (3.4). Lemma dokazana.

Neposredstvennym sledstviem Lemm 3.1 i 3.2 ØvlØetsØ sledu- ¸wee

Predloßenie 3.3. DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t takie konstan-

ty c_1 = c_1(ε) > 0 i c_2 = c_2(ε) > 0, qto pri vseh n = 1, 2, . . .

F_λ(n)_1 (( 1 − 1 q − ε ) n ) 6 c1 · e^{−c2n}. (3.5)

Naxeæ blißaæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo utverßdeniØ, analogiqnogo Predloßeni¸ 3.3, dlØ λ_k pri k = 2, 3, . . .. Dopolnitel~nye trudnosti sozdaet tot fakt, qto dlØ l¸bogo razbieniØ λ ∈ P_n suwestvuet ~Λ ∈ P_{n+1}: ~Λ ⊃ λ, ~Λ_1 = λ_1 + 1, togda kak esli potrebovat~ ~Λ_2 = λ_2 + 1, to trebuemogo razbieniØ ~Λ moßet ne naætis~.

Predloßenie 3.4. DlØ l¸byh ε > 0 i k ∈ N suwestvu¸t takie

konstanty c_1 = c_1(ε, k) > 0 i c_2 = c_2(ε, k) > 0, qto

F_λ(n)_k ((p_k − ε)n) 6 c_1 · e^{−c2n} (3.6)

ZAKON BOL^XIH QISEL 27 pri vseh n = 1, 2, . . ., gde p_k = q^{1−k} − q^{−k}.

Dokazatel~stvo. Pri k = 1 (3.6) sovpadaet s utverßdeniem uße

dokazannogo PredloßeniØ 3.3. Pust~ k ¿ 2. DlØ dokazatel~- stva (3.6) my postroim tri posledovatel~nosti {α_n}, {β_n} i {γ_n} sluqaænyh veliqin, opredelennyh na obwem veroØtnostnom prostranstve, prinima¸wih celye neotricatel~nye znaqeniØ i oblada¸wih sledu¸wimi svoæstvami.

(I) β_n ¿ α_n ¿ β_n − γ_n, n = 1, 2, . . .

(II) F_λ(n)_k (x) 6 F_{αn} (x) dlØ vseh x ∈ R, n = 1, 2, . . .

(III) F_{βn} (x) ≡ F_n(x), n = 1, 2, . . ., gde F_n(x) vzØta iz Lemmy 3.1 pri p = p_k = q^{1−k} − q^{−k}, t.e. β_n dostavlØet binomial~noe raspredelenie.

(IV) DlØ l¸bogo δ > 0 suwestvu¸t takie konstanty d_1 = d_1(δ, k) > 0 i d_2 = d_2(δ, k) > 0, qto P {γ_n ¿ δn} 6 d_1e^{−d2n}, n = 1, 2, . . . . Pokaßem snaqala, kak iz suwestvovaniØ takih posledovatel~nosteæ sleduet trebuemoe neravenstvo (3.6). Iz usloviæ (I) i (II) sleduet, qto F_λ(n)_k (x) 6 F_{αn} (x) 6 F_{βn−γn} (x). Dalee, F_{βn−γn} ((p_k − ε)n) = P {(β_n − γ_n) 6 (p_k − ε)n} 6 6 P^{βn 6^(pk −^ε_2^) n^} + P^{γn ¿^ε_2 n^} .

Iz (III) i Lemmy 3.1 sleduet, qto pervoe slagaemoe ne prevoshodit c_3 · e^{−c4n}, a iz (IV) sleduet, qto i vtoroe slagaemoe ne prevoshodit c_5 · e^{−c6n}, otkuda

F_λ(n)_k ((p_k − ε)n) 6 F_{βn−γn} ((p_k − ε)n) 6 6 c3e^{−c4n} + c5e^{−c6n} 6 c1e^{−c2n}, qto i trebuetsØ.

Pereædem k postroeni¸ {α_n}, {β_n} i {γ_n}. Obwim veroØtnostnym prostranstvom budet slußit~ poluinterval [0, 1) s meroæ Lebega v kaqestve veroØtnosti. Dopolnitel~no k usloviØm (I)– (IV) my budem trebovat~ vypolnenie usloviØ

28 A. M. BORODIN

(V) pri kaßdom n = 1, 2, . . . suwestvuet razbienie otrezka [0,1], 0 = a_0 < a_1 < . . . < a_m = 1, takoe, qto α_n i β_n postoØnny na kaßdom iz poluintervalov [a_i, a_{i+1}), i = 0, 1, . . . , m − 1.

Postroenie provedem indukcieæ po n. Pri n = 1 poloßim

α_1(x) ≡ 0; β_1(x) = γ_1(x) = { 1, x ∈ [0, p_k) 0, x ∈ [p_k, 1) . Oqevidno, usloviØ (I)–(III), (V) vypolneny. Predpoloßim, posledovatel~nosti postroeny pri n = 1, 2, . . . , r, priqem pri fftih n usloviØ (I)–(III), (V) vypolneny. Postroim α_{r+1}, β_{r+1}, γ_{r+1}. Pust~ 0 = a_0 < a_1 < . . . < a_m = 1 – razbienie iz (V) pri n = r. Oboznaqim qerez A^r_s mnoßestvo poluintervalov [a_i, a_{i+1}), na kotoryh α_r = s (kaßdyæ poluinterval voædet v A^r_s pri nekotorom

s ∈ Z+), a qerez μA^r_s – summu dlin poluintervalov, voxedxih v

A^r_s. Poloßim takße

a^r_s = P {λ^{(r)}_{k−1} = s}.

Naxi dal~neæxie deæstviØ zavisØt ot sootnoxeniØ veliqin μA^r_s i a^r_s. Pust~ snaqala μA^r_s 6 a^r_s. Pust~ [a, b) ∈ A^r_s. Poloßim d = a + p_k(b − a) ∈ [a, b); (d − a) : (b − a) = p_k : 1, i α_{r+1}(x) = α_r(x) = s, x ∈ [a, b) β_{r+1}(x) = { β_r (x) + 1, x ∈ [a, d) β_r (x), x ∈ [d, b) γ_{r+1}(x) = γ_r (x) + 1, x ∈ [a, b)

(3.7)

DeæstvuØ takim obrazom, my zadadim α_{r+1}, β_{r+1} i γ_{r+1} na vseh poluintervalah iz A^r_s.

Pust~ teper~ μA^r_s > a^r_s. Poloßim ([a, b) ∈ A^r_s)

d_1 = a+ ( 1 − a^r_s μA^r_s ) (b−a), d_2 = a+p_k(d_1 −a), d_3 = d_1 +p_k(b−d_1),

tak qto a < d_2 < d_1 < d_3 < b i b − d_1 b − a = a^r_s μA^r_s , d_2 − a d_1 − a = p_k 1 , d_3 − d_1 b − d_1 = p_k 1 ,

ZAKON BOL^XIH QISEL 29 i poloßim

α_{r+1}(x) = { α_r(x) + 1 = s + 1, x ∈ [a, d_2) α_r(x) = s, x ∈ [d_2, b) β_{r+1}(x) = { β_r(x) + 1, x ∈ [a, d_2) ∪ [d_1, d_3) β_r(x), x ∈ [d_2, d_1) ∪ [d_3, b)

γ_{r+1}(x) = { γ_r(x), x ∈ [a, d_1) γ_r(x) + 1, x ∈ [d_1, b)

(3.8)

DeæstvuØ takim obrazom, zadadim α_{r+1}, β_{r+1} i γ_{r+1} na vseh poluintervalah [a, b) ∈ A^r_s.

Prodelav opisannu¸ proceduru pri vseh s ∈ Z_+, my polnost~¸ zadadim α_{r+1}, β_{r+1}, γ_{r+1}. Dokaßem teper~ vypolnenie usloviæ (I)–(III), (V) dlØ n = r + 1.

(I) vytekaet iz sledu¸wih implikaciæ

(α_{r+1}(x) = α_r(x) + 1) =⇒ (β_{r+1}(x) = β_r (x) + 1), (β_{r+1} (x) = β_r (x) + 1) =⇒ ((α_{r+1}(x) = = α_r(x) + 1) ∨ (γ_{r+1} (x) = γ_r (x) + 1)), kotorye neposredstvenno sledu¸t iz opredeleniæ (3.7), (3.8).

(II) V silu usloviØ (II) pri n = r, my imeem pri vseh x ∈ R

F_λ(r)_k (x) 6 F_{αr} (x).

Tak kak vse rassmatrivaemye sluqaænye veliqiny prinima¸t celye neotricatel~nye znaqeniØ, to dostatoqno dokazat~ (II) pri x ∈ Z_+. Rassmotrim 2 sluqaØ: a) μA^r_x 6 a^r_x i b) μA^r_x > a^r_x.

a) Iz opredeleniØ (3.7) sleduet, qto, esli pri nekotorom y ∈ [0, 1) α_r(y) = x, to α_{r+1}(y) = x. UqityvaØ, qto |α_{r+1}(z) − α_r(z)| 6 1 pri z ∈ [0, 1), imeem F_{αr+1} (x) = F_{αr} (x).

No iz teoremy deleniØ sleduet, qto P {λ^{(r)}_k > x} 6 P {λ^{(r+1)}_k > x}, pofftomu

F_{αr+1} (x) = F_{αr} (x) ¿ F_λ(r)_k (x) ¿ F_λ(r+1)_k (x),

qto i trebovalos~.

30 A. M. BORODIN

b) Iz opredeleniØ (3.8) sleduet, qto mera teh toqek y ∈ [0, 1), v kotoryh α_{r+1}(y) = α_r(y) + 1 = x + 1, ravna ∑ [a,b)∈A^r_x (d_2 − a) = p_k ( 1 − a^r_x μA^r_x ) μA^r_x = p_k(μA^r_x − a^r_x), pofftomu, uqityvaØ, qto |α_{r+1}(z) − α_r(z)| 6 1 pri z ∈ [0, 1), imeem F_{αr+1}(x) = F_{αr} (x) − p_k(μA^r_x − a^r_x) =

= F_{αr} (x) − p_k(F_{αr} (x) − F_{αr} (x − 1)) + p_ka^r_x = = p_kF_{αr} (x − 1) + (1 − p_k)F_{αr} (x) + p_ka^r_x. (3.9)

Pereædem k rassmotreni¸ λ^{(r+1)}_k . Zametim, qto, esli λ ∈ P_n, Λ ∈ P_{n+1}, Λ ⊃ λ i Λ_k = λ_k + 1, to λ_{k−1} > λ_k, i iz teoremy deleniØ sleduet, qto

P (Λ|λ) = { q^{1−k} − q^{1−k−αλk} ¿ q^{1−k} − q^{−k} = p_k, λ_k ≠ 0 q^{−k+1} ¿ q^{−k+1} − q^{−k} = p_k, λ_k = 0

(3.10) i F_λ(r+1)_k (x) = F_λ(r)_k (x) − P {χ ∈ g_{r+1} : χ ∈ g^Λ_{r,λ}; Λ_k = λ_k + 1 = x + 1} =

= F_λ(r)_k (x) − ∑ λ∈P_r λ_k=x ∑ Λ∈P_r+1 Λ⊃λ,Λ_k=x+1 P {χ ∈ g^Λ_{r,λ}} =

= F_λ(r)_k (x) − ∑ λ∈P_r λ_{k−}1>λ_k=x P (~Λ|λ)P (λ),

gde ~Λ ∈ P_{r+1}, ~Λ ⊃ λ, ~Λ_k = λ_k + 1 = x + 1. Togda v silu (3.10) F_λ(r+1)_k (x) 6 F_λ(r)_k − p_kP {λ^{(r)}_{k−1} > λ^{(r)}_k = x} =

= F_λ(r)_k (x) − p_k(P {λ^{(r)}_k = x} − P {λ^{(r)}_{k−1} = λ^{(r)}_k = x}) 6

6 F_λ(r)_k (x) − pkP {λ^{(r)}_k = x} + pkP {λ^{(r)}_{k−1} = x} =

= p_kF_λ(r)_k (x − 1) + (1 − p_k)F_λ(r)_k (x) + p_ka^r_x.

Sravnenie poluqennogo i ravenstva (3.9) vmeste s predpoloßeniem o spravedlivosti (II) pri n = r zaverxaet proverku (II) pri n = r + 1.

ZAKON BOL^XIH QISEL 31 (III) Iz opredeleniæ (3.7) i (3.8) sleduet, qto pri x ∈ Z_+

F_{βn+1} (x) = F_{βn} (x) − p_k(F_{βn} (x) − F_{βn} (x − 1)),

poskol~ku v silu usloviØ (V) na kaßdom iz poluintervalov [a_i, a_{i+1}), i = 0, . . . , m − 1, β_n(x) = const. S drugoæ storony,

F_{n+1}(x) = F_n(x)−P {S_n = x, ξ_{n+1} = 1} = F_n(x)−p_k(F_n(x)−F_n(x−1)).

SravnivaØ poluqennye ravenstva i vspominaØ, qto F_1 ≡ F_{β1} , poluqaem F_{βn} (x) ≡ F_n(x), n = 1, 2, . . ..

(V) Nußnoe razbienie pri n = r + 1 dostavlØet izmel~qenie razbieniØ pri n = r vsemi toqkami d, d_1, d_2, d_3, uqastvu¸wimi v postroenii α_{r+1}, β_{r+1}, γ_{r+1}.

Itak, my postroili {α_n}, {β_n} i {γ_n} i proverili svoæstva (I)–(III) i (V). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ proverit~ uslovie (IV).

(IV) Poskol~ku γ_{r+1}(x) − γ_r(x) = 0 ili 1, r = 1, 2, . . . , i |γ_1| 6 1, to P {γ_n ¿ δn} 6 n∑ i=[δn] P {γ_i − γ_{i−1} = 1}. Iz opredeleniæ (3.7) i (3.8) sleduet, qto

P {γ_{r+1} − γ_r = 1} = ∑ s∈Z+^{min{μArs, ars} 6} 6^∑

s6^1_2 (pk+pk−1 )r

a^r_s + ∑ s> 12 (p_k+p_{k−}1)r μA^r_s. Dalee, tak kak iz (I) sleduet, qto β_r ¿ α_r, to ∑ s> 12 (p_k+p_{k−}1 )r μA^r_s = P {α_r > 1 2 (p_k + p_{k−1})r} =

= 1 − F_{αr} ( 1 2 (p_k + p_{k−1})r ) 6 6 1 − Fβ_r^{( 1}_2 (pk + pk−1)r^) 6 d3(k)e^{−d4(k)r}

dlØ nekotoryh d_3, d_4 > 0 iz Lemmy 3.1 (_{pk +pk−1} 2 > p_k ) .

32 A. M. BORODIN

Pust~ na vremØ k = 2. Togda ∑ s6^1_2 (p2+p1)r

a^r_s = P { λ^{(r)}_1 6

(p_1 + p_2)r 2 } = F_λ(r)_1 ( p_1 + p_2 2 ) 6 d5 · e^{−d6·r} (3.11) dlØ nekotoryh konstant d_5, d_6 > 0 v silu PredloßeniØ 3.3. Takim obrazom,

P {γ_{r+1} − γ_r = 1} 6 d_3 · e^{−d4·r} + d_5 · e^{−d6·r} 6 d_7 · e^{−d8·r}, P {γ_n ¿ δn} 6 n∑ i=[δn] P {γ_i − γ_{i−1} = 1} 6 n∑ i=[δn] d_7e^{−d8·r} 6 6 +∞∫ [δn]−1 d_7e^{−d8x}dx = d_7 d_8 e^{−d8([δn]−1)} 6 d_1 · e^{−d2n}, qto i sostavlØet (IV).

Pri rassmotrenii k = 2 my soslalis~ (sm. (3.11)) na Predloßenie 3.3, kotoroe sovpadaet s Predloßeniem 3.4 pri k = 1. Vypolnenie usloviØ (IV) pri k = 2 vleqet utverßdenie PredloßeniØ 3.4 pri k = 2, s pomow~¸ kotorogo my soverxenno analogiqno poluqim (IV) pri k = 3, t.k. p_1 >^{p1+p2}_2 > p_2 >^{p2+p3}_2 > p_3 > . . . . IndukciØ po k zaverxaet dokazatel~stvo.

Tol~ko qto dokazannoe Predloßenie 3.4 utverßdaet, qto λ^{(n)}_k > (p_k −ε)n s veroØtnost~¸, stremØweæsØ k edinice, t.e. dokazana “ocenka snizu” dlØ λ_k. Sledu¸wee predloßenie dokazyvaet “ocenku sverhu” i ob¨edinØet ffti “ocenki”.

Predloßenie 3.5. DlØ l¸bogo ε > 0 i k ∈ N suwestvu¸t takie

konstanty c_1 = c_1(ε, k) > 0 i c_2 = c_2(ε, k) > 0, qto P {|λ^{(n)}_k − p_kn| ¿ εn} 6 c_1 · e^{−c2n} pri vseh n = 1, 2, . . ..

Dokazatel~stvo ØvlØetsØ netrudnym sledstviem Predloße-

niØ 3.4. Vyberem m ∈ N tak, qto q^{−m} < ε/2 i poloßim k_0 = max{m, k} + 1. Poloßim δ = ε/2(k_0 − 1) < ε. Iz PredloßeniØ 3.4 sleduet, qto suwestvu¸t takie konstanty d^1, . . . , d^1_{k0}, d^2_1, . . . , d^2_{k0} > 0, ne zavisØwie ot n, qto P {λ^{(n)}_i 6 (p_i − δ)n} 6 d^1_i · e^{−d2i n}, i = 1, 2, . . . , k_0,

ZAKON BOL^XIH QISEL 33 otkuda P {λ^{(n)}_i > (p_i − δ)n, i = 1, . . . , k_0} ¿ ¿ 1 − P {λ^{(n)}_1 6 (p1 − δ)n} − . . . − P {λ^{(n)}_{k0} 6 (pk_0 − δ)n} ¿ ¿ 1 −^{k0∑}_{i=1} d^1_i e^{−d2i n} ¿ 1 − c1 · e^{−c2·n}

Pokaßem teper~, qto (λ^{(n)}_i > (p_i − δ)n, i = 1, 2, . . . , k_0) =⇒ (λ^{(n)}_k < (p_k + δ)n). Deæstvitel~no, iz opredeleniØ {λ^{(n)}_i } sleduet, qto λ^{(n)}_1 + λ^{(n)}_2 + . . . + λ^{(n)}_{k0} 6 n, pofftomu iz (λ^{(n)}_i > (p_i − δ)n, i = 1, 2, . . . , k_0) imeem

λ^{(n)}_k + k0∑ i=1,≠k (p_i − δ)n < λ^{(n)}_1 + . . . + λ^{(n)}_{k0} 6 n,

λ^{(n)}_k < n 1− k0∑ i=1,≠k p_i + (k_0 − 1)δ

= n(p_k +q^{−k}0+(k_0 −1)δ) < n(p_k +ε)

v silu vybora k_0 i δ. Tak kak δ < ε, P {|λ^{(n)}_k −p_kn| < εn} ¿ P {λ^{(n)}_i > (p_i −δ)n, i = 1, . . . , k_0} > 1−c_1e^{−c2n}, qto i trebovalos~ dokazat~.

Pohoßimi rassußdeniØmi iz PredloßeniØ 3.5 poluqaem

Teorema 3.6 (teorema A). DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t takie

konstanty c_1 = c_1(ε) > 0, c_2 = c_2(ε) > 0, qto pri vseh n = 1, 2, . . . vypolneno neravenstvo P { sup_{k∈}N | | | | λ^{(n)}_k n − p_k | | | | ¿ ε } 6 c1 · e^{−c2n} Dokazatel~stvo. Vyberem m ∈ N i δ > 0 tak, qto q^{−m} < ε/2

i δ < ε/2m < ε. Iz PredloßeniØ 3.5 sleduet, qto suwestvu¸t takie konstanty d^1, . . . , d^1_m, d^2_1, . . . , d^2_m > 0, ne zavisØwie ot n, qto P {|λ^{(n)}_i − p_in| ¿ δn} 6 d^1_i · e^{−d2i n}, i = 1, 2, . . . , m,

34 A. M. BORODIN otkuda P {|λ^{(n)}_i − p_in| < δn, i = 1, . . . , m} > 1 − m∑ i=1 d^1_i e^{−d2i n} ¿ 1 − c_1 · e^{−c2n}.

Pokaßem teper~, qto {|λ^{(n)}_i − p_in| < δn, i = 1, . . . , m} =⇒ sup_{k∈}N | | | | | λ^{(n)}_k n − p_k | | | | | < ε. Poskol~ku δ < ε, dostatoqno rassmotret~ k > m. Tak kak

λ^{(n)}_1 + . . . + λ^{(n)}_m + λ^{(n)}_k 6 n,

to iz (λ^{(n)}_i > (p_i − δ)n, i = 1, . . . , m) sleduet, qto

λ^{(n)}_k + m∑ i=1 (p_i − δ)n < λ^{(n)}_1 + . . . + λ^{(n)}_m + λ^{(n)}_k 6 n,

λ^{(n)}_k < n ( 1 − m∑ i=1 p_i + δm ) = n(q^{−m} + δm) < εn. Krome togo, p_k = q^{−k+1} − q^{−k} < q^{−k+1} 6 q^{−m} < ε/2 < ε, to est~ ( 0 < p_k < ε, 0 < λ^{(n)}_k n < ε ) =⇒ (| | | | λ^{(n)}_k n − p_k | | | | | < ε ) , qto i trebovalos~. Itak, P { sup_{k∈}N | | | | | λ^{(n)}_k n − p_k | | | | | ¿ ε } 6 6 1 − P {|λ^{(n)}_i − pin| < δn, i = 1, . . . , m} 6 c1 · e^{−c2n}. Teorema dokazana.

Sledstvie 3.7. DlØ l¸byh k, m ∈ N

E (λ^{(n)}_k )^m ∼ (p_kn)^m pri n → ∞.

Dokazatel~stvo sleduet iz togo, qto s veroØtnost~¸, ffkspo-

nencial~no stremØweæsØ k edinice, λ^{(n)}_k ∈ [(p_k − ε)n, (p_k + ε)n] dlØ l¸bogo ε > 0.

ZAKON BOL^XIH QISEL 35

Sledstvie 3.8. DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t takie konstanty

c_1 = c_1(ε) > 0, c_2 = c_2(ε) > 0, qto pri n = 1, 2, . . . P {X ∈ g_n : rk X 6 (1 − ε)n} 6 c_1 · e^{−c2n}.

Dokazatel~stvo. Vyberem m ∈ N i δ > 0 tak, qto q^{−m} < ε/4 i δ <

ε/4m. Iz Teoremy 3.6 sleduet, qto suwestvu¸t takie konstanty c_1, c_2 > 0, qto pri vseh n = 1, 2, . . . P {λ^{(n)}_k > (p_k − δ)n, k = 1, . . . , m} > 1 − c_1e^{−c2n}. Zametim teper~, qto koliqestvo nenulevyh λ^{(n)}_k ne prevoshodit n−λ^{(n)}_1 −. . .−λ^{(n)}_m pri k > m, pofftomu s veroØtnost~¸ > 1−c_1e^{−c2n} koliqestvo nenulevyh λ^{(n)}_k ne prevoshodit m + n − m∑ k=1 (p_k − δ)n = m + n(q^{−m} + mδ) < m + n · ε 2 < εn pri dostatoqno bol~xih n. Ostalos~ zametit~, qto rang matricy X ∈ g_n raven ee porØdku minus koliqestvo kletok v ee ßordanovoæ forme. Sledstvie dokazano. §4. Dokazatel~stvo teoremy V Pust~ ξ^{(1)}, ξ^{(2)}, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh k-mer-nyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin s P {ξ^{(1)}_l = δ^m_l , l = 1, 2, . . . , k} = p_m, m = 1, 2, . . . , k P {ξ^{(1)}_l = 0, l = 1, 2, . . . , k} = 1 − k∑ i=1 p_i;

i pust~ S^{(n)} = ξ^{(1)} + . . . + ξ^{(n)} (zdes~ δ^m_l – simvol Kronekera).

Lemma 4.1._{S(n) − E S(n)} √ n d→ X, n → ∞, gde X – ffto k-mernyæ sluqaænyæ normal~nyæ vektor s nulevym srednim i matriceæ kovariaciæ Q = diag {p_1, . . . , p_k} − (p_ip_j)^k_{i,j=1},

36 A. M. BORODIN a znak^d→ oznaqaet shodimost~ sluqaænyh veliqin po raspredeleni¸.

Dokazatel~stvo. Iz Teoremy 7.6, [4], sleduet, qto dostatoqno

dokazat~ potoqeqnu¸ shodimost~ harakteristiqeskih funkciæ rassmatrivaemyh sluqaænyh veliqin. Prodelaem ffto.

E S^{(n)} = (p_1 · (1, 0, . . . , 0)^T + . . .+ p_k · (0, 0, . . . , 1)^T )n = n · (p_1, . . . , p_k)^T .

Poloßim r_k = 1 −^k ∑ i=1 p_i. Togda

E e^{i⟨t,ξ(1)−E ξ(1)⟩} = k∑ l=1 p_l · e^{i(tl−} kP_{j=1 tj pj ) + rn · e−i} nP_{j=1 tj pj .} Oboznaqim u = t/ √ n . Poluqaem (ξ^{(1)}, . . . , ξ^{(n)} nezavisimy) E e^{i⟨t, S} (n)_−E S(n) √ n ⟩ = ( E e^{i⟨t, ξ} (1)_−E ξ(1) √ n ⟩ )_n = ( E e^{i⟨u,ξ(1)−E ξ(1)⟩} )_n =

= k∑ l=1 p_le^{i(ul−} kP_{j=1 pj uj ) + rke−i} kP_{j=1 pj uj}^n_=

= (_k∑ l=1 p_l + r_k + i k∑ l=1 p_l u_l − k∑ j=1 p_ju_j + (−i)r_k k∑ j=1 p_j u_j−

− 1 2 k∑ l=1 p_l u_l − k∑ j=1 p_ju_j 2 − r_k 1 2 k∑ j=1 p_ju_j 2 + O(n^{−3/2}) )_n =

= 1− 1 2n k∑ l=1 p_l k∑ j=1 t_j p_j −t_l 2 +r_k k∑ j=1 t_jp_j 2 +O(n^{−3/2}) n →

→ exp − 1 2 k∑ l=1 p_l k∑ j=1 t_j p_j − t_l 2 + r_k k∑ j=1 t_jp_j 2

ZAKON BOL^XIH QISEL 37 pri n → ∞. Preobrazuem vyraßenie pod ffksponentoæ. k∑ l=1 p_l · k∑ j=1 t_j p_j − t_l 2 + r_k k∑ j=1 t_j p_j 2 =

= k∑ l=1 p_lt^2_l − 2 k∑ j=1 t_j p_j 2 + (_k ∑ l=1 p_l ) · k∑ j=1 t_j p_j 2 + r_k k∑ j=1 t_j p_j 2 =

= k∑ l=1 p_lt^2_l − k∑ j=1 p_jt_j 2 = (t_1, . . . , t_k) · Q · (t_1, . . . , t_k)^T .

Poskol~ku E e^{i⟨t,X⟩} = exp { −^1_2 (t_1 . . . t_k)Q(t_1 . . . t_k)^T } , lemma dokaza- na. Budem oboznaqat~ vektor (λ^{(n)}_1 , . . . , λ^{(n)}_k )^T qerez λ^{(n)}_{[k]} . Naxa zadaqa sostoit v tom, qtoby poluqit~ utverßdenie Teoremy V iz Lemmy 4.1, pokazav “maloe otliqie” λ^{(n)}_{[k]} ot S^{(n)}. Kl¸qevym momentom dokazatel~stva ØvlØetsØ sledu¸wee nabl¸denie. KaßdaØ (n, λ)-qastica (t.e. matrica iz g_{n,λ}, sm. §2) pri λ_1 > λ_2 > . . . > λ_k > λ_{k+1} pri delenii uveliqivaet dlinu l-oæ stroki, l = 1, . . . , k, sootvetstvu¸weæ diagrammy ınga na edinicu s veroØtnost~¸ p_l i ostavlØet pervye k strok neizmennymi s ve-

roØtnost~¸ r_k = 1 −^k ∑ j=1 p_j , t.e. vedet sebØ kak pri pribavlenii

nezavisimoæ k-mernoæ sluqaænoæ veliqiny ξ^{(1)} (sm. naqalo paragrafa). Koliqestvo ße (n, λ)-qastic, dlØ kotoryh neverno, qto λ_1 > λ_2 > . . . > λ_{k+1}, t.e. teh, kotorye “ploho delØtsØ”, mal&o, poskol~ku iz Teoremy A sleduet, qto λ_1, . . . , λ_{k+1} koncentriru¸tsØ s bol~xoæ veroØtnost~¸ okolo p_1n > p_2n > . . . > p_{k+1}n. Dal~neæxie rassußdeniØ ØvlØ¸tsØ formalizacieæ vyxeskazannogo.

Oboznaqim qerez L^{(n)} mnoßestvo matric porØdka n, dlØ kotoryh vypolneny neravenstva λ_1 > λ_2 > . . . > λ_{k+1}; L =^∞ ⋃ n=1 L^{(n)}. Iz

Teoremy A nemedlenno sleduet, qto suwestvuet takaØ konstanta c = c(k) > 0, qto

P {L^{(n)}} ¿ 1 − c n^2

, n = 1, 2, . . . . (4.1)

38 A. M. BORODIN

Lemma 4.2. DlØ l¸bogo ε > 0 naædetsØ takoe n0 ∈ N, qto pri l ¿ n0 + 1

sup_{x∈}R_k | | | |Fλ^{n0}_{[k]}+ξ^{(n0 +1)}+...+ξ^{(l)} (x) − Fλ^{(l)}_{[k]} (x) | | | | 6 δ/2 (My sqitaem, qto sluqaænye veliqiny λ^{(n0)}_{[k]} , ξ^{(1)}, ξ^{(2)}, . . . opredeleny na odnom veroØtnostnom prostranstve i nezavisimy.)

Dokazatel~stvo. Vyberem n0 ∈ N tak, qto c · ∞∑ n=n0 1 n^2 < δ 2 . (4.2)

DlØ dokazatel~stva lemmy my postroim dve posledovatel~nosti {α_n}^∞_{n=n0} i {β_n}^∞_{n=n0} sluqaænyh veliqin, opredelennyh na obwem veroØtnostnom prostranstve – poluintervale [0,1) s meroæ Lebega v kaqestve veroØtnosti, – prinima¸wih celye neotricatel~nye znaqeniØ i oblada¸wih sledu¸wimi svoæstvami.

(1) F_{αn} ≡ F_λ(n)_{[k]} , n = n_0, n_0 + 1, . . .

(2) F_{βn} ≡ F_λ(n_0)_{[k] +ξ(n0+1)+...+ξ(n)} , F_{βn0} ≡ F_λ(n_0)_{[k]} , n = n_0 +1, n_0 +2, . . .

(3) P {α_n ≠ β_n} 6 c ·^{n−1} ∑ m=n0 1 m2 <^δ_2 , n = n_0, n_0 + 1, . . .

Iz suwestvovaniØ takih posledovatel~nosteæ srazu sleduet utverßdenie lemmy, poskol~ku | | | | ( F_λ(n_0)_{[k] +ξ(n0+1)+...+ξ(n)} = F_{βn} ) − ( F_{αn} = F_λn_{[k]} )| | | > a =⇒ =⇒ P {α_n ≠ β_n} > a. Dopolnitel~no budem trebovat~ vypolneniØ usloviØ (4) pri kaßdom n = n_0, n_0 +1, . . . suwestvuet razbienie otrezka [0,1] 0 = a_0 < a_1 < . . . < a_m = 1 takoe, qto α_n i β_n postoØnny na kaßdom poluintervale [a_i, a_{i+1}), i = 0, 1, . . . , m − 1.

Opixem ide¸ postroeniØ. Posledovatel~nosti stroØtsØ indukcieæ po n. Pri n = n_0 opredelØem α_{n0} i β_{n0} tak qto F_{αn0} ≡ F_{βn0} ≡ F_λ(n_0)_{[k]} . Pri perehode ot n k n + 1 deæstvuem sledu¸- wim obrazom. Ta qast~ veroØtnostnogo prostranstva, na kotoroæ α_n = β_n, delitsØ na dve qasti, odna iz kotoryh sootvetstvuet matricam iz L^{(n)}, a vtoraØ – dopolneni¸ L^{(n)}. DlØ matric, sootvetstvu¸wih pervoæ iz fftih qasteæ, delenie, s vero- Øtnostnoæ toqki zreniØ, sovpadaet s pribavleniem nezavisimoæ

ZAKON BOL^XIH QISEL 39 sluqaænoæ veliqiny ξ^{(n+1)}, pofftomu na fftoæ qasti α_{n+1} = β_{n+1}. Na ostatke veroØtnostnogo prostranstva my opredelØem α_{n+1} i β_{n+1} tak, qtoby vypolnØlis~ usloviØ (1) i (2). Pri fftom veroØtnost~ togo, qto α_{n+1} ≠ β_{n+1}, prevoshodit veroØtnost~ togo, qto α_n ≠ β_n, ne bolee qem na 1 − P (L^{(n)}) 6 c/n^2, t.e. P {α_{n+1} ≠ β_{n+1}} 6 P {α_n ≠ β_n} + c/n^2, qto i trebuetsØ.

Niße my formal~no provedem postroenie {α_n} i {β_n} pri k = 1. Pri k > 1 postroeniØ analogiqny.

Dalee k = 1, λ^{(n)}_{[1]} = λ^{(n)}_1 . Pri n = n_0 razob~em [0,1) na n_0 + 1 qasteæ toqkami 0 = b_0 < b_1 < . . . < b_{n0+1} = 1 tak, qto (b_{i+1} − b_i) = P {λ^{(n0)}_1 = i}, i = 0, 1, . . . , n_0, i poloßim

α_{n0}(x) = β_{n0} (x) = i pri x ∈ [b_i, b_{i+1}), i = 0, 1, . . . , n_0.

Vypolnenie (1)–(4) oqevidno. Predpoloßim, qto posledovatel~- nosti {α_n}, {β_n} postroeny pri n = n_0, . . . , r, priqem usloviØ (1)–(4) pri fftih n vypolneny. Postroim α_{r+1} i β_{r+1}. Pust~ 0 = a_0 < a_1 < . . . < a_m = 1 – razbienie iz usloviØ (4) pri n = r. Oboznaqim qerez A^r_s mnoßestvo poluintervalov [a_i, a_{i+1}), na kotoryh α_r = s, a qerez μA^r_s summu dlin poluintervalov iz A^r_s. Oboznaqim takße qerez

a^r_s = P {λ^{(r)}_1 = λ^{(r)}_2 = s}.

Pust~ [a, b) ∈ A^r_s. Iz usloviØ (1) pri n = r sleduet, qto μA^r_s = P {λ^{(r)}_1 = s}, pofftomu μA^r_s ¿ a^r_s. Poloßim θ = P {χ ∈ g_{n+1} : χ ∈ g^Λ_{n,λ}; Λ_1 = s + 1, λ_1 = λ_2 = s} P {χ ∈ g_{n+1} : χ ∈ g^Λ_{n,λ}; Λ_1 = s, λ_1 = λ_2 = s}

d_1 = a + ( 1 − a^r_s μA^r_s ) (b − a), d_2 = a + p_1(d_1 − a),

d_3 = d_1 + θ 1 + θ

(b − d_1), d_4 = d_1 + p_1(b − d_1),

tak qto a < d_2 < d_1 < d_3, d_4 < b i b − d_1 b − a = a^r_s μA^r_s , d_2 − a d_1 − a

= p_1, d_3 − d_1 b − d_3 = θ, d_4 − d_1 b − d_1 = p_1

40 A. M. BORODIN i α_{r+1}(x) = { α_r(x) + 1 = s + 1, x ∈ [a, d_2) ∪ [d_1, d_3) α_r(x) = s, x ∈ [d_2, d_1) ∪ [d_3, b)

β_{r+1}(x) = { β_r (x) + 1, x ∈ [a, d_2) ∪ [d_1, d_4) β_r (x), x ∈ [d_2, d_1) ∪ [d_4, b).

DeæstvuØ takim obrazom pri vseh [a, b) ∈ A^r_s i s ∈ Z_+, my zadadim α_{r+1} i β_{r+1} na vsem poluintervale [0,1). Pokaßem vypolnenie usloviæ (1)–(4) pri n = r + 1.

(1) Rassmotrim mnoßestvo {χ ∈ g_{r+1} : χ ∈ g^Λ_{r,λ}; λ_1 = s}, ego veroØtnost~ iz svoæstva (1) pri n = r ravna μA^r_s. Razob~em ffto mnoßestvo na 4 qasti.

B_1 = {χ ∈ g_{r+1} : χ ∈ g^Λ_{r,λ}; Λ_1 = λ_1 = S, λ_2 < λ_1} B_2 = {χ ∈ g_{r+1} : χ ∈ g^Λ_{r,λ}; Λ_1 − 1 = λ_1 = S, λ_2 < λ_1} B_3 = {χ ∈ g_{r+1} : χ ∈ g^Λ_{rλ}; Λ_1 = λ_1 = S, λ_2 = λ_1} B_4 = {χ ∈ g_{r+1} : χ ∈ g^Λ_{r,λ}; Λ_1 − 1 = λ_1 = S, λ_2 = λ_1} Iz teoremy deleniØ sleduet, qto pri λ_2 < λ_1 P (B_2) = ∑ λ∈P_r,λ1=S λ2<λ1 P (Λ̃|λ)P (λ) = p_1 ∑ λ∈P_r,λ1=s λ2<λ1 P (λ) = p_1(μA^r_s − a^r_s),

gde Λ̃ ∈ P_{r+1}, Λ̃ ⊃ λ, Λ̃_1 = λ_1 + 1 = s + 1. Dalee,

P (B_1) = ∑ λ∈P_r λ2<λ1=S P (λ) − P (B_2) = (1 − p_1)(μA^r_s − a^r_s).

Ots¸da P (B_2) = p_1(μA^r_s − a^r_s) = ∑ [a,b)∈A^r_s (d_2 − a)

P (B_1) = (1 − p_1)(μA^r_s − a^r_s) = ∑ [a,b)∈A^r_s (d_1 − d_2).

Poskol~ku P (B_3 ∪ B_4) = P (B_3) + P (B_4) = a^r_s i P (B_4)/P (B_3) = θ,

P (B_4) = θ 1 + θ a^r_s = ∑ [a,b)∈A^r_s (d_3 − d_1)

P (B_3) = 1 1 + θ a^r_s = ∑ [a,b)∈A^r_s (b − d_3).

ZAKON BOL^XIH QISEL 41 No togda

F_λ(r)_1 (s)−F_λ(r+1)_1 (s) = P (B_2)+P (B_4) = ∑ [a,b)∈A^r_s ((d_2 −a)+(d_3 −d_1)) = = F_{αr} (s) − F_{αr+1}(s), qto vmeste s (1) pri n = r daet, v silu proizvol~nosti s ∈ Z_+, vypolnenie usloviØ (1) pri n = r + 1.

(2) Iz opredeleniØ β_{r+1} sleduet, qto pri x ∈ Z_+

F_{βr+1} (x) = F_{βr} (x) − p_k(F_{βr} (x) − F_{βr} (x − 1)). No F_λ(n_0)_{1 +ξ(n0+1)+...+ξ(r+1)} (x) = F_λ(n_0)_{1 +ξ(n0+1)+...+ξ(r)} (x)−

− P {λ^{(n0)}_1 + ξ^{(n0+1)} + . . . + ξ^{(r)} = x; ξ^{(r+1)} = 1} = = F_{βr} (x) − p_1(F_{βr} (x) − F_{βr} (x − 1))

iz nezavisimosti λ^{(n0)}_1 , ξ^{(n0+1)}, . . . , ξ^{(r+1)} i usloviØ (2) pri n = r. SravnivaØ poluqennye ravenstva, poluqaem uslovie (2) dlØ n = r + 1.

(3) Tak kak iz opredeleniæ α_{r+1}, β_{r+1} sleduet, qto pri x ∉ [d_1, b)

(α_{r+1}(x) = α_r(x) + 1) ⇐⇒ (β_{r+1}(x) = β_r (x) + 1), to poluqaem

P {α_{r+1} ≠ β_{r+1}} 6 P {α_r ≠ β_r } + ∑ s∈Z+^∑[a,b)∈Ars^{(b − d1) 6} 6 c ·^{r−1∑}_{m=n0}^1_{m2} +^∑_{s∈}Z_+ a^r_s = c ·^{r−1∑}_{m=n0}^1_{m2} + (1 − P {λ^{(r)}_2 < λ^{(r)}_1 }) 6

6 c ·^{r∑}_{m=n0}^1_{m2}

iz usloviØ (3) pri n = r i neravenstva (4.1). Uslovie (3) dlØ n = r + 1 provereno.

(4) Nußnoe razbienie pri n = r + 1 dostavlØet izmel~qenie razbieniØ pri n = r vsemi toqkami d_1, d_2, d_3, d_4, uqastvu¸wimi v postroenii α_{r+1} i β_{r+1}.

Takim obrazom, usloviØ (1)–(4) provereny pri n = r + 1, my zaverxili xag indukcii i dokazatel~stvo Lemmy 4.2.

42 A. M. BORODIN

Teorema 4.3 (teorema V). Pust~ p[k] = (p1, . . . , pk)^T . Togda

λ^{(n)}_{[k]} − n · p_{[k]} √ n d−→ X, n → ∞ gde X – ffto k-mernyæ normal~nyæ sluqaænyæ vektor s nulevym srednim i matriceæ kovariaciæ Q, Q = diag {p_1, . . . , p_k} − (p_ip_j)^k_{i,j=1}. Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez Φ(x) = P {Xl 6 xl, l =

1, . . . , k} funkci¸ raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny X. Vvedem normu na prostranstve R^k : ‖x‖ = max_16_l6_k |x_l|. Vyberem L_1 ∈ N

tak, qto (fiksiruem ε > 0)

2n_0 √ L_1 < ε, gde n_0 vybiralos~ iz neravenstva (4.2). Togda, poskol~ku

‖λ^{(n0)}_{[k]} ‖ 6 n_0, pri l ¿ max(L_1, n_0) imeem ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ (ξ^{(1)} + . . . + ξ^{(l)}) − p_{[k]}l √ l − (λ^{(n0)}_{[k]} + ξ^{(n0+1)} + . . . + ξ^{(l)}) − p_{[k]}l √ l ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ < ε, otkuda (S^{(l)} = ξ^{(1)} + . . . + ξ^{(l)}) F_S(l)_{−p[k] l√} l (x − ⃗ε) 6 F_{(λ}(n_0)_{[k] +ξ(n0+1)+...+ξ(l))−p[k] l} √ l (x) 6 F_S(l)_{−p[k] l√l} (x + ⃗ε), gde ⃗ε = ε · (1, 1, . . . , 1)^T . Iz Lemmy 4.1 sleduet, qto suwestvuet L_2 ∈ N takoe, qto pri l ¿ L_2 (x ∈ R^k fiksirovan) max ( | |F_{S(l)−p[k] l√} l (x − ⃗ε)−Φ(x − ⃗ε) | |, | |F_{S(l)−p[k] l√} l (x + ⃗ε)−Φ(x + ⃗ε) | | ) < δ 4 , pofftomu pri l ¿ max(n_0, L_1, L_2) poluqaem Φ(x − ⃗ε) − δ 4 6 F_{(λ}(n0)_{[k] +ξ}(n_0+1)_{+...+ξ(l))−p[k] l} √ l (x) 6 Φ(x + ⃗ε) +^δ_4 .

ZAKON BOL^XIH QISEL 43 Iz lemmy 4.2 sleduet, qto pri l ¿ max(n_0, L_1, L_2) Φ(x − ⃗ε) − δ 6 F_λl_{[k] −p[k] l√} l (x) 6 Φ(x + ⃗ε) + δ.

V silu proizvol~nosti ε, δ > 0 i nepreryvnosti Φ(x) my poluqaem potoqeqnu¸ shodimost~ funkciæ raspredeleniØ posledovatel~nosteæ^1√_l ( λ^l_{[k]} − p_{[k]}l ) k nepreryvnoæ funkcii raspredeleniØ vektora X, otkuda sleduet (sm. [4]) utverßdenie teoremy V.

Literatura

1. A. A. Kirillov, Variations on the triangular theme. Dynkin Seminar on Lie Groups. — Adv. Math. Sci., Am. Math. Soc. (1995).

2. A. M. Verxik, S. V. Kerov, AsimptotiqeskaØ teoriØ harakterov sim-

metriqeskoæ gruppy. — Funkc. analiz i ego pril. 15, ˝ 4 (1981), 15–27.

3. A. N. XirØev, VeroØtnost~. M, Nauka, 1989.

4. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. M, Nauka, 1977.

Borodin A. M. Law of large numbers and central limit theorem for Jordan normal form of large triangular matrices over a finite field.

We prove that for a typical stricly uppertriangular matrix of order n over a finite field with q elements the sequence of orders of Jordan blocks, divided by n, converges to the geometric progression {(q − 1)q^{−k}, k = 1, 2 . . .}, n → ∞. We also show that the distribution of orders for a finite number of Jordan blocks is asymptotically normal. The corresponding covariance matrix is calculated.

Postupilo 15 oktØbrØ 1996 g. Moskovskiæ Gosudarstvennyæ Universitet im. M. V. Lomonosova