Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

A. M. Borodin

MUL^TIPLIKATIVNYE CENTRAL^NYE MERY NA GRAFE XURA

1. Vvedenie

Central~nye mery na grafah, kotorye ØvlØ¸tsØ grafami vetvleniØ dlØ semeæstva koneqnomernyh poluprostyh algebr C ≃ A0 → A1 → . . . → An → . . . , nahodØtsØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s harakterami lokal~no-poluprostoæ algebry A_∞ = lim_{−→} A_n (sm. [2]). V rabote [1] mul~tiplikativnye central~nye mery na grafe ınga, dlØ kotorogo A_n est~ gruppovaØ algebra simmetriqeskoæ gruppy S_n, rassmatrivalas~ kak haraktery obobwennyh regulØrnyh predstavleniæ gruppy S_∞.

Graf Xura sdvinutyh diagramm ØvlØetsØ grafom vetvleniØ dlØ istinno-proektivnyh predstavleniæ simmetriqeskih grupp (sm. [5]). V fftoæ rabote my nahodim vse mul~tiplikativnye central~nye mery na fftom grafe. V rabote [3] s pomow~¸ analogiqnoæ tehniki poluqena klassifikaciØ vseh mul~tiplikativnyh central~nyh mer na grafe ınga.

Avtor iskrenne blagodarit G. I. Ol~xanskogo za postanovku zadaqi, postoØnnoe vnimanie i poleznye obsußdeniØ.

2. Graf Xura. Planxerelevskoe raspredelenie

Grafom sdvinutyh diagramm S nazyvaetsØ Z_+-graduirovan-

nyæ graf S=^∞ ⋃ n=0 Sn, verxiny n-go fftaßa kotorogo parametrizu-

¸tsØ strogimi razbieniØmi qisla n na natural~nye slagaemye Sn ≃ SP (n) =^{(λ1, . . . , λk) : λi ∈ N,^∑ λi = n, λ1 > λ2 > . . . > λk^}. SdvinutaØ diagramma formy λ = (λ_1, . . . , λ_k) sostoit iz k strok, v l-oæ stroke nahoditsØ λ_l kletok, pervaØ kletka (l + 1)-oæ stroki

Pri podderßke Meßdunarodnoæ Sorovskoæ Programmy ObrazovaniØ. 44

MUL^TIPLIKATIVNYE CENTRAL^NYE MERY 45

nahoditsØ pod vtoroæ kletkoæ l-oæ stroki. Dve verxiny grafa soedinØ¸tsØ rebrom, esli sootvetstvu¸wie diagrammy otliqa- ¸tsØ udaleniem odnoæ kletki.

Esli verxiny λ i Λ soedineny rebrom, priqem λ men~xe (po qislu kletok), qem Λ, my budem pisat~ λ ↗ Λ ili Λ ↘ λ. PutØmi my budem nazyvat~ posledovatel~nosti ? = λ^{(0)} ↗ λ^{(1)} ↗ λ^{(2)} ↗ . . . . Opredelenie 2.1. Central~noæ meroæ ili raspredeleniem na S

nazyvaetsØ veroØtnostnaØ mera na prostranstve puteæ grafa S, udovletvorØ¸waØ sledu¸wemu uslovi¸. DlØ l¸boæ cepoqki ? = λ^{(0)} ↗ λ^{(1)} ↗ . . . ↗ λ^{(n)} = λ mera vseh puteæ, pervye (n + 1) verxin kotoryh sut~ λ^{(0)}, . . . , λ^{(n)} = λ, zavisit tol~ko ot λ i ne zavisit ot λ^{(0)}, . . . , λ^{(n−1)}.

Znaqeniem raspredeleniØ v toqke λ (oboznaqenie M (λ)) my budem nazyvat~ meru mnoßestva vseh puteæ, prohodØwih qerez λ.

Nazovem raspredelenie nevyroßdennym, esli M (λ) ≠ 0 dlØ l¸bogo razbieniØ λ. V dal~neæxem my rassmatrivaem tol~ko nevyroßdennye raspredeleniØ.

Opredelenie 2.2. Perehodnymi veroØtnostØmi dlØ central~-

noæ mery na SnazyvaetsØ nabor qisel

p(λ, Λ) = Prob { λ^{(n+1)} = Λ|λ^{(n)} = λ } = μ{λ^{(n+1)} = Λ, λ^{(n)} = λ} μ{λ^{(n)} = λ} , t.e. p(λ, Λ) – ffto uslovnaØ veroØtnost~ popast~ v Λ pri uslovii popadaniØ v λ, λ ↗ Λ.

Oboznaqim qerez g^λ qislo puteæ, soedinØ¸wih ? i λ. Vvidu svoæstva central~nosti, perehodnye veroØtnosti moßno vyqi-

46 A. M. BORODIN slit~ qerez M (λ), g^λ, M (Λ), g^Λ. p(λ, Λ) = μ{λ^{(n+1)} = Λ, λ^{(n)} = λ} μ{λ^{(n)} = λ} = g^λ ·^{M(Λ)}_g� M (λ) = M (Λ) · g^λ M (λ) · g^Λ . (2.1)

Ots¸da vidno, qto pri ? = λ^{(0)} ↗ λ^{(1)} ↗ . . . ↗ λ^{(n)} = λ

M (λ) = g^λ · p(λ^{(0)}, λ^{(1)})p(λ^{(1)}, λ^{(2)}) . . . p(λ^{(n−1)}, λ^{(n)}), (2.2)

i proizvedenie v pravoæ qasti ne zavisit ot λ^{(0)}, . . . , λ^{(n−1)}. Krome togo, iz opredeleniØ perehodnyh veroØtnosteæ sleduet, qto ∑ Λ:Λ↘λ p(λ, Λ) = 1. (2.3)

Soglasno (2.2), raspredelenie odnoznaqno opredelØetsØ svoimi perehodnymi veroØtnostØmi. Bolee togo, esli zadan nabor qisel { p(λ, Λ) > 0 } , udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (2.3), to my moßem postroit~ meru na putØh S, zadavaØ ee na cilindriqeskih mnoßestvah. Polagaem meru mnoßestva puteæ, pervye n verxin kotoryh sut~ ? = λ^{(0)} ↗ λ^{(1)} ↗ . . . ↗ λ^{(n−1)}, ravnoæ p(λ^{(0)}, λ^{(1)}) · . . . · p(λ^{(n−2)}, λ^{(n−1)}). Ravenstvo (2.3) obespeqivaet korrektnost~ fftogo opredeleniØ. Esli, krome togo, pri

? = λ^{(0)} ↗ . . . ↗ λ^{(n)} = λ proizvedenie p(λ^{(0)}, λ^{(1)}) · . . . · p(λ^{(n−1)}, λ)

ne zavisit ot λ^{(0)}, . . . , λ^{(n−1)}, to poluqennaØ mera budet central~noæ. Ee znaqeniØ budut zadavat~sØ formuloæ (2.2), i perehodnye veroØtnosti sovpadut s ishodnym naborom {p(λ, Λ)}. Takim obrazom, my ustanovili vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie nevyroßdennyh central~nyh mer i naborov {p(λ, Λ) > 0, λ ↗ Λ}, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (2.3) i uslovi¸ nezavisimosti proizvedeniØ p(λ^{(0)}, λ^{(1)})·. . .·p(λ^{(n−1)}, λ) ot λ^{(0)}, . . . , λ^{(n−1)}. Poslednee uslovie budem v dal~neæxem oboznaqat~ qerez (C).

Opredelenie 2.3. Planxerelevskim raspredeleniem na S nazy-

vaetsØ raspredelenie so znaqeniØmi (l(λ)-dlina-koliqestvo nenulevyh qasteæ – razbieniØ λ)

M (λ) = 1 n! 2^{n−l(λ)} · ( g^λ )_2 , λ ∈ S_n. Perehodnye veroØtnosti planxerelevskogo raspredeleniØ ime¸t vid (sm. (2.1)) p(λ, Λ) = g^Λ g^λ(n + 1)

2^{δ(l(λ)−l(Λ))}, λ ∈ S_n, Λ ↘ λ, (2.4)

MUL^TIPLIKATIVNYE CENTRAL^NYE MERY 47 gde δ(·) – simvol Kronekera.

Zameqanie 2.4. Dokazatel~stvo togo, qto vypisannye formuly

zada¸t central~nu¸ meru (t.e. ravenstva (2.3); uslovie (C), oqevidno, vypolneno) budet provedeno pozdnee (sm. Teoremu 3.2 pri

x = ∞).

3. Mul~tiplikativnye raspredeleniØ. Suwestvovanie

Opredelenie 3.1. Nevyroßdennoe raspredelenie na grafe Smy

budem nazyvat~ mul~tiplikativnym, esli suwestvu¸t takie funkcii f : {(i, j) ∈ {1, 2, . . .}^2|i 6 j} → C i g : {0, 1, 2, . . .} → C \{0}, qto perehodnye veroØtnosti fftogo raspredeleniØ ime¸t vid p(λ, Λ) = f(i, j) g(n) · p_∞(λ, Λ), λ ↗ Λ, λ ∈ S_n. (3.1)

Zdes~ (i, j) – nomera stroki i stolbca kletki Λ \ λ (i vozrastaet sverhu vniz, j – sleva napravo), p_∞(λ, Λ) – perehodnye veroØtnosti planxerelevskogo raspredeleniØ (sm. (2.4)).

Esli v Opredelenii 3.1 oboætis~ tol~ko funkcieæ f(i, j) (t.e. sqitat~ g ≡ 1), to edinstvennym takim raspredeleniem budet planxerelevskoe pri f ≡ 1; ffto ukazano v [6].

Teorema 3.2. DlØ vsØkogo x ∈ R+ ∪ {∞} formuly

f_x(i, j) = (j − i)(j − i + 1) + x, g_x(n) = 2n + x (3.2)

zada¸t mul~tiplikativnoe raspredelenie.

Zameqanie 3.3. Pri x = ∞ funkcii fx i gx formal~no ne opre-

deleny, odnako, ih otnoxenie ravno 1, qto dostavlØet planxerelevskoe raspredelenie. �tim ob¨ØsnØetsØ znaqok ∞ v perehodnyh planxerelevskih veroØtnostØh.

Lemma 3.4. Pust~ λ1, . . . , λr ∈ C , priqem λi ≠ λj pri i ≠ j, i

λ_i + λ_j + 1 ≠ 0 pri i ≠ j.

1) (sm. [4, glava 3, primer 8 k §7]) r∑ i=1 λ_i ∏ k≠i (λ_i − λ_k + 1)(λ_i + λ_k) (λ_i + λ_k + 1)(λ_i − λ_k) = r∑ i=1 λ_i. (3.3)

48 A. M. BORODIN

2) Pust~, krome togo, λ_i + 1 ≠ 0, i = 1, . . . , r. Togda r∑ i=1 2 λ_i + 1 · ∏ k≠i (λ_i − λ_k + 1)(λ_i + λ_k) (λ_i + λ_k + 1)(λ_i − λ_k) + r∏ i=1 λ_i − 1 λ_i + 1

= 1. (3.4)

Dokazatel~stvo. 1) Trebuemoe ravenstvo sleduet iz podsqeta

vyqeta racional~noæ funkcii

f_1(z) = (2z − 1) · r∏ i=1 (z + λ_i − 1)(z − λ_i) (z − λ_i − 1)(z + λ_i)

v toqke z = ∞ dvumØ raznymi sposobami: razloßenie f_1(z) na prosteæxie drobi i razloßenie f_1(z) v rØd Lorana v toqke z = ∞. 2) Analogiqno punktu 1) dlØ funkcii

f_2(z) = 2z − 1 z(z − 1) · r∏ i=1 (z + λ_i − 1)(z − λ_i) (z − λ_i − 1)(z + λ_i) . Dokazatel~stvo teoremy 3.2. Soglasno predyduwemu paragra-

fu, neobhodimo proverit~ ravenstvo (2.3) i uslovie (C). No uslovie (C), oqevidno, vypolneno, poskol~ku iz (3.1)

p(λ^{(0)}, λ^{(1)}) . . . p(λ^{(n−1)}, λ) = ∏ �=(i,j)∈λ^{f(i, j) ·} n−1∏ k=0 1 g(k) · p_∞(λ^{(0)}, λ^{(1)}) . . . p_∞(λ^{(n−1)}, λ)

ne zavisit ot λ^{(0)}, . . . , λ^{(n−1)} vvidu vypolneniØ usloviØ (C) dlØ mery PlanxerelØ. OstaetsØ dokazat~ (2.3). Vospol~zuemsØ formuloæ (sm. [4, tam ße]), λ ∈ S_n, λ = (λ_1 > . . . > λ_r ),

g^λ = n! λ_1! . . . λ_r ! · ∏ i<j λ_i − λ_j λ_i + λ_j

. (3.5)

Zametim, qto pravaØ qast~ ravna nul¸, esli razbienie λ ne strogoe (t.e. naædutsØ i ≠ j : λ_i = λ_j ). Imeem ∑ Λ↘λ p_x(λ, Λ) = ∑ Λ↘λ f(Λ \ λ) g(n) · p_∞(λ, Λ) = r∑ k=1 g^{Λ(k)} g^λ(n + 1) · 2 λ_k(λ_k + 1) + x 2n + x + g^{Λ̃} g^λ(n + 1) · x 2n + x ,

MUL^TIPLIKATIVNYE CENTRAL^NYE MERY 49 gde Λ(k) ↘ λ, Λ_k(k) = λ_k + 1 v k-m slagaemom summy, i Λ̃ = (λ, 1). Trebuemoe ravenstvo imeet vid r∑ k=1 g^{Λ(k)} g^λ(n + 1)

· 2(λ_k(λ_k + 1) + x) + g^{Λ̃} g^λ(n + 1)

· x = 2n + x. (3.6)

SravnivaØ v ravenstve (3.6) kofffficienty pri ikse i svobodnye qleny, pol~zuØs~ formuloæ (3.5), my poluqim ravenstva (3.4) i (3.3). Teorema dokazana.

4. Mul~tiplikativnye raspredeleniØ. Edinstvennost~

My pokaßem, qto nikakih drugih, krome opisannyh v paragrafe 3, mul~tiplikativnyh raspredeleniæ na grafe Sne byvaet.

Lemma 4.1. Pust~ zadany funkcii F : {(i, j) ∈ {1, 2, . . .}^2|i 6 j} →

C i g : {0, 1, 2, . . .} → C \ {0} takie, qto vypolneno ravenstvo

(2.3), gde p(λ, Λ) opredelØ¸tsØ iz (3.1), pri l¸byh λ ↗ Λ. Togda nabor {p(λ, Λ), λ ↗ Λ} odnoznaqno opredelØetsØ znaqeniØmi f(i, j) i g(n) pri

(i, j) = (1, 3), (2, 2), (1, 4), (2, 3); n = 2, 3, 4.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto znaqeniØ f(1, 1), f(1, 2), g(0), g(1)

ne vliØ¸t na znaqeniØ p(λ, Λ), poskol~ku oni uqastvu¸t lix~ v vyqislenii p(?, �) i p(�, �), kotorye ravny edinice (sm. (2.3)). Dalee my pokaßem, qto ewe ne upomØnutye znaqeniØ f(i, j) i g(n) (nas interesu¸t pary (i, j) pri j > i, poskol~ku tol~ko oni otveqa¸t kletkam diagrammam) mogut byt~ poluqeny iz zadannyh. Znaqenie f(5, 1) poluqim iz (2.3) pri λ = (4):

p_1 · f(5, 1) + p_2 · f(2, 2) = g(4),

gde p_1 = p_∞((4), (5)) > 0, p_2 = p_∞((4), (4, 1)) – planxerelevskie perehodnye veroØtnosti.

Dalee budem rassußdat~ indukcieæ po fftaßam. Predpoloßim, my uße opredelili znaqeniØ f(i, j) dlØ kletok, kotorye vstreqa¸tsØ v diagrammah na fftaßah S_1, . . . , S_n, i dlØ g(k) pri

k = 2, 3, . . . , n − 1. Baza indukcii, n = 5, obosnovana vyxe. Vos-

pol~zuemsØ (2.3) pri λ = (n − 1, 1). Poluqim

p_1 · f(1, n) + p_2 · f(2, 3) = g(n),

50 A. M. BORODIN gde p_1, p_2 > 0 – sootvetstvu¸wie planxerelevskie perehodnye veroØtnosti. Po predpoloßeni¸ indukcii, f(1, n) i f(2, 3) nam izvestny (kletka (1, n) vstreqaetsØ v diagramme (n) ∈ S_n, a f(2, 3) dano po uslovi¸). Takim obrazom, nam izvestno i g(n). Dalee, rassmotrim kaku¸-nibud~ kletku (i, j), vpervye poØvlØ¸wu¸sØ na (n + 1)-m fftaße. Sootvetstvu¸wee razbienie Λ ∈ S_n obØzatel~no imeet vid

Λ = (j, j − 1, . . . , j − i + 1); (2j − i + 1)i = 2(n + 1).

Vozmoßny 3 sluqaØ: j = i, , j > i > 2, i j > i = 1.

Predpoloßim, qto j = i. Togda i(i + 1) = 2(n + 1), i i > 3, poskol~ku n > 5 po predpoloßeni¸ indukcii. Zapixem uslovie (2.3) dlØ diagrammy λ = Λ \ {(i, j)} ∈ S_n.

p_1f(1, i + 1) + p_2f(i, i) = g(n)

Tak kak i + 1 6 n, to znaqenie f(1, i + 1) nam izvestno. Poskol~ku

g(n) takße izvestno, ots¸da my poluqaem f(i, i).

Predpoloßim, qto 1 6 i < j. Uslovie (2.3) dlØ λ = Λ \ {(i, j)} imeet vid

p_1f(1, j + 1) + p_2f(i, j) + p_3f(i + 1, i + 1) = g(n)

Kletki (1, j +1) i (i+1, i+1) poØvlØ¸tsØ v diagrammah s ne bolee, qem n kletkami, pofftomu f(1, j + 1) i f(i + 1, i + 1) nam izvestny. Ots¸da poluqaem f(i, j).

Nakonec, esli 1 = i < j, to sootnoxenie (2.3) daet

p_1f(1, j) + p_2f(2, 2) = g(n)

Tak kak f(2, 2) izvestno po uslovi¸, ots¸da nahodim f(1, j). Lemma dokazana.

Zameqanie 4.2 Nabor {px(λ, Λ)}, poluqennyæ iz funkciæ fx i gx

(sm. (3.2)), budet udovletvorØt~ ravenstvu (2.3) pri proizvol~- nom x ∈ C ∪{∞}. Dokazatel~stvo fftogo fakta sovpadaet s dokazatel~stvom teoremy 3.2. Odnako, uslovie p_x(λ, Λ) > 0 pri l¸byh

λ ↗ Λ ravnosil~no uslovi¸ x ∈ R_+ ∪ {∞}. DlØ dokazatel~stva

dostatoqno rassmotret~ p_x(λ, Λ) pri λ = (m > m − 1 > . . . > 2),

Λ = (m > m − 1 > . . . > 2 > 1), m = 2, 3, . . ..

MUL^TIPLIKATIVNYE CENTRAL^NYE MERY 51

Teorema 4.3. DlØ vsØkogo nevyroßdennogo mul~tiplikativnogo

raspredeleniØ na grafe SnaædetsØ x ∈ R_+ ∪ {∞} takoæ, qto perehodnye veroØtnosti fftogo raspredeleniØ sovpada¸t s perehodnymi veroØtnostØmi p_x(λ, Λ) (sm. (3.2), (3.1)).

Dokazatel~stvo. Pust~ ishodnoe raspredelenie zadaetsØ neko-

torymi funkciØmi f i g. Zapixem sootnoxenie (2.3) dlØ nekotoryh diagramm.

  � 2f(1, 3) + f(2, 2) = 3g(2) � f(1, 6) + 2f(2, 2) = 3g(5)

� f(1, 4)+f(2, 2) = 2g(3) � 4f(1, 5) + 5f(2, 3) = 9g(5)

  �_{f(1, 3) = g(3)} �_{5f(1, 4) + f(3, 3) = 6g(5)}

� 2f(1, 5) + 3f(2, 2) = 5g(4) � 5f(1, 6) + 9f(2, 3) = 14g(6)

  �_{3f(1, 4) + 2f(2, 3) = 5g(4)} �_{f(1, 4) = g(6)}

Vypisannye sootnoxeniØ moßno rassmatrivat~ kak odnorodnu¸ sistemu iz 10-ti uravneniæ s 12-¸ neizvestnymi. Obwee rexenie fftoæ sistemy zadaetsØ dvumØ svobodnymi parametrami, za kotorye udobno prinØt~ g(2) i g(3). (Qtoby v fftom ubedit~sØ, moßno deæstvovat~ tak. Iz pervyh treh i poslednego uravneniæ vyrazim f(1, 3), , f(2, 2), , f(1, 4) i g(6) qerez g(2) i g(3). Posle fftogo osta¸tsØ 6 uravneniæ s 6-¸ neizvestnymi, i netrudno proverit~, qto sootvetstvu¸waØ matrica nevyroßdena.) Esli

g(2) = g(3), to, nesloßno pokazat~, vse uqastvu¸wie v sisteme

veliqiny ravny meßdu soboæ. Nabor f ≡ g ≡ const udovletvorØet (2.3), pofftomu iz lemmy 4.1 sleduet, qto f ≡ g ≡ const, i ishodnoe raspredelenie ØvlØetsØ planxerelevskim, t.e. sootvetstvuet x = ∞. Pust~ g(2) ≠ g(3). Togda moßno sqitat~, qto

g(3)−g(2) = 2, poskol~ku domnoßenie funkciæ f i g na nenulevu¸

konstantu (ravnu¸^2_{g(3)−g(2)} ) ne menØet perehodnyh veroØtnosteæ. Poloßim x = 2g(3) − g(2) − 8. S pomow~¸ vypisannoæ sistemy nesloßno proverit~, qto uqastvu¸wie v lemme 4.1 znaqeniØ f(i, j) i g(n) vyqislØ¸tsØ po formulam (3.2). No togda iz zameqaniØ 4.2 i lemmy 4.1 sleduet utverßdenie teoremy.

52 A. M. BORODIN Literatura

1. S. Kerov, G. Olshanskii, and A. Vershik, Harmonic analysis on the infinite symmetric group. A deformation of the regular representation. — C.R.Acad. Sci. Paris 316 Série I (1993), 773–778.

2. A. M. Vershik and S. V. Kerov, The Grothendieck group of infinite symmetric group and symmetric functions (with the elements of the theory of K0-functor of AF-algebras). Representation of Lie groups and Related Topics (A. M. Vershik and D. P. Zhelobenko, eds), Advanced Studies in Contemp. Math., Vol. 7, Gordon and Breach Science Publishers, New York etc., 1990, pp. 39–117.

3. N. A. RoßkovskaØ, Mul~tiplikativnye raspredeleniØ na grafe ınga. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI 240.

4. I. Makdonal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. Moskva, Mir, 1985.

5. P. N. Hoffmann and J. F. Humpreys, Projective representations of the symmetric groups. Oxford Univ. Press, 1992.

6. S. Fomin, Duality of Graded Graphs. — J. Alg. Comb. 3 (1994), 357–404.

Borodin A. M. Multiplicative central measures on Schur graph. We define the Schur graph as the graph of shifted Young diagrams.

Multiplicative central measures on this graph have a characteristic property: their transition probabilities differ from those of standard Plancherel’s measures by a factor that depends on the added box and on the order of the diagram. We found all such measures and show that they are parametrized by one positive real number.

Postupilo 20 sentØbrØ 1996 g. Moskovskiæ Gosudarstvennyæ Universitet im. M. V. Lomonosova