Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

A. M. Verxik, S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko

C-ALGEBRY I ALGEBRY V PLANXERELEVO` DVO`STVENNOSTI

§1. Vvedenie

V nastoØweæ rabote ustanavlivaetsØ svØz~ meßdu C-algebra-mi, predstavlØ¸wimi odno iz osnovnyh ponØtiæ algebraiqeskoæ kombinatoriki, i vaßnym klassom bialgebr, a imenno algebrami v planxerelevoæ dvoæstvennosti. My rassmatrivaem svØz~ meßdu fftimi ponØtiØmi v toæ ih fizike, v kotoroæ oni byli opredeleny; dal~neæxee usoverxenstvovanie kak samih ponØtiæ, tak i bolee polnoe izloßenie fftih svØzeæ budet dano v drugoæ rabote.

Shemy otnoxeniæ, izuqaemye v algebraiqeskoæ kombinatorike, privodØt k algebram matric s vydelennym bazisom so special~nymi svoæstvami. �tot bazis faktiqeski opredelØet kommutativnoe umnoßenie (pravil~nee skazat~ – koumnoßenie) i potomu voznikaet bialgebra – prostranstvo s umnoßeniem i koumnoßeniem, opredelœnnym obrazom soglasovannymi meßdu soboæ. Estestvennyæ vopros – kak opisat~ fftu strukturu ispol~zuØ abstraktnye algebraiqeskie terminy? Pol~za ot takogo opisaniØ sostoit v vozmoßnosti postroeniØ i posledu¸wego primeneniØ obweæ teorii predstavleniæ. Voznika¸waØ pri fftom estestvennaØ kategoriØ moßet vkl¸qat~ i takie ob¨ekty, kotorye ne ime- ¸t vyxeupomØnutyh matriqnyh predstavleniæ, i togda zadaqa o suwestvovanii teh ili inyh kombinatornyh ob¨ektov (takih kak shemy otnoxeniæ ili blok-shemy) prevrawaetsØ v zadaqu ob otyskanii predstavleniæ opredelœnnogo tipa sootvetstvu¸wih algebraiqeskih sistem.

Popytki takih postroeniæ priveli k ponØti¸ C-algebry (sm. [1] i §2 nastoØxeæ raboty). Odnako, kak vyØsnØetsØ v dannoæ stat~e, ffto ponØtie ne ØvlØetsØ vpolne adekvatnym v algebraiqeskoæ kombinatorike: opredelØ¸wie aksiomy C-algebry ne vkl¸qa¸t estestvennogo trebovaniØ poloßitel~nosti, kotorym oblada¸t vse kombinatornye algebry. Esli dlØ kommutativnyh C-algebr ffto dopolnitel~noe uslovie (poloßitel~nost~ struk- 53

54 A. M. VERXIK, S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO turnyh konstant i konstant Kreæna) legko vypisyvaetsØ (sm. [1]), to v obwem sluqae delo obstoit sloßnee.

V 1972 godu odin iz avtorov (sm. [3]), obobwaØ teori¸ dvoæstvennosti Kreæna-Tanaka, Hopfa i dr., predloßil novoe, bolee slaboe qem v opredelenii algebr Hopfa, soglasovanie dvuh umnoßeniæ v dvoæstvennyh prostranstvah ili, na drugom Øzyke, umnoßeniØ i koumnoßeniØ, a imenno, ponØtie algebr v poloßitel~noæ dvoæstvennosti. S.V. Kerov v [4,5] podrobno izuqil ffto ponØtie i, v qastnosti, ego koneqnomernyæ variant (kotoryæ v osnovnom i nußen dlØ kombinatoriki). Analog teorii dvoæstvennosti dlØ grupp s invariantnoæ meroæ privœl ego k ponØti¸ algebr v planxerelevoæ dvoæstvennosti, ili planxerelevyh troek (sm. §3). Imenno ffto ponØtie okazalos~ bolee adekvatnym ob¨ektam, voznika¸wim v algebraiqeskoæ kombinatorike. ImeetsØ mnogo primerov takih troek gruppovogo i algebraiqeskogo proishoßdeniØ. Osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ stat~i zakl¸qaetsØ v sledu¸wem utverßdenii.

Teorema 1. Kategorii poloßitel~nyh C-algebr i par algebr v

planxerelevoæ dvoæstvennosti, odna iz kotoryh (naprimer, vtoraØ) kommutativna, ffkvivalentny.

V svØzi s fftim zametim, qto aksiomatika algebr v poloßitel~noæ dvoæstvennosti ne trebuet kommutativnosti ni odnoæ iz algebr. Poka imeetsØ nemnogo interesnyh primerov dvaßdy nekommutativnogo sluqaØ tipa koneqnyh kvantovyh grupp, odnako, moßno predpoloßit~, qto ego izuqenie ves~ma soderßatel~no: on moßet rassmatrivat~sØ kak kvantovaØ deformaciØ klassiqeskoæ kombinatoriki. Pofftomu na nax vzglØd algebry v planxerelevoæ dvoæstvennosti v samom obwem (nekommutativnom) variante ØvlØ¸tsØ estestvennym algebraiqeskim ffkvivalentom kombinatornyh shem.

Otmetim, qto odna iz osnovnyh zadaq algebraiqeskoæ kombinatoriki sostoit v harakterizacii C-algebr, voznika¸wih iz shem otnoxeniæ. Uslovie poloßitel~nosti C-algebry, figuriru¸wee v teoreme 1, i daœt neobhodimoe uslovie suwestvovaniØ. Deæstvitel~no, algebry smeßnosti shem otnoxeniæ ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem odnorodnyh kletoqnyh algebr (sm. §2). Takoæ algebre A ⊂ Mat_n(C ) postavim v sootvetstvie troæku (A, B, ⟨, ⟩), gde B – ∗-algebra, sovpada¸waØ s A, kak lineænoe prostranstvo, s pokoordinatnym umnoßeniem otnositel~no standartnogo bazi-

C–ALGEBRY I ALGEBRY V DVO`STVENNOSTI 55 sa algebry A i kompleksnym soprØßeniem v kaqestve invol¸cii, a bilineænaØ forma ⟨, ⟩ opredelØetsØ formuloæ ⟨a, b⟩ =^1_n Tr(ab^T ). Dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ neposredstvenno sleduet iz teoremy 1 i predloßeniØ 2.6 niße.

Teorema 2. Troæka (A, B, ⟨, ⟩) ØvlØetsØ planxerelevoæ dlØ l¸boæ

odnorodnoæ kletoqnoæ algebry A.

Ewœ odna svØz~ obsußdaemyh ob¨ektov, izuqennaØ v [2], otnositsØ k mnogoznaqnym invol¸tivnym gruppam.

§2. Poloßitel~nye C-algebry

Pust~ A – associativnaØ algebra nad C s ediniceæ 1, antilineænym invol¸tivnym antiavtomorfizmom ∗ i vydelennym lineænym bazisom R. Strukturnye konstanty v bazise R opredelØ¸tsØ formuloæ r · s = P_{t∈R} c^t_{r,s} · t dlØ r, s ∈ R.

Opredelenie 2.1. Para (A, R) nazyvaetsØ C-algebroæ,^1 esli vy-

polneny sledu¸wie usloviØ:

(C1) 1 ∈ R i R^∗ = R.

(C2) Strukturnye konstanty c^t_{r,s} algebry A otnositel~no bazisa R vewestvenny.

(C3) DlØ vseh r, s ∈ R imeet mesto ravenstvo c^1_{r,s} = d(r)δ_r�_{,s}, gde d(r) > 0 i δ – simvol Kronekera.

(C4) Lineænyæ funkcional na A, opredelØemyæ otobraßeniem r → d(r), r ∈ R, ØvlØetsØ odnomernym ∗-predstavleniem algebry A. V qastnosti, d(r) = d(r^∗) dlØ vseh r ∈ R.

Zameqanie 2.2. V algebraiqeskoæ kombinatorike (sm. [1]) ponØ-

tie C-algebry ispol~zuetsØ v osnovnom dlØ kommutativnyh algebr.

Pod izomorfizmom C-algebr my budem ponimat~ ∗-izomorfizm sootvetstvu¸wih algebr, sohranØ¸wiæ bazisy.

Opredelim v A pokoordinatnoe umnoßenie ∘ otnositel~no bazisa R, polagaØ r ∘ s = δ_{r,s}r, r, s ∈ R. (1) Oqevidno, qto otnositel~no fftogo umnoßeniØ A ØvlØetsØ kommutativnoæ, associativnoæ algebroæ nad C s ediniceæ J = P_{r∈R} r.

1K soßaleni¸, terminologiØ, ispol~zu¸waØ termin “C-algebra” kraæne neudaqna, t.k. est~ risk smexeniØ s C^�-algebrami i C-algebrami.

56 A. M. VERXIK, S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Opredelenie 2.3. Budem nazyvat~ C-algebru A = (A, R) poloßi-

tel~noæ, esli

(P1) vse strukturnye konstanty c^t_{r,s} algebry A otnositel~no bazisa R neotricatel~ny, (P2) konus A^+ = {aa^∗ : a ∈ A} neotricatel~nyh fflementov algebry A, kak algebry s invol¸cieæ, zamknut otnositel~no umnoßeniØ ∘.

Zameqanie 2.4. Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto uslovie (P2)

ne vytekaet iz (P1). V kommutativnoæ C-algebre (A, {1, r, s}) s umnoßeniem r^2 = m · 1 + (m − 1) · s

s^2 = m · 1 + r + (m − 2) · s rs = sr = (m − 1) · r + s i invol¸cieæ r^∗ = r, s^∗ = s uslovie (P1) oqevidno vypolneno dlØ vseh m ≥ 2. S drugoæ storony, uslovie (P2) naruxaetsØ dlØ kaßdogo m > 2. (Takie primery byli, po-vidimomu, izvestny i ranee.)

Deæstvitel~no, prØmym vyqisleniem netrudno pokazat~, qto kofffficient pri p razloßeniØ fflementa p ∘ p po bazisu iz primitivnyh idempotentov algebry A strogo men~xe nulØ dlØ odnogo iz eœ primitivnyh idempotentov p. Ots¸da sleduet, qto p ∘ p ∉ A^+ (sm. predloßenie 2.5).

Uslovie (P1) faktiqeski oznaqaet zamknutost~ konusa neotricatel~nyh fflementov po otnoxeni¸ k bazisu R (t.e. oktanta) otnositel~no umnoßeniØ v A; uslovie (P2) est~ v toqnosti dual~noe uslovie zamknutosti konusa neotricatel~nyh fflementov po otnoxeni¸ k kommutativnoæ strukture algebry A sootvetstvu¸weæ vtoromu (koordinatnomu) umnoßeni¸. V ispol~zovanii fftoæ simmetrii i sostoØla ideØ opredeleniØ poloßitel~noæ dvoæstvennosti v [3].

Proverka usloviØ (P1) trivial~na. Proverka ße (P2) dlØ sluqaØ nekommutativnoæ algebry A predstavlØet neprostu¸ zadaqu. Sleduet otmetit~, qto dlØ kommutativnyh C-algebr ffto uslovie legko perepisyvaetsØ v terminah konstant Kreæna. Napomnim, qto konstanty Kreæna kommutativnoæ C-algebry A =

C–ALGEBRY I ALGEBRY V DVO`STVENNOSTI 57

(A, R) sut~ eœ dvoæstvennye strukturnye konstanty. Bolee toqno, konstanty Kreæna c^p_{1,p2} , p_1, p_2, p ∈ Spec(A), opredelØ¸tsØ formuloæ

p_1 ∘ p_2 = 1 n X_{p∈Spec(A) cp1,p2 p,} gde n = P_{r∈R} d(r), a Spec(A) – mnoßestvo primitivnyh central~- nyh idempotentov algebry A.

Predloßenie 2.5. Poloßitel~nost~ kommutativnoæ C-algebry

ravnosil~na neotricatel~nosti eœ strukturnyh konstant i konstant Kreæna.

Dokazatel~stvo. Pust~ A = (A, R) kommutativnaØ C-algebra.

Togda legko videt~, qto

A^+ = { X p∈Spec(A) α_pp : α_p ≥ 0}. Odnako, po opredeleni¸ konstant Kreæna ih neotricatel~nost~ oznaqaet zamknutost~ A^+ otnositel~no umnoßeniØ ∘.

DlØ C-algebr, voznika¸wih iz kommutativnyh shem otnoxeniæ, konstanty Kreæna neotricatel~ny (uslovie Kreæna), qto daœt neobhodimoe uslovie suwestvovaniØ takih shem. Uslovie (P2) faktiqeski obobwaet uslovie Kreæna na nekommutativnyæ sluqaæ (sm. predloßenie 2.6 niße). Primery takih algebr voznika¸t iz gruppovyh rassmotreniæ: takovymi ØvlØ¸tsØ gruppovaØ algebra i nekotorye eœ podalgebry (sm. [1], [3], [4]).

Soderßatel~nye primery poloßitel~nyh C-algebr postavlØ- ¸t kletoqnye algebry, vvedœnnye v [6] kak podagebry Mat_n(C ), zamknutye otnositel~no adamarova (pokomponentnogo) umnoßeniØ, ffrmitova soprØßeniØ i soderßawie matricu J_n iz vseh 1. Takimi algebrami ØvlØ¸tsØ, v qastnosti, centralizatornye algebry grupp perestanovok i algebry smeßnosti kogerentnyh konfiguraciæ. V proizvol~noæ kletoqnoæ algebre A ⊂ Mat_n(C ) imeetsØ odnoznaqno opredelœnnyæ lineænyæ bazis R(A), sostoØwiæ iz {0,1}-matric, v summe da¸wih J_n, i zamknutyæ otnositel~- no transponirovaniØ. KletoqnaØ algebra A nazyvaetsØ odnorodnoæ, esli eœ standartnyæ bazis R(A) soderßit ediniqnu¸ matricu. Primerami odnorodnyh kletoqnyh algebr ØvlØ¸tsØ centralizatornye algebry tranzitivnyh grupp perestanovok i al-

58 A. M. VERXIK, S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO gebry Bouza-Mesnera shem otnoxeniæ (ne obØzatel~no kommutativnyh).

Esli A – odnorodnaØ kletoqnaØ algebra, to para (A, R(A)), kak legko videt~, ØvlØetsØ C-algebroæ (vozmoßno nekommutativnoæ) s celymi d(r), r ∈ R(A). S drugoæ storony, takaØ C-algebra (A, R) vmeste s toqnym ∗-predstavleniem

A → Mat_n(C ), n = X r∈R d(r), pri kotorom umnoßenie ∘ v A (sm. (1)) perehodit v adamarovo umnoßenie matric, moßet rassmatrivat~sØ kak odnorodnaØ kletoqnaØ algebra.

Predloßenie 2.6. Esli A – odnorodnaØ kletoqnaØ algebra, to

C-algebra (A, R(A)) ØvlØetsØ poloßitel~noæ.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto strukturnye konstanty C-algebry

(A, R(A)) sut~ neotricatel~nye celye qisla. S drugoæ storony, legko videt~, qto konus A^+ v fftom sluqae sostoit iz neotricatel~no opredelœnnyh ffrmitovyh matric, soderßawihsØ v A. Pofftomu uslovie (P2) vytekaet iz horoxo izvestnogo fakta, qto adamarovo proizvedenie neotricatel~no opredelœnnyh ffrmitovyh matric ØvlØetsØ neotricatel~no opredelœnnoæ ffrmitovoæ matriceæ (sm., naprimer, lemmu 3.9 v [1]).

§3. Algebry v planxerelevoæ dvoæstvennosti 3.1. Pust~ (A, B) – uporØdoqennaØ para poluprostyh koneqno-

mernyh ∗-algebr s edinicami i ⟨, ⟩ – bilineænaØ forma, privodØwaØ ih v nevyroßdennu¸ dvoæstvennost~ kak vektornye prostranstva nad C . �lementy algebry A budut oboznaqat~sØ qerez x, y, z, . . ., a algebry B – qerez f, g, h, . . .; invol¸cii v obeih algebrah oboznaqa¸tsØ qerez ∗, dlØ umnoßeniØ my takße ispol~- zuem odin i tot ße simvol, edinicy algebr oboznaqa¸tsØ qerez 1_A i 1_B.

Sledu¸wee opredelenie dano v [3] i izuqeno v [4].

Opredelenie 3.1. Algebry A i B nahodØtsØ v poloßitel~noæ

dvoæstvennosti otnositel~no ⟨, ⟩, esli mnoßestva P_A = {x ∈ A : ⟨x, 1_B⟩ = 1, ⟨x, f⟩ ≥ 0 ∀f ∈ B^+ } (2)

C–ALGEBRY I ALGEBRY V DVO`STVENNOSTI 59 P_B = {f ∈ B : ⟨1_A, f⟩ = 1, ⟨x, f⟩ ≥ 0 ∀x ∈ A^+ } (3) zamknuty otnositel~no umnoßeniØ i invol¸cii sootvetstvenno v algebrah A i B. Zdes~ A^+ (B^+ ) est~ konus v A (sootv. B), natØnutyæ na fflementy vida xx^∗, x ∈ A (sootv. ff^∗ , f ∈ B).

Zameqanie 3.2. Kak pokazyva¸t prostye primery, usloviØ za-

mknutosti dlØ P_A i P_B nezavisimy (sm. takße primer iz zameqaniØ 2.4).

Rassmotrim konusy, soprØßœnnye k A^+ i B^+ : K_A = {x ∈ A : ⟨x, f⟩ ≥ 0 ∀f ∈ B^+ }, K_B = {f ∈ B : ⟨x, f⟩ ≥ 0 ∀x ∈ A^+ }. Iz opredeleniØ 3.1 vytekaet zamknutost~ konusov K_A i K_B otnositel~no umnoßeniØ i invol¸cii v A i B. Odnako, obratnoe neverno. Rassmotrim, naprimer, paru A = B = Mat_n(C ) so sparivaniem ⟨x, f⟩ =^1_n Tr(xf). Umnoßenie v A est~ matriqnoe umnoßenie, a v B – adamarovo. Togda K_A est~ mnoßestvo matric s neotricatel~nymi fflementami, a K_B – mnoßestvo neotricatel~- no opredelœnnyh ffrmitovyh matric. Konus K_A zamknut otnositel~no matriqnogo umnoßeniØ i ffrmitova soprØßeniØ, a konus K_B – otnositel~no adamarova umnoßeniØ i kompleksnogo soprØßeniØ; v to ße vremØ ni P_A, ni P_B ne zamknuty otnositel~no umnoßeniæ.

Budem nazyvat~ dlØ kratkosti troæku (A, B, ⟨, ⟩), dlØ kotoroæ vypolneno uslovie opredeleniØ 3.1, poloßitel~noæ troækoæ. Pod izomorfizmom poloßitel~nyh troek ponimaetsØ para izomorfizmov meßdu sootvetstvu¸wimi algebrami, sohranØ¸- wih bilineænye formy.

3.2. Ispol~zuØ dvoæstvennost~ algebr A i B, moßno pereno-

sit~ struktury iz A v B i naoborot. Naprimer, moßno vvesti koinvol¸cii η_A, η_B v A i B kak operacii, antisoprØßœnnye k invol¸ciØm: ⟨η_A(x), f⟩ = ⟨x, f^∗⟩, ⟨x, η_B(f)⟩ = ⟨x^∗, f⟩, x ∈ A, f ∈ B. (4) Legko videt~, qto η_A i η_B sut~ polulineænye ∗-izomorfizmy algebr A i B sootvetstvenno.

Esli rassmatrivat~ umnoßeniØ kak lineænye otobraßeniØ algebr: A ⊗ A MA−−→ A, M_A (x, y) = xy i B ⊗ B MB−−→ A, M_B (f, g) =

60 A. M. VERXIK, S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

fg, to perehod k soprØßœnnym otobraßeniØm dast otobraßeniØ

OA =M^∗_A: B → B ⊗ B i OB =M^∗_B : A → A ⊗ A, nazyvaemye koumno-

ßeniØmi. V naxem sluqae (algebr v poloßitel~noæ dvoæstvennosti) O_A i O_B ØvlØ¸tsØ poloßitel~nymi v tom smysle, qto

OAB^+ ⊂ B^+ ⊗ B^+ , OBA^+ ⊂ A^+ ⊗ A^+.

V teorii algebr Hopfa i bialgebr odno iz koumnoßeniæ (a togda avtomatiqeski i vtoroe) po opredeleni¸ ØvlØetsØ ∗ - gomomorfizmom algebr (sm. [7]). Poskol~ku ∗-gomomorfizm est~ poloßitel~noe otobraßenie, to aksiomatika poloßitel~nyh troek est~ estestvennoe oslablenie aksiomatiki algebr Hopfa. Podrobnee ffta svØz~ budet rassmotrena otdel~no.

Zametim, qto edinicy algebr opredelØ¸t ∗-gomomorfizmy algebr A i B v C : x → ⟨x, 1_B⟩, f → ⟨1_A, f⟩. V qastnosti, ⟨1_A, 1_B⟩ = 1. �to svoæstvo nemedlenno sleduet iz (2) i (3). V svØzi s fftim obratim vnimanie na to, qto mnoßestvo I_A = {x : ⟨x, 1_B⟩ = 0} est~ dvustoronniæ ideal v A, kotoryæ moßno zapisat~ kak Lin{P_A − 1_A} (analogiqno dlØ B). Bolee togo, uslovie opredeleniØ 3.1 (zamknutost~ P_A i P_B) ffkvivalentno uslovi¸ zamknutosti K_A (sootv. K_B) otnositel~no invol¸- cii i umnoßeniØ vmeste s usloviem, qto I_A est~ dvustoronniæ ideal v A (sootv. I_B est~ dvustoronniæ ideal v B). Poskol~ku codim I_A = 1, to dostatoqno predpolagat~, qto I_A podalgebra, otkuda uße sleduet, qto I_A ideal.

3.3. Mnoßestvo PA (PB) obrazuet vypuklu¸ kompaktnu¸ po-

lugruppu s invol¸cieæ i ediniceæ (“paket” po terminologii [3, 4]). Kak i vo vsØkoæ takoæ polugruppe v P_A i P_B suwestvu- ¸t edinstvennye nulevye fflementy m_A ∈ A i m_B ∈ B (sm. [4]): xm_A = m_Ax = m_A, x ∈ P_A i fm_B = m_B f = m_B , f ∈ P_B. DlØ obwih fflementov A i B imeem: xm_A = m_Ax = ⟨x, 1_B⟩m_A, x ∈ A, fm_B = m_B f = ⟨1_A, f⟩m_B , y ∈ B. Legko videt~, qto m_A ∈ Spec(A), m_B ∈ Spec(B) i vypolneny ravenstva ⟨m_A, 1_B⟩ = ⟨1_A, m_B ⟩ = 1. (Napomnim, qto Spec(A) oboznaqaet mnoßestvo vseh primitivnyh central~nyh idempotentov algebry A.)

C–ALGEBRY I ALGEBRY V DVO`STVENNOSTI 61 �lementy m_A i m_B moßno rassmatrivat~ kak analogi invariantnoæ mery v A i B sootvetstvenno. Deæstvitel~no, pust~ A = C [G] – gruppovaØ algebra koneqnoæ gruppy G, a B = C (G) – algebra kompleksnyh funkciæ na G s potoqeqnym umnoßeniem. Zadadim dvoæstvennost~ formuloæ ⟨x, f⟩ = 1 #G X_{g∈G χ(g)f(g), x ∈ A, f ∈ B.} Togda P_A est~ simpleks veroØtnostnyh mer na G, a P_B – bloksimpleks sostoØniæ na C [G] (t.e. poloßitel~no-opredelœnnyh normirovannyh funkciæ na G). V fftom sluqae m_A =^1_{#G} P_{g∈G} g – mera Haara na G, a m_B = δ_e, t.e. mera PlanxerelØ na G^∧; deæstvitel~no,

m_B = 1 #G X_{π∈G^(dim π)2χπ = δe,} gde χ_π – harakter neprivodimogo kompleksnogo predstavleniØ gruppy G, a dim π – ego razmernost~.

Ves~ma vaßnym svoæstvom poloßitel~nyh troek ØvlØetsØ uslovie central~nosti nuleæ, t.e. vypolnenie ravenstv ⟨m_A, fg⟩ = ⟨m_A, gf⟩, f, g ∈ B, ⟨xy, m_B ⟩ = ⟨yx, m_B ⟩, x, y ∈ A. V fftom sluqae ime¸t mesto razloßeniØ

m_A = X p∈Spec(B) m_A(p)χ_p, m_B = X q∈Spec(A) m_B (q)χ_q , (5)

gde χ_p i χ_q – sledy neprivodimyh kompleksnyh predstavleniæ algebr B i A, otveqa¸wih idempotentam p i q, rassmatrivaemye kak fflementy algebr A i B.

Nazovœm m_A i m_B nevyroßdennymi, esli oni ØvlØ¸tsØ vnutrennimi toqkami kompaktov P_A i P_B (kak podmnoßestv vektornyh prostranstv A i B) sootvetstvenno. Kak otmeqeno v [4], nevyroßdennost~ nuleæ m_A i m_B imeet ili ne imeet mesto odnovremenno i ravnosil~na neravenstvu ⟨m_A, m_B⟩ > 0.

Opredelim polutoralineænye formy na A i B: (x, y)_A = ⟨xy^∗, m_B⟩, (f, g)_B = ⟨m_A, fg^∗⟩. Sledu¸wee predloßenie legko sleduet iz opredeleniæ.

62 A. M. VERXIK, S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

Predloßenie 3.3. Pri vypolnenii usloviØ central~nosti nuleæ

sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(1) �lementy m_A i m_B (ili odin iz nih) nevyroßdeny. (2) SkalØrnye proizvedeniØ ( , )_A i ( , )_B (ili odno iz nih) nevyroßdeny.

(3) Kofffficienty m_A(p) i m_B (q) razloßeniæ (5) (ili odnogo iz nih) poloßitel~ny.

Teper~ my moßem rassmatrivat~ algebry A i B kak gil~bertovy prostranstva so skalØrnymi proizvedeniØmi ( , )_A i ( , )_B . Tem samym A i A^∗ otoßdestvlØ¸tsØ kanoniqeskim obrazom. No A i B nahodØtsØ v nevyroßdennoæ dvoæstvennosti, pofftomu voznikaet preobrazovanie Fur~e F_A, sopostavlØ¸wee fflementu x ∈ A fflement F_A(x) ∈ B po formule: ⟨y, F_A(x)⟩ = 1 √ M (x, y^∗)_A, y ∈ A, i analogiqno fflementu f ∈ B fflement F_B(f) ∈ A: ⟨F_B (f), g⟩ = 1 √ M (f, g^∗)_B, g ∈ B, gde M = ⟨m_A, m_B ⟩ > 0. OtobraßeniØ F_A i F_B ØvlØ¸tsØ lineænymi izomorfizmami meßdu A i B i B i A sootvetstvenno.

My podoxli k osnovnomu opredeleni¸ raboty [4]. Privedœm odnu iz ffkvivalentnyh formulirovok, dannyh tam.

Opredelenie 3.4. Poloßitel~naØ troæka (A, B, ⟨, ⟩) s nevy-

roßdennymi central~nymi nulØmi nazyvaetsØ planxerelevoæ, esli preobrazovanie Fur~e F_A (a togda i F_B) izometriqno otobraßaet (A, ( , )_A) na (B, ( , )_B ) (sootv. naoborot).

Sledu¸wee utverßdenie, kotoroe budet ispol~zovano pri dokazatel~stve teoremy 1, dokazano v [4].

Predloßenie 3.5. Pust~ (A, B, ⟨, ⟩) poloßitel~naØ troæka s ne-

vyroßdennymi central~nymi nulØmi. Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(1) Troæka (A, B, ⟨, ⟩) planxereleva.

(2) Vypolneny usloviØ ortogonal~nosti harakterov algebry B:

(χ_p, χ_q)_A = M m_A(p) δ_{p,q}, p, q ∈ Spec(B)

C–ALGEBRY I ALGEBRY V DVO`STVENNOSTI 63 i analogiqnye sootnoxeniØ dlØ matriqnyh fflementov, esli B nekommutativna.

Sluqaæ, kogda odna iz algebr kommutativna, rassmatrivaetsØ v §4, on otveqaet situacii v klassiqeskoæ algebraiqeskoæ kombinatorike.

§4. Dokazatel~stvo teoremy 1 4.1. Pust~ A = (A, R) – poloßitel~naØ C-algebra. Vvedœm

v lineænom prostranstve B = A strukturu kommutativnoæ ∗- algebry s umnoßeniem ∘ (sm. (1)) i soprØßeniem r^∗ = r, r ∈ R. Pri fftom, kak legko videt~, Spec(B) = R. Opredelim sparivanie meßdu A i B, polagaØ ⟨r, s⟩_R = ⟨r, s⟩ = δ_{r,s}d(r), r, s ∈ R. Pokaßem, qto troæka T (A) = (A, B, ⟨, ⟩) ØvlØetsØ planxerelevoæ.

Legko videt~, qto

P_A = {x = X r∈R α_rr : α_r ≥ 0, d(x) = 1}. Pofftomu zamknutost~ mnoßestva P_A otnositel~no umnoßeniØ i soprØßeniØ v algebre A sleduet iz neotricatel~nosti eœ strukturnyh konstant otnositel~no R (uslovie (P1)) i usloviØ (C4). S drugoæ storony,

P_B = {x ∈ A^+ : α_1(x) = 1},

gde α_1(x) – kofffficient pri 1_A v razloßenii x po R. Tak qto, zamknutost~ mnoßestva P_B otnositel~no umnoßeniØ i soprØßeniØ v algebre B sleduet iz usloviØ (P2). Tem samym dokazano, qto T (A) ØvlØetsØ poloßitel~noæ troækoæ.

Rassmotrim nuli m_A i m_B algebr A i B. Netrudno proverit~, qto m_A = (X r∈R r)/n, m_B = 1_A, gde n = P_{r∈R} d(r) = 1/M . Central~nost~ m_A oqevidna v silu kommutativnosti algebry B, v to vremØ kak central~nost~ m_B sleduet iz usloviæ (C3), (C4). Iz teh ße usloviæ sleduet, qto

64 A. M. VERXIK, S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO dlØ kofffficientov pervogo iz razloßeniæ (5) imeet mesto neravenstvo m_A(r) = ⟨m_A, r⟩ = d(r)/n > 0, r ∈ Spec(B) = R. �to dokazyvaet nevyroßdennost~ m_A. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva planxerelevosti v silu predloßeniæ 3.3 i 3.5 dostatoqno proverit~ usloviØ ortogonal~nosti. V naxem sluqae oni prinima¸t vid (r/d(r), s/d(s))_A = δ_{r,s}/d(r), qto sovpadaet s (C3) po opredeleni¸ ( , )_A.

4.2. Obratno, pust~ T = (A, B, ⟨, ⟩) – planxereleva troæka,

priqœm algebra B kommutativna. Poloßim R = {r(p) : r(p) = (m_A(p)/M )χ_p, p ∈ Spec(B)}, gde χ_p ∈ A – harakter algebry B, otveqa¸wiæ idempotentu p (sm. (5)), i dokaßem, qto para A(T ) = (A, R) ØvlØetsØ poloßitel~noæ C-algebroæ. Otmetim, qto R – lineænyæ bazis algebry A v silu nevyroßdennosti m_A.

Poskol~ku 1_A = r(m_B ) (sm. naqalo p.3.3), 1_A ∈ R. Zamknutost~ R otnositel~no ∗ sleduet iz formuly (4) i togo fakta, qto η_B – ∗-izomorfizm algebry B. �to dokazyvaet (C1). Dalee, iz usloviæ ortogonal~nosti sleduet, qto (r, s)_A = (m_A(p)/M )δ_{r,s}, r, s ∈ R, gde r = r(p) dlØ p ∈ Spec(B). Po opredeleni¸ skalØrnogo proizvedeniØ ( , )_A imeem c^1_{r,s} = ⟨rs, m_B ⟩ = (r, s^∗)_A = (m_A(p)/M )δ_{r,s}�, otkuda sleduet (C3) s d(r) = m_A(p)/M , poskol~ku m_A(p) > 0 v silu nevyroßdennosti m_A. PoslednØØ formula pokazyvaet, qto c^t_{r,s} = ⟨rst^∗, m_B ⟩/d(t), r, s, t ∈ R. Zametim, qto v silu kommutativnosti B imeem

B^+ = { X p∈Spec(B) α_pp : α_p ≥ 0}.

C–ALGEBRY I ALGEBRY V DVO`STVENNOSTI 65 Ots¸da po opredeleni¸ R zakl¸qaem, qto R ⊂ K_A. Takim obrazom, (C2) i, bolee togo, neotricatel~nost~ c^t_{r,s}, sledu¸t iz zamknutosti konusa K_A otnositel~no umnoßeniØ i soprØßeniØ i togo fakta, qto m_B ∈ B^+ . Svoæstvo (C4) vytekaet iz formuly d(r) = m_A(p)/M = ⟨r, p⟩ = ⟨r, 1_B⟩, gde r = r(p), p ∈ Spec(B), i togo, qto otobraßenie x → ⟨x, 1_B⟩ ØvlØetsØ ∗-harakterom algebry A (sm. p.3.2).

DlØ dokazatel~stva poloßitel~nosti C-algebry A(T ) zametim, qto uslovie (P1) bylo faktiqeski provereno pri dokazatel~stve usloviØ (C2). S drugoæ storony, legko videt~, qto otobraßenie Spec(B) → R, p → r(p), prodolßaetsØ do lineænogo izomorfizma B na A, perevodØwego umnoßenie v B v umnoßenie ∘ v A, pri kotorom K_B perehodit v A^+. Tak qto uslovie (P2) sleduet iz zamknutosti konusa K_B otnositel~no umnoßeniØ v B.

4.3. Proverim, qto otobraßeniØ T → A(T ) i A → T (A) za-

da¸t ffkvivalentnost~ sootvetstvu¸wih kategoriæ. ˚sno, qto A(T (A)) = A. S drugoæ storony, pust~ T = (A, B, ⟨, ⟩) – planxereleva troæka s kommutativnoæ algebroæ B. Togda v planxerelevoæ troæke T (A(T )) pervaØ komponenta sovpadaet s algebroæ A, v to vremØ kak vtoraØ komponenta predstavlØet soboæ lineænoe prostranstvo A s kommutativnym umnoßeniem ∘ (sm. (1)). Izomorfizm meßdu fftimi troækami zadaœtsØ toßdestvennym otobraßeniem algebry A i lineænym izomorfizmom B na A, opredelœnnym v konce p.4.2. Teorema dokazana.

Literatura

1. �. Bannai, T. Ito, AlgebraiqeskaØ kombinatorika 1. Shemy otnoxeniæ.

Moskva, “Mir”, 1987.

2. V. M. Buhxtaber, A. M. Verxik, S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, Kombinatornye algebry i mnogoznaqnye invol¸tivnye gruppy. — Funkcional~nyæ analiz i ego priloßeniØ 3 (1996), 12–18.

3. A. M. Verxik, GeometriqeskaØ teoriØ sostoØniæ, granica fon Neæmana, dvoæstvennost~ C� algebr. — Zapiski nauqnyh seminarov LOMI 29 (1972), 147–154..

4. S. V. Kerov, Dvoæstvennost~ koneqnomernyh �-algebr. — Vestnik LGU, ser. matem. 7 (1974), 23–29.

5. S. V. Kerov, Dvoæstvennost~ �-algebr i eœ primeneniØ v teorii predstavleniæ grupp. DissertaciØ na soisk. stepeni k.f.m.n., 1974, Leningrad.

6. B. Weisfeiler (editor), On the construction and identification of graphs. — Lect.

Notes. Math. 558 (1976).

66 A. M. VERXIK, S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

7. Ch. Kassel, Quantum Groups. Springer-Verlag, 1994.

Evdokimov S. A., Ponomarenko I. N., Vershik A., M. C-algebras and algebras in Plancherel duality.

For an arbitrary C-algebra (possibly non-commutative) a positivity condition generalizing the Krein condition for a commutative case is defined. We show that the class of positive C-algebras includes those arising in algebraic combinatorics from association schemes (possibly noncommutative). It is proved that the category of positive C-algebras is equivalent to the category of pairs of algebras in Plancherel duality one of which being commutative.

Postupilo 10 sentØbrØ 1996g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ institut Informatiki i Avtomatizacii RAN S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN