Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

M. A. Vsemirnov

TOȷDESTVA MAKDONAL^DA I MNOGOMERNYE T�TA-FUNKCII

Vvedenie.

V nastoØweæ rabote predlaga¸tsØ novye dokazatel~stva kombinatornyh toßdestv Makdonal~da [7], svØzyva¸wih rØdy i beskoneqnye proizvedeniØ. (˚vnyæ vid toßdestv budet priveden niße.)

OstanovimsØ na istorii voprosa. Otdel~nye primery takih toßdestv byli izvestny zadolgo do poØvleniØ raboty [7]. Samym pervym iz nih sleduet sqitat~ toßdestvo Gaussa–˚kobi ∞∏ m=1 { (1 − q^{2m})(1 − yq^{2m−1} )(1 − y^{−1} q^{2m−1}) } = ∑ k∈Z (−1)^ky^k q^{k2}, (1)

kotoroe pri q = exp πiτ , y = exp 2πiz est~ ne qto inoe, kak razloßenie v beskoneqnoe proizvedenie tffta-funkcii s harakteristikami θ_{0,1}(z, τ ) (sm., naprimer, [8, §14]). Bolee toqno, toßdestvom Gaussa–˚kobi prinØto nazyvat~ analog (1), poluqa- ¸wiæsØ iz nego zamenoæ y na −y i svØzannyæ s razloßeniem v beskoneqnoe proizvedenie obyqnoæ tffta-funkcii θ_{0,0}(z, τ ). My predpoqitaem rassmatrivat~ ffto toßdestvo v forme (1), poskol~ku imenno ono ØvlØetsØ qastnym sluqaem beskoneqnoæ serii toßdestv, issleduemyh niße. Pervonaqal~noe dokazatel~- stvo toßdestva Gaussa–˚kobi opiralos~ na analitiqeskie svoæstva tffta-funkcii. Pozdnee byli naædeny kak algebraiqeskie, tak i fflementarnye kombinatornye [2, 4] (sm. takße bibliografi¸ v [2, 4]) ego dokazatel~stva. Ishodnoe dokazatel~stvo toßdestv Makdonal~da [7], a takße posledu¸wie dokazatel~stva (sm., naprimer, [5, 3, 9]) nosØt iskl¸qitel~no algebraiqeskiæ harakter. Kac (sm. [10]) ukazal na svØz~ fftih toßdestv s teorieæ algebr Kaca–Mudi. PredstavlØet interes poisk drugih podhodov (analitiqeskih i fflementarnyh) k dokazatel~stvu toßdestv Makdonal~da. Pervoe analitiqeskoe dokazatel~stvo, opira¸weesØ na svoæstva obobwennyh tffta-funkciæ, bylo predloßeno v rabote Loæengi [6]. Sleduet otmetit~, qto i v nem ispol~zu¸tsØ 67

68 M. A. VSEMIRNOV svoæstva algebr Li; odnako fftogo moßno izbeßat~, Øvno vyqisliv celoqislennye znaqeniØ nekotoryh funkciæ, zadannyh na fflementah gruppy VeælØ. Krome togo, v svoeæ analitiqeskoæ qasti dokazatel~stvo Loæengi ispol~zuet to, qto levaØ i pravaØ qast~ toßdestva udovletvorØet odnomu i tomu ße funkcional~- nomu uravneni¸ otnositel~no deæstviØ modulØrnoæ gruppy. �to praktiqeski ne ostavlØet nadeßdy na preobrazovanie takogo dokazatel~stva v fflementarnoe.

Niße predstavleno novoe analitiqeskoe dokazatel~stvo odnoæ iz beskoneqnoæ seriæ toßdestv Makdonal~da, takße osnovannoe na svoæstvah mnogomernyh tffta-funkciæ. OsnovnaØ ideØ zakl¸qaetsØ v tom, qto levaØ i pravaØ qasti oblada¸t kvaziperiodiqeskim povedeniem otnositel~no sdvigov na fflementy nekotoroæ rexetki, a takße udovletvorØ¸t differencial~nomu uravneni¸ teploprovodnosti. V zameqaniØh budet pokazano, kak moßno modificirovat~ ffto dokazatel~stvo, zameniv analitiqeskie argumenty na rassußdeniØ, operiru¸wie lix~ s formal~nymi stepennymi rØdami.

Osnovnoæ rezul~tat.

Preßde qem sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat dannoæ stat~i, vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ. Pust~ σ = (p_0, p_1, . . . , p_{n−1}) – kakaØ-libo perestanovka qisel 0, 1, . . . , n − 1. Mnoßestvo vseh takih perestanovok pri fiksirovannom n oboznaqim S_n. Pust~ #σ – qislo inversiæ v perestanovke σ. V qastnosti, (−1)^{#σ} ravno 1 ili -1 v zavisimosti ot togo, budet σ qetnoæ ili neqetnoæ. Pust~

I(σ) = (1 − p_1, 2 − p_2, . . . , n − 1 − p_{n−1}) + nZ^{n−1} = { l ∈ Z^{n−1} : l_j ≡ j− p_j (mod n), j = 1, . . . , n−1 } . (2)

Zameqanie 1. Sleduet podqerknut~, qto σ = (p0, p1, . . . , pn−1) –

perestanovka mnoßestva iz n fflementov, no v opredelenii I(σ) my ispol~zuem tol~ko n − 1 iz nih. S drugoæ storony, znaØ

p_1, . . . , p_{n−1}, my odnoznaqno vosstanavlivaem p_0, a znait i σ. To-

gda netrudno videt~, qto pri σ ≠ σ_1 mnoßestva I(σ) i I(σ_1) ne pereseka¸tsØ.

Rassmotrim beskoneqnye proizvedeniØ G_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) =

TOȷDESTVA MAKDONAL^DA 69 ∞∏ m=1 { ∏ 16j6n−1 [ (1 − y_j q^{mn−n+j} )(1 − y^{−1}_j q^{mn−j}) ]

× ∏ 16j<k6n−1 [ (1 − y_ky^{−1}_j q^{mn−n+k−j})(1 − y^{−1}_k q^{mn−k+j}) ]} , (3)

H_n(q) = ∞∏ m=1 (1 − q^{nm})^{n−1}, (4)

i rØd F_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) = ∑ σ∈S_n (−1)^{#σ} ∑ l∈I(σ) y^{l1}_1 y^{l2}_2 . . . y^{ln}�^1_{n−1} q^{A(l)}, (5)

gde l = (l_1, . . . , l_{n−1}), i

A(l) = A(l_1 , . . . , l_{n−1}) = 1 2 (_{n−1}∑ r=1 l^2_r + (_{n−1}∑ r=1 l_r )_2) . ProizvedeniØ G_n, H_n i rØd F_n budet udobno rassmatrivat~ kak fflementy kol~ca C[y_1, . . . , y_{n−1}, y^{−1}_1 , . . . , y^{−1}_{n−1}]((q)), t.e. kol~ca formal~nyh rØdov Lorana ot peremennoæ q s kofffficientami iz kol~ca mnogoqlenov ot y_1, . . . , y_{n−1}, y^{−1}_1 , . . . , y^{−1}_{n−1}.

Teorema 1. Pri l¸bom n ¿ 2 imeet mesto formal~noe toßde-

stvo H_n(q)G_n(y_1 , . . . , y_{n−1}, q) = F_n(y_1 , . . . , y_{n−1}, q). (6) Zameqanie 2. Levu¸ qast~ toßdestva (6) my predstavlØem v

vide proizvedeniØ dvuh funkciæ, poskol~ku, kak budet vidno v dal~neæxem, roli fftih somnoßiteleæ principial~no razliqny.

Zameqanie 3. V toßdestve (6) sdelaem sledu¸wu¸ podstanovku:

q = (x_1x_2 . . . x_n)^{1n} ,

y_j = (x_1 . . . x_j)q^{−j} = ( j∏ r=1 x_r )^n�^j_n (_{n−1}∏ r=j+1 x_r )_−^j_n .

70 M. A. VSEMIRNOV Krome togo, sdelaem zamenu indeksov summirovaniØ v pravoæ qasti (r = 1, 2, . . . , n):

k_r = n−1∑ j=r l_j + 1 n A(l) − 1 n n−1∑ j=1 jl_j

= n−1∑ j=r l_j + 1 2n (_{n−1}∑ j=1 (l_j − j)^2 + (_{n−1}∑ j=1 l_j )_2) . �to preobrazovanie indeksov osuwestvlØet biekci¸ meßdu

∪_{σ∈Sm} I(σ) i mnoßestvom teh (k_1, . . . , k_n) ∈ Z^n_+, kotorye udovle-

tvorØ¸t usloviØm

(i)^n ∑ r=1 k_r −^1_2^n ∑ r=1 (k_r − k_{r+1})^2 = 0

(ii) k_r − k_{r+1} − r poparno nesravnimy po modul¸ n.

My sqitaem k_{n+1} = k_1. (Obratnym preobrazovaniem indeksov budet l_j = k_j − k_{j+1}, j = 1, 2, . . . , n − 1.) Posle takih preobrazovaniæ my poluqim toßdestvo Makdonal~da v forme, privedennoæ v knige D. B. Fuksa [9]: ∞∏ m=1 { (1 − x^m_1 . . . x^m_n )^{n−1} ∏ 16r<t6n [( 1 − x^{m−1}_1 . . . x^{m−1}_n t−1∏ s=r x_s )

× ( 1 − x^m_1 . . . x^m_n t−1∏ s=r x^{−1}_s ) = ∑ χ(k_1, . . . , k_n)x^{k1}_1 . . . x^{kn}_n , gde summirovanie vedetsØ po vsem (k_1, . . . , k_n) ∈ Z^n_+ , udovletvorØ- ¸wim usloviØm (i), (ii), a χ(k_1, . . . , k_n) = ±1. Sleduet otmetit~, qto v [9, Teorema 3.2.4] ne ukazano dopolnitel~noe uslovie (ii). (�to ograniqenie suwestvenno pri n ¿ 5.) �ta oxibka byla obuslovlena tem, qto teorema 2.5.2 (ii) v privedennoæ v [9] formulirovke neverna. Kak soobwil avtoru A. M. Verxik, ffta oxibka byla zameqena ranee, odnako ona ispravlena lix~ v nedavneæ rabote ı. M. Bazlova [1] (sm. nastoØwiæ sbornik).

Pust~ z = (z_1, . . . , z_{n−1}) ∈ C^{n−1}, i τ ∈ H, gde H = {z ∈ C :

Im z > 0} – verhnØØ kompleksnaØ poluploskost~. NaqinaØ s fftogo

mesta my sqitaem, esli ne ogovoreno protivnoe, qto

q = exp πiτ, (7)

y_j = exp 2πiz_j , j = 1, 2, . . . , n − 1. (8)

TOȷDESTVA MAKDONAL^DA 71 Togda rØd (5) i beskoneqnoe proizvedenie (3), rassmatrivaemye kak funkcii kompleksnyh peremennyh z_1, . . . , z_{n−1}, τ , shodØtsØ absol¸tno i ravnomerno na l¸bom kompaktnom podmnoßestve v C^{n−1} × H i opredelØ¸t analitiqeskie v C^{n−1} × H funkcii. Analogiqno, proizvedenie (4) opredelØet analitiqesku¸ v H funkci¸ peremennoæ τ . Zametim, qto pri zamene peremennyh (7), (8) rØd (5), stoØwiæ v pravoæ qasti toßdestva Makdonal~da, prevrawaetsØ v mnogomernu¸ tffta-funkci¸ (toqnee, lineænu¸ kombinaci¸ tffta-funkciæ s harakteristikami), analitiqeskie svoæstva kotoroæ my i budem ispol~zovat~.

Osnovnym tehniqeskim rezul~tatom, dokazatel~stvu kotorogo posvØweny §3–§4, ØvlØetsØ sledu¸wiæ qastnyæ sluqaæ toßdestva (6).

Predloßenie 1. Pust~ q = exp πiτ , τ ∈ H, i yj = exp 2πizj ,

z_j ∈ C, j = 1, 2, . . . , n − 1. Togda toßdestvo (6) spravedlivo kak toßdestvo analitiqeskih v C^{n−1} ×H funkciæ.

Dokazatel~stvo teoremy 1 poluqitsØ iz predloßeniØ 1 na osnovanii edinstvennosti razloßeniØ v rØd Fur~e. �tot metod horoxo izvesten, pofftomu my opuskaem detali.

Svoæstva funkciæ Fn i Gn.

Tak kak y_j invariantny otnositel~no sdvigov na celoqislennye vektory z ← z + m, m ∈ Z^{n−1}, to takie preobrazovaniØ ne izmenØ¸t funkcii F_n i G_n. Pust~ Ω = nAτ , gde A – matrica kvadratiqnoæ formy A(l). A = 1 2 2 1 . . . 1 1 1 2 . . . 1 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 . . . 1 2 . Rassmotrim sdvigi argumenta z ← z+mΩ, m ∈ Z^{n−1}. Funkcii F_n i G_n oblada¸t odinakovym “kvaziperiodiqeskim” povedeniem otnositel~no takih sdvigov. �to dostatoqno proverit~ dlØ m =

e_s = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (na s-om meste stoit 1) dlØ vseh s = 1, . . . , n − 1. Sdvigu takogo vida sootvetstvuet preobrazovanie

peremennyh y_j : y_j ← y_j q^n, j ≠ s, y_s ← y_sq^{2n}.

72 M. A. VSEMIRNOV

Lemma 1. Pust~ y1, . . . , yn, q opredeleny soglasno (8), (7). Ime¸t

mesto sledu¸wie sootnoxeniØ kvaziperiodiqnosti F_n(y_1q^n, . . . , y_sq^{2n}, . . . , y_{n−1}q^n, q) = y^{−n}_s q^{−n2} F_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q), G_n(y_1q^n, . . . , y_sq^{2n}, . . . , y_{n−1}q^n, q) = y^{−n}_s q^{−n2} G_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q). Dokazatel~stvo. (Vse rassmatrivaemye niße preobrazovaniØ

analitiqeskih funkciæ korrektny. O tom kak perenesti ffti rassußdeniØ na formal~nye rØdy, sm. zameqanie 6 niße.)

(i) Soglasno opredeleni¸ F_n(y_1q^n, . . . , y_sq^{2n}, . . . , y_{n−1}q^n, q) = ∑ σ∈S_n (−1)^{#σ} ∑ l∈I(σ) y^{l1}_1 y^{l2}_2 . . . y^{ln}�^1_{n−1} q^{A(l)+n} P^n �1_{j=1 lj +ls} . Sdelaem zamenu indeksov summirovaniØ t = l + ne_s. Takoe preobrazovanie perevodit I(σ) v sebØ. Poluqim = y^{−n}_s q^{−n2} ∑ σ∈S_n (−1)^{#σ} ∑ l∈I(σ) y^{t1}_1 y^{t2}_2 . . . y^{tn}�^1_{n−1} q^{A(t)} = y^{−n}_s q^{−n2} F_n(y_1, . . . , , . . . , y_{n−1}, q). (ii) DlØ dokazatel~stva vtorogo sootnoxeniØ rassmotrim, kak

preobrazu¸tsØ otdel~nye somnoßiteli G_n. Naprimer, ∞∏ m=1 ( 1 − (y_sq^{2n})^{−1} q^{mn−s} )^∞∏ m=1 ( 1 − (y_sq^{2n}) q^{mn−n+s} )

= ( 1 − y^{−1}_s q^{−n−s} ) ( 1 − y^{−1}_s q^{−s} ) × ∏ m¿1^{(1 − y} −1 s q^{mn−s}) ∏ m¿3^{(1 − ys q} mn−n+s)

= y^{−2}_s q^{−n−2s} ∞∏ m=1 ( 1 − y^{−1}_s q^{mn−s} )^∞∏ m=1 ( 1 − y_s q^{mn−n+s} ) . SootnoxeniØ dlØ ostal~nyh somnoßiteleæ poluqa¸tsØ analogiqno. Ob¨edinØØ ih, poluqaem iskomoe sootnoxenie dlØ G_n. Lemma 1 dokazana.

Legko videt~, qto nulØmi funkcii G_n budut lix~ nuli otdel~nyh somnoßiteleæ, vhodØwih v G_n. Sledu¸waØ lemma pokazyvaet, qto oni budut i nulØmi funkcii F_n.

TOȷDESTVA MAKDONAL^DA 73

Lemma 2. Pust~ y1, . . . , yn, q opredeleny soglasno (8), (7). Esli

G_n(y_1, . . . , y_n, q) = 0, to i F_n(y_1, . . . , y_n, q) = 0

Dokazatel~stvo. Pokaßem, naprimer, qto esli dlØ nekotorogo 1 6 s 6 n − 1 imeet mesto ravenstvo ys = q^{−s+mn}, m ∈ Z, to

F_n obrawaetsØ v 0. Zapixem F_n soglasno (5) i sdelaem zamenu

indeksov summirovaniØ (t = (t_1, . . . , t_{n−1})): t_s= − n−1∑ j=1 l_j + s, t_j=l_j, j ≠ s. Zametim, qto pri takom preobrazovanii mnoßestvo I(σ), σ =

(p_0, p_1, . . . , p_s, . . . , p_{n−1}), perehodit v I(σ^′), gde perestanovka σ^′ = (p_s, p_1, . . . , p_0, . . . , p_{n−1}) poluqaetsØ iz σ peremenoæ mest p_0 i p_s. V

qastnosti, (−1)^{#σ} = −(−1)^{#σ}0. Krome togo, A(l) = A(t) + s(−t_s − ∑_{n−1} j=1 t_j + s). Togda F_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) = = − ∑ σ0_{∈Sn} (−1)^{#σ} 0 ∑ t∈I(σ0) (y_sq^s)^{−ts−}P^n �1_{j=1 tj +s}

(y^{t1}_1 . . . y^{tn}�^1_{n−1} )q^{A(t)},

Kak legko videt~, esli y_s = q^{−s}, to F_n obrawaetsØ v 0. Vmeste s sootnoxeniem (i) lemmy 1 ffto vleqet, qto F_n obrawaetsØ v 0, esli y_s = q^{−s+mn}, m ∈ Z.

Analogiqno razbiraetsØ sluqaæ, kogda y_sy^{−1}_k = q^{k−s+mn}, dlØ

1 6 k, s 6 n − 1, m ∈ Z. Pri fftom sleduet rassmotret~ zamenu

peremennyh t_s = l_k + s − k, t_k = l_s + k − s, t_j = l_j , j ≠ s, j ≠ s, qto sootvetstvuet dlØ kaßdoæ perestanovki σ = (p_0, p_1, . . . , p_{n−1}) peremene mestami p_k i p_s. Lemma 2 dokazana.

Iz lemmy 2 sleduet, qto funkciØ h_n(z, τ ) = F_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) / G_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) (9) ne imeet osobennosteæ v C^{n−1} × H. Oqevidno, qto ona invariantna otnositel~no sdvigov z ← z + m, m ∈ Z^{n−1}. Po lemme

74 M. A. VSEMIRNOV 1 ona takße invariantna otnositel~no sdvigov z ← z + m + Ω,

m ∈ Z^{n−1}. Znaqit, dlØ fiksirovannogo τ ∈ H funkciØ h_n(·, τ ) –

celaØ ograniqennaØ v C^{n−1} funkciØ. Po teoreme LiuvillØ, ona ne zavisit ot z. Takim obrazom, my moßem pisat~ h_n(τ ) vmesto

h_n(z, τ ). Krome togo, h_n analitiqna v H. V sledu¸wem paragrafe

my naædem Øvnyæ ee vid.

Opredelenie hn(τ ).

V dokazatel~stve Makdonal~da [7], proverka togo, qto ne zavisØwee ot y_1, . . . , y_{n−1} otnoxenie (v naxih oboznaqeniØh) F_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) / G_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) sovpadaet s H_n(q), byla osnovana na tom, qto odin i tot ße rØd poluqaetsØ pri dvuh razliqnyh specializaciØh znaqeniæ

y_1, . . . , y_{n−1} v rØde F_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q). My privedem drugoe doka-

zatel~stvo, po-vidimomu, ØvlØ¸weesØ novym.

Pust~, kak i vyxe, q = exp πiτ , y_j = exp 2πiz_j , j = 1, . . . , n − 1. Zametim, qto pravaØ qast~ toßdestva (6) udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ teploprovodnosti

L F_n = 0, (10)

gde operator L opredelen sledu¸wim obrazom: L = ∂ ∂τ − 1 4πi (_{n−1}∑ j=1 ∂^2 ∂z^2_j + ∑ 16k<j6n−1 ∂^2 ∂z_k∂z_j ) . (11)

Poskol~ku funkciØ G_n predstavlena v vide beskoneqnogo proizvedeniØ, bolee udobnym okazyvaetsØ logarifmiqeskiæ analog (10). Pust~ V – dostatoqno malaØ okrestnost~ v R^{n−1} toqki z =

(0, . . . , 0). Tak kak F_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) → 1, G_n(y_1, . . . , y_{n−1}, q) → 1

pri Im τ → ∞ ravnomerno po z ∈ V , to moßno podobrat~ T > 0 takoe, qto pri (z, τ ) ∈ U = V ×{τ : itτ > T } znaqeniØ funkcii F_n,

G_n i kaßdogo somnoßitelØ G_n poloßitel~ny. Togda v U spra-

vedlivo

L ln F_n − 1 4πi n−1∑ j=1 ( ∂ ∂z_j ln F_n

)_2

− 1 4πi ∑ 16k<j6n−1 ( ∂ ∂z_k ln F_n )( ∂ ∂z_j ln F_n ) = 0.

(12)

TOȷDESTVA MAKDONAL^DA 75 PodstavlØØ v (12) h_nG_n vmesto F_n, my poluqaem, qto funkciØ

h_n opredelØetsØ iz usloviØ d dτ ln h_n = ( − L ln G_n + 1 4πi n−1∑ j=1 ( ∂ ∂z_j ln G_n

)_2

+ 1 4πi ∑ 16k<j6n−1 ( ∂ ∂z_k ln G_n )( ∂ ∂z_j ln G_n ))| | |_{z1=...=zn} �1 =0 . UqityvaØ opredelenie G_n, vse logarifmiqeskie proizvodnye v pravoæ qasti moßno predstavit~ v vide (absol¸tno shodØwihsØ) rØdov. Posle standartnyh, no dovol~no gromozdkih preobrazovaniæ, kotorye my opuskaem (vse operacii zakonny, tak kak rØdy shodØtsØ absol¸tno), poluqaem, qto d dτ ln h_n(τ ) = (n − 1) ∑ m¿1 −πimnq^{mn} 1 − q^{mn} = (n − 1) ∑ m¿1 d dτ ln(1 − q^{mn}).

Sledovatel~no, pri tau = it, t > T vypolneno ravenstvo

h_n(τ ) = cH_n(exp πiτ ) (13)

dlØ nekotoroæ konstanty c. Poloßim v (9) z_1 = . . . = z_{n−1} = 0 i

τ = it, t → +∞. Netrudno videt~, qto

lim_{t→∞} h_n(it) = lim_{t→∞} H_n(exp(−πt)) = 1.

Znaqit, h_n(τ ) = H_n(exp πiτ ) pri τ = it, t > T . Tak kak h_n(τ ) i

H_n(exp πiτ ) analitiqeskie v H funkcii, to ots¸da sleduet, qto

oni toßdestvenno sovpada¸t v H, qto zaverxaet dokazatel~stvo predloßeniØ 1, a vmeste s nim i teoremy 1.

Zameqanie 4. V sluqae n = 2 (t.e. dlØ toßdestva Gaussa–˚kobi)

izvesten ewe odin sposob opredeleniØ mnoßitelØ h_n (podrobnoe izloßenie fftogo metoda i neobhodimye opredeleniØ moßno naæti, naprimer, v [8, gl. 1]). A imenno, pri q = exp πiτ , y = exp 2πiz funkciØ F_2(y, q) – ffto tffta-funkciØ θ_{01}(z, τ ). Horoxo izvestna formula ˚kobi dlØ proizvodnyh, svØzyva¸waØ tffta-funkcii s harakteristikami (t.e. funkcii, poluqennye iz θ_{00} pri pomowi sdviga argumenta z): ∂ ∂z θ_{11}(z, τ ) | |_{z=0} = −πθ_{00}(0, τ )θ_{01}(0, τ )θ_{10}(0, τ ). (14)

76 M. A. VSEMIRNOV Funkcii θ_{ab} takße moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ h_2 i funkciæ, poluqennyh iz G_2 pri pomowi sdviga argumenta. PodstavlØØ ffti predstavleniØ v (14), poluqim, qto h_n(τ )^2 =

H^2_n(exp πiτ ), t.e. ravenstvo (13) imeet mesto s c = ±1. Pereho-

dØ, kak i vyxe, k predelu, poluqim, qto na samom dele, c = 1. Esli by udalos~ naæti podhodØwie obobweniØ differencial~- nogo toßdestva ˚kobi, to ih moßno bylo by primenit~ (vmesto uravneniØ teploprovodnosti) dlØ nahoßdeniØ mnoßitelØ h_n. OkazyvaetsØ, moßno deæstvovat~ v obratnom napravlenii: poluqat~ differencial~nye toßdestva dlØ tffta-funkciæ pri pomowi podhodØweæ interpretacii toßdestv Makdonal~da. Pri fftom udaetsØ poluqit~ qastiqnye otvety, na voprosy Mamforda (sm. [8, gl. 1]). �tomu issledovani¸ budet posvØwena otdel~naØ publikaciØ.

Zameqanie 5. Privedennoe dokazatel~stvo moßet byt~ perene-

seno i na obwiæ sluqaæ toßdestv Makdonal~da, otveqa¸wih podalgebram algebr Kaca–Mudi s matricami Kartana ranga n−1 s neotricatel~nymi sobstvennymi znaqeniØmi (sm. [9, gl. 3, §2]). V fftom sluqae voznika¸t lix~ qisto tehniqeskie sloßnosti (naprimer, pri obobwenii lemmy 2).

Zameqanie 6. Kratko poØsnim, kak moßno modificirovat~ pri-

vedennoe dokazatel~stvo, qtoby iskl¸qit~ analitiqeskie argumenty. Voobwe govorØ, podstanovki vida y_j ← y^{a1}_1 . . . y^{an}�^1_{n−1} q^b nel~zØ primenØt~ k rØdam iz R = C[y_1, . . . , y_{n−1}, y^{−1}_1 , . . . , y^{−1}_{n−1}]((q)). Odnako, v naxem sduqae vse rassmatrivaemye rØdy (v proizvedeniØ) oblada¸t dopolnitel~nym svoæstvom: stepen~ kofffficienta pri q^n imeet porØdok O( √ n). (Pod stepen~¸ monoma y^{l1}_1 . . . y^{ln}�^1_{n−1} s celymi l_1, . . . , l_{n−1} my ponimaem |l_1| + . . .+ |l_{n−1}|.) DlØ takih rØdov ukazannye vyxe podstanovki (dlØ fiksirovannyh a_j, b) vozmoßny, i poluqa¸wiæsØ v rezul~tate rØd vnov~ obladaet fftim svoæstvom. Pofftomu, lemmy 1 i 2 osta¸tsØ spravedlivymi i dlØ formal~nyh rØdov. Pri opredelenii mnoßitelØ h_n(q) my takße moßem operirovat~ lix~ s rØdami. Pri fftom vmesto^1_{πi}^∂_{∂τ} i 1 2πi ∂ ∂z_j sleduet rassmatrivat~ differencial~nye operatory q ∂ ∂q i y_j^∂_{∂yj} , sootvetstvenno, deæstvu¸wie v R. Po-vidimomu, naibolee sloßnym s tehniqeskoæ toqki zreniØ ØvlØetsØ formal~nyæ analog rassußdeniæ, osnovannyh na teoreme LiuvillØ.

Avtor blagodarit A. M. Verxika za proØvlennoe vnimanie

TOȷDESTVA MAKDONAL^DA 77 k rabote i sovety, sposobstvovaxie ee napisani¸. Avtor takße blagodarit ı. M. Bazlova za poleznye obsußdeniØ dannogo voprosa.

Rabota vypolnena pri podderßke ISSEP (grant a96-1965).

Literatura

1. ı. M. Bazlov, Gomologii graduirovannyh beskoneqnomernyh algebr Li v svØzi s toßdestvami Makdonal~da. — Zap. nauqn. semin. POMI 240 (1994), str. ???.

2. A. M. Verxik, Bietivnoe dokazatel~stvo toßdestva ˚kobi i perestoæki diagramm ınga. — Zap. nauqn. semin. LOMI 155 (1986), 3–6.

3. H. Garland, J. Lepowsky, Lie algebra and the MacDonald–Kac formulas. — Invent. Math. 34 (1976), 37–76.

4. Z. L. Leæbenzon, Prostoæ kombinatornyæ metod dlØ dokazatel~stva toßdestva ˚kobi i ego obobweniæ. — Funkc. analiz i priloß. 20 (1986), 77–78.

5. J. Lepowsky, Generalized Verma modules, loop space and MacDonald-type identities. — Ann. I’École Norm. Sup. 12, No. 2 (1979), 169–234.

6. E. Looijenga, Root systems and elliptic curves. — Invent. Math. 38, No. 1 (1976), 17–32.

7. G. McDonald, Affine root sistems and Dedekind’s ȷ-functions. — Invent. Math.

15, No. 2 (1972), 91–143.

8. D. Mamford, Lekcii o tffta-funkciØh. Mir., M (1988). 9. D. B. Fuks, Kogomologii beskoneqnomernyh algebr Li. Nauka, M. (1984). 10. V. Kac, Beskoneqnomernye algebry Li. M. (1993).

Vsemirnov M. A. Macdonald identities and multidimensional thetafunctions.

A new proof of the combinatorial Macdonald identities is presented. It is shown that one may regard these identities as decomposition of multidimensional theta-functions into infinite products. The proof is pased ob some analytical properties of theta-functions. It is discussed briefly now one may modify the proof in order to replace analytical reasonings by the formal ones involving only operations with formal series.

Postupilo 21 noØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova