Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

Mihail Gordin i Manfred Denker

ASIMPTOTIQESKA˚ GAUSSOVOST^ PRI SLUQA`NOM VOZMUWENII POVOROTA OKRUȷNOSTI

S. Siboni [7] vvel v rassmotrenie sledu¸wee semeæstvo {T_{ϵ,ω}} preobrazovaniæ dvumernogo tora T^2: preobrazovanie T_{ϵ,ω}, gde ϵ ∈

R, ω ∈ T= R/Z, imeet vid T_{ϵ,ω} : (x, y) → (2x, y + ω + ϵx) mod 1. Zdes~ x, y – koordinaty na tore T^2 = T× T, otobraßa¸wie ego na [0, 1) × [0, 1).

T_{ϵ,ω} ØvlØetsØ, takim obrazom, kosym proizvedeniem, v baze kotorgo deæstvuet ffndomorfizm S : x → 2x okrußnosti T, a v sloe nad toqkoæ x ∈ T, takße ØvlØ¸wemsØ okrußnost~¸, proizvoditsØ povorot na zavisØwiæ ot x ugol. Mera Haara na T^2 ØvlØetsØ invariantnoæ meroæ dlØ T_{ϵ,ω}. Dannoe semeæstvo bylo predloßeno v [7] v kaqestve modeli sluqaænogo vozmuweniØ qastoty v odnoqastotnoæ gamil~tonovoæ sisteme. Tam ße bylo dokazano, qto T_{ϵ,ω} ØvlØetsØ peremexiva¸wim preobrazovaniem togda i tol~ko togda, kogda ϵ irracional~no. Qto kasaetsØ dal~neæxego issledovaniØ ffrgodiqeskih i veroØtnostnyh svoæstv takih preobrazovaniæ, v qastnosti, central~noæ predel~noæ teoremy, to v [7] ffti voprosy upomØnuty (tam, v qastnosti, daetsØ fiziqeskaØ interpretaciØ dispersii predel~nogo gaussovogo raspredeleniØ v gipotetiqeskoæ central~noæ predel~noæ teoreme), no ostavleny otkrytymi.

U. Parri v [5] dokazal, v qastnosti, qto T_{ϵ,ω} ØvlØetsØ toqnym ffndomorfizmom, esli ϵ irracional~no. Voznika¸wiæ v ramkah problematiki metriqeskoæ klassifikacii prebrazovaniæ T_{ϵ,ω} vopros o tom, ne ØvlØ¸tsØ li vse takie preobrazovaniØ odnostoronnimi sdvigami Bernulli, okazalsØ netrivial~nym. Pri

Rabota vypolnØlas~ v ramkah rossiæsko-germanskogo proekta RFFI – NNIO, grant 96-01-00096. Pervomu avtoru okazyvalas~ takße podderßka po grantu RFFI 96-01-00672. 78

ASIMPTOTIQESKA˚ GAUSSOVOST^ 79 dopolnitel~nyh usloviØh na ϵ utverditel~nyæ otvet byl poluqen v [6].

V nastoØweæ zametke anonsiruetsØ variant funkcional~noæ central~noæ predel~noæ teoremy dlØ T_{ϵ,ω}. Primenennyæ v dokazatel~stve fftogo rezul~tata metod martingal~noæ approksimacii, voshodØwiæ k [2], pozvolØet ostavit~ v storone osnovnye problemy ffrgodiqeskoæ teorii preobrazovaniæ T_{ϵ,ω} i trebuet tol~ko irracional~nosti ϵ. Klass funkciæ, k kotorym priloßima teorema, zavisit ot diofantovyh svoæstv qisla ϵ.

Formulirovka osnovnoæ teoremy

Pust~ (X, M, P ) – veroØtnostnoe prostranstvo, T : X → X – izmerimoe sohranØ¸wee veroØtnost~ P preobrazovanie, f – izmerimaØ vewestvennaØ funkciØ. Postroim dlØ kaßdogo n ¿ 1 sluqaænu¸ lomanu¸ J_nf na [0, 1], lineænu¸ na intervalah vida [(m − 1)/n, m/n] i taku¸, qto (J_nf)(m/n) = n^{− 1}2 ∑_{m−1} l=0 f ∘ T^l pri m = 1, ..., n (imeetsØ v vidu, qto J_nf(0) = 0). Budem govorit~, qto f podqinØetsØ funkcional~noæ central~noæ predel~noæ teoreme s predel~noæ dispersieæ σ^2, esli raspredelenie sluqaænoæ lomanoæ J_nf, rassmatrivaemoe kak veroØtnostnaØ mera na prostranstve C[0, 1] nepreryvnyh funkciæ na [0,1], slabo shoditsØ pri n → ∞ k mere Vinera s parametrom σ^2. Pod parametrom mery Vinera ponimaetsØ zdes~ dispersiØ znaqeniØ w(1) sootvetstvu¸wego vinerovskogo processa w(·), a slabaØ shodimost~ oznaqaet, kak obyqno, shodimost~ integralov ot l¸boæ ograniqennoæ nepreryvnoæ funkcii.

Pust~ teper~ X = T^2, M = B^2 - σ-algebra borelevskih mnoßestv

T^2, P - mera Haara na T^2 (integraly po neæ budut zapisyvat~sØ

v vide

∫T2 f(x, y)dxdy) i T = Tϵ,ω dlØ nekotoryh ω i ϵ. Gil~berto-

vy prostranstva kvadratiqno summiruemyh otnositel~no mery Haara funkciæ na T^2 i T budut oboznaqat~sØ, sootvetstvenno, qerez L_2(T^2) i L_2(T). DlØ f ∈ L_2(T^2) i k ∈ Zopredelim f_k ∈ L_2(T) ravenstvom ( f_k ) (x) = ∫ T^{exp(−2πiky)f(x, y)dy,} gde integral beretsØ otnositel~no mery Haara na T. Pri kaßdom k ∈ Zoperator W_k = W_{k,ϵ,ω} deæstvuet v L_2(T) soglasno

80 MIHAIL GORDIN I MANFRED DENKER formule ( W_kg ) (x) = 1 2 ( g ( x 2 ) χ_k ( −ϵ x 2 − ω ) + g ( x + 1 2 ) χ_k ( −ϵ x + 1 2 − ω )) , gde χ_k(z) = exp(2πikz). Dalee, pust~ B_n – σ-algebra podmnoßestv T, poroßdennaØ vsemi intervalami vida {x : l/2^n 6 x < (l + 1)/2^n)}, gde 0 6 l 6 2^n − 1, i L_2(B_n) – podprostranstvo L_2(T), sostoØwee iz B_n-izmerimyh funkciæ. Operator uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ otnositel~no B_n oboznaqim qerez E(·|B_n).

Teorema: Esli vewestvennaØ funkciØ f ∈ L2(T^2) i irracio-

nal~noe qislo ϵ ∈ R takovy, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ: 1) ∫T2 f(x, y)dxdy = 0, 2) ∑ k∈Z^{(∑}n¿0 ‖fk − E(fk|Bn)‖L2(T)^{)2} < ∞, 3) ∑ k∈Zk^2‖fk‖^2L2(T) < ∞, 4) ∑ k∈Z,k≠0 < 2kϵ >^{−4} ‖fk‖^2L2(T) < ∞ (zdes~ < · > – rasstoØnie do blißaæxego celogo), to dlØ funkcii f i preobrazovaniØ T_{ϵ,ω} spravedliva funkcional~naØ central~- naØ predel~naØ teorema. Parametr σ^2 predel~nogo gaussovogo processa opredelØetsØ ravenstvom

σ^2 = ∑ k∈Z^{(‖∑}n¿0^{W nk fk‖2L2(}T^{) − ‖∑}n¿1^{W nk fk‖2L2(}T^{)),} priqem rØdy v pravoæ qasti ravenstva ØvlØ¸tsØ shodØwimisØ.

Sledstvie: funkcional~naØ central~naØ predel~naØ teorema

primenima, esli narØdu s usloviØmi 1), 2) Teoremy vypolneny sledu¸wie predpoloßeniØ 5) i 6): 5) dlØ nekotorogo δ > 0 ∑ k∈Zk^{4+δ}‖fk‖^2L2(T) < ∞, 6) ϵ ∈ R takovo, qto |qϵ − p| > C|q|^{−(1+δ)} dlØ nekotorogo C = C(ϵ, δ) > 0 i dlØ l¸byh p, q ∈ Z, q > 0.

V samom dele, Øsno, qto 3) sleduet iz 5), i 4) imeet mesto, esli vypolneny 5) i 6).

Otmetim, qto uslovie 5), v svo¸ oqered~, vypolneno dlØ l¸- bogo irracional~nogo algebraiqeskogo ϵ (teorema Tue-ZigelØ- Rota [4]), i dlØ poqti vseh ϵ ∈ R (kak sledstvie bolee sil~nogo utverßdeniØ metriqeskoæ teorii diofantovyh priblißeniæ ([4])).

V usloviØh sformulirovannoæ vyxe Teoremy spravedlivo bolee toqnoe zakl¸qenie, pokazyva¸wee, qto otdel~nye garmoniki

ASIMPTOTIQESKA˚ GAUSSOVOST^ 81 v razloßenii f(x, y) = ∑ k∈Zfk(x) exp(2πiky) da¸t nezavisimye

vklady v predel~noe gaussovo raspredelenie. ToqnaØ formulirovka fftogo utverßdeniØ i ego dokazatel~stvo budut predmetom otdel~noæ publikacii.

Literatura

1. A.N. Borodin, I.A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ funkcionalov ot sluqaænyh blußdaniæ. Trudy MI RAN CXCV. SPb:”Nauka”, 1994.

2. M.I. Gordin, O central~noæ predel~noæ teoreme dlØ stacionarnyh processov. — Doklady AN SSSR 188 (1969), 739 - 741.

3. M.I. Gordin, B.A. Lifxic, Central~naØ predel~naØ teorema dlØ stacionarnyh processov Markova. — Doklady AN SSSR 239 (1978), 766 - 767.

4. Dß.V.S. Kassels, Vvedenie v teori¸ diofantovyh priblißeniæ. M.:IL, 1961.

5. W. Parry, Ergodic properties of a one-parameter family of skew-products.. — Nonlinearity 8 (1995), 821–825..

6. W. Parry, Automorphisms of the Bernoully endomorphisms and a class of skew-products. — Ergodic theory and dynamical systems 16 (1996), 519 – 529..

7. S. Siboni, Ergodic properties of a class of skew-systems obtained by coupling the translation of the 1-torus with the endomorphism 2x mod 1.. — Nonlinearity 7 (1994), 1133–1141.

Denker M., Gordin M. Asymptotically Gaussian distribution for random perturbations of rotations of the circle.

Let T_{ϵ,ω} be a self-map of the two dimensional torus T^2 given by the formula T_{ϵ,ω} : (x, y) → (2x, y + ω + ϵx) mod 1. If ϵ is an irrational number, a version of the functional central limit theorem is formulated for variables of the form n^{−1/2} ∑_∞ k=0 f ∘ T^k_{ϵ,ω} where f is a member of a class of real valued functions on T^2 described in terms of ϵ. The proof will be published elsewhere.

Postupilo 19 sentØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

Institut matematiqeskoæ stohastiki Gettingenskogo universiteta