Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

V. N. Ivanov

BISFERIQESKIE FUNKCII NA SIMMETRIQESKO` GRUPPE, SV˚ZANNYE S GIPEROKTA�DRAL^NO` PODGRUPPO`

§0. Vvedenie

Rassmotrim paru, sostoØwu¸ iz simmetriqeskoæ gruppy S_{2n} stepeni 2n i ee giperoktaffdral~noæ podgruppy B_n (gruppy VeælØ tipa B_n. Kak horoxo izvestno (sm., naprimer, [1, Appendix 1] ili [2, VII.2), para (S_{2n}, B_n) ØvlØetsØ paroæ Gel~fanda, a ee (nerazloßimye) sferiqeskie funkcii svØzany s funkciØmi Dßeka s parametrom α = 2 podobno tomu, kak neprivodimye haraktery simmetriqeskoæ gruppy svØzany s funkciØmi Xura.

V rabote Stimbridßa [4] izuqeny drugie sferiqeskie funkcii pary (S_{2n}, B_n), a imenno, matriqnye fflementy vida g → (π(g)ξ, ξ), gde π – neprivodimoe predstavlenie gruppy S_{2n}, a ξ – vektor, preobrazu¸wiæsØ po harakteru δ : B_n → {−1, 1}, netrivial~nomu na podgruppe S_n ⊂ B_n.

V nastoØweæ rabote rassmatriva¸tsØ sferiqeskie funkcii tret~ego tipa. �to matriqnye fflementy vida g → (π(g)ξ, η), gde vektor η predpolagaetsØ B_n-invariantnym, a vektor ξ – B_nantiinvariantnym (poslednee oznaqaet, qto vektor ξ preobrazuetsØ po signaturnomu harakteru sgn : S_{2n} → {−1, 1}, sußennomu na podgruppu B_n; otmetim, qto fftot harakter trivialen na podgruppe S_n ⊂ B_n). Takie funkcii my nazyvaem bisferiqeskimi, poskol~ku oni opredelØ¸tsØ vektorami dvuh razliqnyh tipov.

Pri podderßke Meßdunarodnoæ Sorosovskoæ Programmy ObrazovaniØ - grant 2093s. 96

BISFERIQESKIE FUNKCII 97 Neprivodimoe predstavlenie π gruppy S_{2n} obladaet odnovremenno B_n-invariantom i B_n-antiinvariantom togda i tol~ko togda, kogda v sootvetstvu¸weæ diagramme ınga vse stroki i vse stolbcy ime¸t qetnu¸ dlinu. �to oznaqaet, qto n dolßno byt~ qetno (n = 2m), a diagramma imeet vid

2λ ∪ 2λ = (2λ_1, 2λ_1, 2λ_2, 2λ_2, . . . ),

gde λ ⊢ m – nekotoroe razbienie qisla m.

Osnovnoæ rezul~tat sostoit v tom, qto bisferiqeskie funkcii pary (S_{4m}, B_{2m}) po suwestvu sovpada¸t s neprivodimymi harakterami χ^λ gruppy S_n. V dokazatel~stve my sleduem podhodu Stimbridßa [4], odnako konkretnye vyqisleniØ dostatoqno sil~no otliqa¸tsØ ot vyqisleniæ v [4].

Nax rezul~tat moßno svØzat~ so sledu¸wim faktom, otmeqennym v [3]: bisferiqeskie funkcii na gruppe GL(2n), svØzannye s paroæ podgrupp O(2n), Sp(2n), po suwestvu, sovpada¸t s funkciØmi Xura ot n peremennyh.

Avtor gluboko blagodaren G. I. Ol~xanskomu za postanovku zadaqi i postoØnnoe vnimanie k rabote.

§1. OboznaqeniØ i predvaritel~nye svedeniØ

Pust~ S_{2n} – gruppa perestanovok mnoßestva {1, 2, . . . , 2n}, a

B_n –giperoktaffdral~naØ podgruppa v S_{2n}, to est~ centralizator

perestanovki

(1, 2)(3, 4) . . .(2n − 1, 2n).

Qislo fflementov podgruppy B_n, oboznaqaemoe dalee qerez |B_n|, ravno 2^nn!.

Dvoænye klassy smeßnosti gruppy S_{2n} po ee podgruppe B_n parametrizu¸tsØ razbieniØmi qisla n [4], [1, A1.3]. Vyberem kanoniqeskih predstaviteleæ iz fftih klassov sledu¸wim obrazom: pust~ ν – razbienie qisla n, ν = (ν_1, . . . , ν_k), togda opredelim fflement ω_ν gruppy S_{2n} ravenstvom

ω_ν = (1, 2, . . . , 2ν_1)(2ν_1 + 1, . . . , 2ν_1 + 2ν_2) . . . (2n − 2ν_k + 1, . . . , 2n).

�ta formula deæstvitel~no opredelØet predstaviteleæ razliqnyh dvoænyh klassov smeßnosti. Oboznaqim qerez l(ν) qislo nenulevyh qasteæ razbieniØ ν, qerez m_i(ν) qislo qasteæ razbieniØ

98 V. N. IVANOV ν, ravnyh i, a qerez z_ν sledu¸wee vyraßenie:

z_ν = ∏ i¿1^i m_i (ν)m i(ν)!. Otmetim, qto esli k – natural~noe qislo, to

z_{kν} = k^{l(ν)}z_ν . (1.1)

Moßno pokazat~, qto qislo fflementov v dvoænom klasse smeßnosti B_nω_νB_n ravno |B_n|^2/z_{2ν} (naprimer, [4]).

Oboznaqim qerez π^μ neprivodimoe predstavlenie gruppy S_{2n}, otveqa¸wee razbieni¸ μ qisla 2n, a qerez V^μ – prostranstvo predstavleniØ π^μ. Nenulevoæ vektor v, prinadleßawiæ prostranstvu V^μ, nazyvaetsØ B_n-invariantom, esli π^μ(x)v = v, ∀x ∈ B_n, a B_n-antiinvariantom, esli π^μ(x)v = sgn (x)v, ∀x ∈ B_n, gde sgn (x) oboznaqaet znak perestanovki x.

U predstavleniØ π^μ est~ B_n-invariant togda i tol~ko togda, kogda vse stroki razbieniØ μ qetny [1, 2]. Ots¸da sleduet, qto u predstavleniØ π^μ est~ B_n-antiinvariant togda i tol~ko togda, kogda vse stolbcy razbieniØ μ qetny. Itak, naliqie u predstavleniØ π^μ odnovremenno B_n-invariantna i B_n-antiinvariantna ravnosil~no tomu, qto vse stroki i vse stolbcy razbieniØ μ qetny. Inaqe govorØ, n = 2m dlØ nekotorogo natural~nogo qisla m, i μ moßno predstavit~ v vide

μ = 2λ ∪ 2λ = (2λ_1, 2λ_1, 2λ_2, 2λ_2, . . .).

V fftom sluqae ξ i η budut oboznaqat~ B_n-antiinvariant i B_ninvariant sootvetstvenno; oni opredeleny s toqnost~¸ do proporcional~nosti. Oboznaqim qerez θ^λ matriqnyæ fflement, sootvetstvu¸wiæ vektoram ξ i η: θ^λ(g) = (π^{2λ∪2λ}(g)ξ, η), ∀g ∈ S_{2n}. Budem takße nazyvat~ matriqnyæ fflement θ^λ bisferiqeskoæ funkcieæ.

BISFERIQESKIE FUNKCII 99 DlØ l¸byh perestanovok x_1 i x_2, prinadleßawih podgruppe

B_n, vypolnØetsØ sootnoxenie

θ^λ(x_1gx_2) = sgn (x_2)θ^λ(g) (1.2)

Pofftomu dostatoqno znat~ znaqeniØ bisferiqeskoæ funkcii tol~ko na kanoniqeskih predstavitelØh dvoænyh klassov smeßnosti.

Otmetim, qto

θ^λ(e) = 0,

pofftomu normirovat~ funkci¸ θ^λ v terminah znaqeniØ θ^λ(e) nel~zØ.

§2. Vyqislenie bisferiqeskoæ funkcii v prosteæxih sluqaØh

Predloßenie 2.1. Pust~ λ – razbienie qisla m, a ν – razbienie

qisla 2m. Esli θ^λ(ω_ν) ≠ 0,

to vse qasti razbieniØ ν qetny.

Dokazatel~stvo. Pust~

ν = (ν_1, ν_2, . . . , ν_k)

i qislo ν_l neqetno dlØ nekotorogo indeksa l.

Dostatoqno pokazat~, qto suwestvu¸t takie perestanovki x_1 i

x_2, prinadleßawie podgruppe B_{2m}, qto vypolneny sootnoxeniØ

x_1ω_ν x_2 = ω_ν (2.1) i sgn (x_2) = −1. (2.2)

My uvidim, qto takie perestanovki x_1 i x_2 moßno vybrat~ tak, qtoby oni perestavlØli lix~ qisla v mnoßestve

{2ν_1 + 2ν_2 + . . . + 2ν_{l−1} + 1, . . . , 2ν_1 + 2ν_2 + . . . + 2ν_{l−1} + 2ν_l},

kotorye sostavlØ¸t v perestanovke ω_ν cikl dliny 2ν_l.

100 V. N. IVANOV

Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ν = (p) gde p neqetno, i iskat~ fflementy x_1 i x_2 v podgruppe B_p ⊂ S_{2p}. Vyberem ffti perestanovki sledu¸wim obrazom:

x_1 = (1, 2) p+1∏ i=3 (i, 2p + 3 − i),

x_2 = p∏ i=1 (i, 2p + 1 − i). Togda oni prinadleßat podgruppe B_p i vypolneny sootnoxeniØ

sgn (x_2) = −1, i x_1ω_{(p)}x_2 = ω_{(p)}.

VozvrawaØs~ k preßnim oboznaqeniØm, poluqaem, qto suwestvu¸t takie fflementy x_1 i x_2, prinadleßawie podgruppe B_n takie, qto vypolneny sootnoxeniØ (2.1) i (2.2). Togda vypolnØ- ¸tsØ ravenstva

θ^λ(ω_ν ) = θ^λ(x_1ω_ν x_2) = −θ^λ(Ω_ν).

Pofftomu

θ^λ(ω_ν ) = 0

i predloßenie dokazano. �

Soglasno Predloßeni¸ 2.1, funkciØ θ^λ odnoznaqno opredelØetsØ svoimi znaqeniØmi na fflementah vida ω_{2ν}, gde ν ⊢ m. V sledu¸wem predloßenii vyqislØem θ^λ(ω_{2ν}) dlØ proizvol~nyh razbieniæ ν qisla m i prosteæxego λ = (m).

Predloßenie 2.2. Pust~ ν – proizvol~noe razbienie qisla m, to-

gda vypolneno ravenstvo

θ^{(m)} (ω_{2ν}) = 2^{l(ν)} const,

gde const – nenulevaØ postoØnnaØ, zavisØwaØ ot normirovki vektorov ξ, η.

Dokazatel~stvo. Otmetim snaqala, qto funkciØ θ^{(m)} otliqna

ot toßdestvenno nulevoæ, poskol~ku ØvlØetsØ matriqnym fflementom neprivodimogo predstavleniØ.

BISFERIQESKIE FUNKCII 101 Oboznaqim qerez A mnoßestvo vseh n-fflementnyh podmnoßestv v {1, 2, . . . , 2n} (n = 2m). Rassmotrim vektornoe prostranstvo V formal~nyh lineænyh kombinaciæ fflementov A s kofffficientami iz polØ C . Gruppa S_{2n} deæstvuet v {1, . . . , 2n} i, tem samym, v A. Opredelim v prostranstve V predstavlenie π gruppy S_{2n} po formule π(g)M = gM, g ∈ S_{2n}, M ∈ A. Predstavlenie π inducirovano trivial~nym predstavleniem podgruppy S_n × S_n ⊂ S_{2n}. Pofftomu (sm. [2, gl.I, Zameqanie posle (7.8)] ego razloßenie na neprivodimye komponenty imeet vid π = π^{(n,n)} ⊕ (_{2n} ⊕_{p=n+1}c_pπ^{p,2n−p)} ) , gde c_p sut~ nekotorye kratnosti, toqnoe znaqenie kotoryh nam ne vaßno. Nam budet udobno rassmatrivat~ π^{(n,n)} kak podpredstavlenie v π.

V napisannom razloßenii π^{(n,n)} ØvlØetsØ edinstvennoæ komponentoæ, oblada¸weæ B_n-antiinvariantnym vektorom, poskol~ku v dvustroqeqnyh diagrammah (p, 2n − p) s p > n + 1 ne vse stolbcy qetny. Pofftomu podprostranstvo B_n-antiinvariantov v V odnomerno i leßit v komponente π^{(n,n)}.

Mnoßestvo A moßet byt~ razloßeno na orbity gruppy B_n: A = n⋃ r=0 A_r, gde A_r = {M ∈ A|M soderßit rovno r par vida (2k − 1, 2k)}.

Opredelim funkci¸

sgn : A_0 → {−1, 1}

ravenstvom sgn (M) = (−1)^{card (M∩{1,3,... ,2n−1})}, M ∈ A_0. Vektor ξ = ∑ M∈A0 sgn (M )M

102 V. N. IVANOV ØvlØetsØ B_n-antiinvariantnym, a vektor ζ = ∑ M∈A0 M ØvlØetsØ B_n-invariantom.

Togda matriqnyæ fflement, svØzannyæ s vektorami ξ i ζ: g → (π(g)ξ, ζ), g ∈ S_{4m}, oqevidno proporcionalen funkcii θ^{(m)} .

Naædem znaqenie (π(ω_{2ν})ξ, ζ) dlØ proizvol~nogo razbieniØ ν qisla m. Po opredeleni¸ skalØrnogo proizvedeniØ imeem ravenstvo (π(ω_{2ν})ξ, ζ) = ∑ M∈A0,ω2_ν M∈A0 sgn (M ).

VyØsnim, v kakom sluqae mnoßestvo M ∈ A_0 takovo, qto ω_{2ν}M ∈

A_0. Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda ν = (m). Togda takih

mnoßestv tol~ko dva:

M^′ = {2k − 1|1 6 k 6 2m} i M^{′′} = {2k|1 6 k 6 2m}.

Otmetim ravenstvo

sgn (M^′) = sgn (M^{′′}) = 1.

Perehodim teper~ k obwemu sluqa¸: ν – proizvol~noe razbienie qisla m. Oboznaqim qerez L_i mnoßestvo

{k|4ν_1 + . . . 4ν_{i−1} + 1 6 k 6 4ν_1 + . . . + 4ν_{i−1} + 4ν_i}

dlØ i = 1, . . . , l(ν). Esli M ∈ A_0 takovo, qto ω_{2ν}, M ∈ A_0, to analogiqno rassmotrennomu vyxe prosteæxemu sluqa¸, my poluqaem, qto dlØ mnoßestva M ∩ L_i suwestvu¸t rovno dve vozmoßnosti:

M ∩ L_i = {4ν_1 + . . . + 4ν_{i−1} + 2k − 1|1 6 k 6 2ν_i} ili M ∩ L_i = {4ν_1 + . . . + 4ν_{i−1} + 2k|1 6 k 6 2ν_i}.

Pofftomu

sgn (M ) = 1

BISFERIQESKIE FUNKCII 103 i qislo takih mnoßestv M ∈ A_0 , qto ω_{2ν}M ∈ A_0, rovno 2^{l(ν)}. Ots¸da poluqaem ravenstvo (π(ω_{2ν} )ξ, ζ) = 2^{l(ν)}, ν ⊢ m. Predloßenie dokazano. �

Pust~ λ – proizvol~noe razbienie qisla m, togda predstavlenie π^{2λ∪2λ} imeet odnovremenno B_{2m}-invariant i B_{2m}-antiinvariant. V dal~neæxem v fftom sluqae qerez ξ i η my budem oboznaqat~ B_{2m}-antiinvariant i B_{2m}-invariant sootvetstvenno, vybrannye takim obrazom, qto oni normirovany:

(ξ, ξ) = (η, η) = 1

i vypolneno neravenstvo

θ^λ(ω_{(2}m_)) = (π^{2λ∪2λ}(ω_{(2}m_))ξ, η) > 0, (2.3)

gde (2^m) – ffto razbienie qisla 2m, sostoØwee tol~ko iz dvoek. Esli znaqenie θ^λ(ω_{(2}m_)) ravno nul¸, to sama funkciØ θ^λ opredelena s toqnost~¸ do umnoßeniØ na kompleksnoe qislo, modul~ kotorogo raven edinice. Na samom dele, θ^λ(ω_{(2}m_)) vsegda otliqno ot nulØ, ffto budet dokazano v §3.

Pust~ μ – proizvol~noe razbienie qisla n, togda vvedem qislo

H_μ ravenstvom

H_μ = |S_n| dim V^μ

. (2.4)

Znaqenie H_μ moßno vyqislit~ po formule, privedennoæ v [2, I7, primer 6]:

H_μ = l(μ)∏ i=1 (μ_i + l(μ) − i)! ∏ i<j6l(μ)^{(μi − μj + j − i)} . V prostranstve kompleksnoznaqnyh funkciæ na S_n my vvodim skalØrnoe proizvedenie ⟨f, h⟩ = ∑ x∈S_n f(x)h(x). (2.5) Teper~ my moßem naæti konstantu, uqastvu¸wu¸ v formulirovke PredloßeniØ 2.2.

104 V. N. IVANOV

Predloßenie 2.3. Pust~ ν – proizvol~noe razbienie qisla m, to-

gda vypolneno ravenstvo

θ^{(m)} (ω_{2ν}) = 2^{l(ν)} √ 2m + 1 4^m . Dokazatel~stvo. Oboznaqim iskomu¸ konstantu qerez c, to est~

imeem ravenstvo

θ^{(m)} (ω_{2ν} ) = 2^{l(ν)}c.

Togda poluqaem sootnoxeniØ

⟨θ^{(m)} , θ^{(m)} ⟩ = |c|^2 ∑ ν⊢m |B_{2m}| z_{4ν} 4^{l(ν)} = |c|^2|B_{2m}|^2.

S drugoæ storony, iz sootnoxeniæ ortogonal~nosti dlØ matriqnyh fflementov i ravenstva (2.4) sledu¸t sootnoxeniØ

⟨θ^{(m)} , θ^{(m)} ⟩ = |S_{4m}| dim V^{(2m,2m)} = H_{(2m,2m)}. Pofftomu my moßem naæti |c|: |c| = H^{12}_{(2m,2m)} |B_{2m}| = (2m)! √ 2m + 1 4^m(2m)! = √ 2m + 1 4^m . Iz dokazatel~stva PredloßeniØ 2.2 sleduet, qto

θ^{(m)} (ω_{(2}m_)) ≠ 0.

Pofftomu c = |c| = √ 2m + 1 4^m . Predloßenie dokazano. �

§3. Harakteristiqeskoe otobraßenie Predvaritel~no dokaßem utverßdenie, dopolnØ¸wee Predpoloßenie 2.1. �to utverßdenie sleduet iz PredloßeniØ 2.2.

BISFERIQESKIE FUNKCII 105

Predloßenie 3.1. Pust~ ν – proizvol~noe razbienie qisla m;

esli vypolneno ravenstvo xω_{2ν}y = ω_{2ν}, x, y ∈ B_{2m}, to perestanovki x i y ØvlØ¸tsØ qetnymi.

Dokazatel~stvo. Otmetim, qto iz PredloßeniØ 2.2 sleduet, qto

θ^{(m)} (ω_{2ν}) ≠ 0.

S drugoæ storony, esli x, y ∈ B_{2m}, to vypolneno ravenstvo

θ^{(m)} (xω_{2ν}y) = sgn (y)θ^{(m)} (ω_{2ν}).

Sledovatel~no, perestanovka y ØvlØetsØ qetnoæ; togda i x takße qetnaØ perestanovka.

Predloßenie dokazano.

Oboznaqim qerez H_m podprostranstvo gruppovoæ algebry

C [S4m ], opredelØemoe sledu¸wim obrazom:

H_m = {f ∈ C [S_{4m} ]|x_1fx_2 = sgn (x_2)f, ∀x_1, x_2 ∈ B_{2m}}.

Opredelim dva proektora v algebre C [S_{4m} ] formulami:

e^+_m = 1 |B_{2m}| ∑ x∈B2_m x, e^−_m = 1 |B_{2m}| ∑ x∈B2_m sgn (x)x. DlØ proizvol~nogo razbieniØ ν qisla m opredelim fflement

D_ν podprostranstva H_m, “otveqa¸wiæ” za sootvetstvu¸wiæ

razbieni¸ ν dvoænoæ klass smeßnosti B_{2m}ω_{2ν}B_{2m}:

D_ν = e^+_mω_{2ν}e^−_m.

Predloßenie 3.2. a) Kofffficient pri perestanovke ω2ν v raz-

loßenii fflementa D_ν po fflementam gruppy S_{4m} raven z_{4ν} |B_{2m}|^2 ; b) Mnoßestvo {D_ν |ν ⊢ m}

106 V. N. IVANOV

ØvlØetsØ lineænym bazisom prostranstva H_m.

Dokazatel~stvo. a) Iz PredloßeniØ 3.1 sleduet, qto koffffi-

cient a_ν pri perestanovke ω_{2ν} v razloßenii fflementa D_ν raven qislu rexeniæ (x_1, x_2) uravneniØ

x_1ω_{2ν}x_2 = ω_{2ν}; x_1, x_2 ∈ B_{2m},

razdelennomu na qislo |B_{2m}|^2. Sledovatel~no, poluqaem ravenstva

a_ν = 1 |B_{2m}|^2 · |B_{2m} × B_{2m}| |B_{2m}ω_{2ν}B_{2m}| = z_{4ν} |B_{2m}|^2 . b) Sleduet iz dokazannogo v Predloßenii 2.1 i togo fakta, qto H_m = e^+_mC [S_{4m} ]e^−_m.

Predloßenie dokazano. �

Pust~ λ – proizvol~noe razbienie qisla m; opredelim fflement F_λ podprostranstva H formuloæ:

F_λ = H^{− 12}_{2λ∪2λ} ∑ g∈S4_m θ^λ(g)g. Otmetim, qto iz PredloßeniØ 3.2 a) sleduet ravenstvo

F_λ = |B_{2m}|^2H^{− 12}_{2λ∪2λ} ∑ ν⊢m θ^λ(ω_{2ν}) z_{4ν} D_ν . (3.1)

Meßdu prostranstvom funkciæ na proizvol~noæ koneqnoæ gruppe G i prostranstvom C [G] imeetsØ estestvennyæ izomorfizm: f → ∑ g∈G f(g)g. Rassmotrim sluqaæ, kogda G = S_{4m}. SkalØrnoe proizvedenie ⟨, ⟩, zadannoe formuloæ (2.5), opredelØet skalØrnoe proizvedenie na podprostranstve H_m ⊂ C [S_{4m} ].

Predloßenie 3.3. Pust~ λ i μ – proizvol~nye razbieniØ qisla

m, togda vypolneny sootnoxeniØ: a) ⟨D_λ, D_μ⟩ =^{z4λ}_{|B2m|2} δ_{λμ},

BISFERIQESKIE FUNKCII 107 b) ⟨F_λ, F_μ⟩ = δ_{λμ}. Dokazatel~stvo. a) Esli λ ≠ μ, to

B_{2m}ω_{2λ}B_{2m} ∩ B_{2m}ω_{2μ}B_{2m} = ?,

i sledovatel~no, ⟨D_λ, D_μ⟩ = 0. S drugoæ storony, iz PredloßeniØ 3.2 a) poluqaem ravenstva ⟨D_λ, D_λ⟩ = ∑ g∈B2_m ω2_λ B2_m z^2_{4λ} |B_{2m}|^4 = z_{4λ} |B_{2m}|^2 . b) Ravenstvo sleduet iz sootnoxeniæ ortogonal~nosti dlØ matriqnyh fflementov. �

Budem sqitat~, qto prostranstvo H_0 ravno C . Rassmotrim lineænoe prostranstvo H:

H = ⊕_n¿_0H_n.

Pust~ a ∈ H_i, b ∈ H_j, opredelim fflement a ∘ b prostranstva

C[S_{4(i+j)}], kak obraz pary (a, b) pri estestvennom vloßenii proiz-

vedeniØ C [S_{4i} ] × C [S_{4j} ] v prostranstvo C [S_{4(i+j)} ]. V fftoæ situacii opredelim umnoßenie ∗ formuloæ a ∗ b = e^+_{i+j} (a ∘ b)e^−_{i+j} . �lement a ∗ b prinadleßit podprostranstvu H_{i+j}. OperaciØ ∗ kommutativna i associativna. Krome togo, lineænoe prostranstvo H stanovitsØ graduirovannoæ algebroæ otnositel~no umnoßeniØ ∗.

Kak i ranee, dlØ proizvol~nyh dvuh razbieniæ

μ = (μ_1, μ_2, . . . , μ_{l(μ)} ), ν = (ν_1, ν_2, . . . , ν_{l(ν)})

oboznaqim qerez μ ∪ ν razbienie, poluqennoe uporØdoqeniem nabora qisel (μ_1, μ_2, . . . , μ_{l(μ)}, ν_1, ν_2, . . . , ν_{l(ν)}). Otmetim, qto vypolneno sootnoxenie D_μ ∗ D_λ = D_{μ∪λ}.

108 V. N. IVANOV dlØ proizvol~nyh razbieniæ μ i λ.

Oboznaqim qerez Λ algebru simmetriqeskih funkciæ, na kotoroæ vvedeno obyqnoe skalØrnoe proizvedenie

(p_λ, p_μ) = z_λδ_{λμ}. (3.2)

Teper~ my moßem opredelit~ harakteristiqeskoe otobraßenie. Rassmotrim otobraßenie

ch : H → Λ,

kotoroe na bazisnyh fflementah lineænogo prostranstva H zadano sledu¸weæ formuloæ:

ch (D_ν ) = 2^{l(ν)}p_ν. (3.3)

Predloßenie 3.4. a) Otobraßenie ch ØvlØetsØ izomorfizmom

graduirovannyh algebr,

b) Esli a, b ∈ H_m, to ⟨a, b⟩ = 1 |B_{2m}|^2 (ch (a), ch (b)).

Dokazatel~stvo. a) Pokaßem, qto umnoßenie ∗ v algebre H pri

otobraßenii ch perehodit v obyqnoe umnoßenie v simmetriqeskoæ algebre Λ. Dostatoqno proverit~ ffto na fflementah bazisa algebry H:

ch (D_μ ∗ D_ν ) = ch (D_{μ∪ν} ) = 2^{l(μ∪ν)}p_{μ∪ν} =

= 2^{l(μ)+l(ν)} p_μp_ν = ch (D_μ) · ch (D_ν ).

b) Proverim dokazyvaemoe ravenstvo na fflementah bazisa podprostranstva H_m ⊂ H.

Pust~ μ i ν – proizvol~nye razbieniØ qisla m, togda poluqaem cepoqku sootnoxeniæ 1 |B_{2m}|^2 (ch (D_μ), ch (D_ν )) = 1 |B_{2m}|^2 (2^{l(μ)} p_μ, 2^{l(ν)}p_ν ) = = 4^{l(μ)} z_μ |B_{2m}|^2 δ_{μν} = z_{4μ} |B_{2m}|^2 δ_{μν} = ⟨D_μ, D_ν ⟩. Pervoe ravenstvo sleduet iz sootnoxeniØ (3.3), vtoroe – iz ravenstva (3.2), tret~e – iz (1.1), qetvertoe – iz PredloßeniØ 3.3

a). �

BISFERIQESKIE FUNKCII 109 Pust~ λ – proizvol~noe razbienie qisla m, togda vvedem fflement K_λ simmetriqeskoæ algebry Λ formuloæ

K_λ = 1 |B_{2m}| ch (F_λ).

Otmetim, qto iz ravenstv (1.1), (3.1) i (3.3) sleduet sootnoxe- nie K_λ = |B_{2m}| √ H_{2λ∪2λ} ∑ ν⊢m θ^λ(ω_{2ν}) z_{2ν} p_ν (3.4)

Legko naæti funkci¸ K_λ, esli λ – odnostroqeqnoe razbienie.

Predloßenie 3.5. K(m) = hm, gde hm – m-aØ polnaØ simmetri-

qeskaØ funkciØ [2, I.2].

Dokazatel~stvo. V Predloßenii 2.3 dokazano, qto

θ^{(m)} (ω_{2ν}) = 2^{l(ν)} √ H_{(2m,2m)} |B_{2m}| . Pofftomu, ispol~zuØ ravenstva (1.1) i (3.4), poluqaem sootnoxe- niØ K_{(m)} = ∑ ν⊢m p_ν z_ν = h_m. Poslednee ravenstvo sleduet iz [2, gl.I, (2.14^′)]. Predloßenie dokazano. �

DlØ dvuh proizvol~nyh razbieniæ λ i μ budem pisat~, qto λ > μ, esli dlØ l¸bogo natural~nogo qisla k vypolneno neravenstvo k∑ i=1 λ_i > k∑ i=1 μ_i. Dokaßem vaßnye svoæstva, kotorye harakterizu¸t fflementy

K_λ simmetriqeskoæ algebry Λ.

Predloßenie 3.6. Pust~ λ i μ – proizvol~nye razbieniØ qisla

m, togda

1) (K_λ, K_μ) = δ_{λμ}, 2) esli (K_λ, h_μ) ≠ 0, to λ > μ.

110 V. N. IVANOV

3) (K_λ, p^m_1 ) > 0.

Dokazatel~stvo. 1) Iz Predloßeniæ 3.4 b) i 3.3 b) sleduet ce-

poqka ravenstv

(K_λ, K_μ) = 1 |B_{2m}|^2 (ch (F_λ), ch (F_μ)) = (F_λ, F_μ) = δ_{λμ}.

2) Pust~ μ = (μ_1, μ_2, . . . , μ_k); oboznaqim qerez π tenzornoe proizvedenie predstavleniæ: π = π^{(2μ1,2μ1)} ⊗ π^{(2μ1,2μ2)} ⊗ . . .⊗ π^{(2μk,2μk)}, a qerez V – prostranstvo V^{(2μ1,2μ1)} ⊗ V^{(2μ2,2μ2)} ⊗ . . . ⊗ V^{(2μk,2μk)}. Oboznaqim takße qerez G gruppu S_{4m}, a qerez H – ee podgruppu

S_{4μ1} × . . . S_{4μk} . Dalee v dokazatel~stve θ^{(n)} oboznaqaet ne tol~ko

funkci¸ na gruppe S_{4n}, no i sootvetstvu¸wiæ eæ fflement gruppovoæ algebry C [S_{4n} ].

Predpoloßim, qto

(K_λ, h_μ) ≠ 0,

togda, kak sledstvie ravenstva

ch (θ^{μ1} ∗ θ^{(μ2 )} ∗ . . . ∗ θ^{(μk )}) = h_μ,

my poluqaem, qto ⟨θ^{(μ1 )} ∗ θ^{(μ2 )} ∗ . . . ∗ θ^{(μk )}, θ^λ⟩ ≠ 0. Pokaßem, qto proizvedenie matriqnyh fflementov θ^{(μ1 )} ∗ θ^{(μ2)} ∗

. . . ∗ θ^{(μk )} ØvlØetsØ matriqnym fflementom inducirovannogo pred-

stavleniØ

ρ = Ind^G_H π.

Rassmotrim realizaci¸ fftogo inducirovannogo predstavleniØ ρ v prostranstve L funkciæ na G so znaqeniØmi v V , udovletvorØ¸wih uslovi¸ F (hg) = π(h)F (g), ∀F ∈ L, ∀h ∈ H, ∀g ∈ G. Deæstvie fflementov gruppy G v prostranstve L opredeleno sledu¸wim ravenstvom: (ρ(g)F )(a) = F (ag), ∀a, g ∈ G, ∀F ∈ L.

BISFERIQESKIE FUNKCII 111 Pust~ ξ_i, η_i – ffto B_{2μi} -antiinvariant i B_{2μi} – invariant sootvetstvenno predstavleniØ π^{(2μi,2μi)}. Vvedem vektory ξ i η ravenstvami

ξ = ξ_1 ⊗ ξ_2 ⊗ . . . ⊗ ξ_k,

η = η_1 ⊗ η_2 ⊗ . . . ⊗ η_k.

Zadadim funkci¸ F_ξ iz prostranstva L sootnoxeniem

F_ξ(g) = { π(g)ξ, esli g ∈ H, 0, esli g ∉ H. Analogiqno zadadim funkci¸ F_η:

F_η(g) = { π(g)η, esli g ∈ H, 0, esli g ∉ H. V prostranstve L vvedeno skalØrnoe proizvedenie, svØzannoe so skalØrnym proizvedeniem v V :

(F_1, F_2) = ∑ g∈G (F_1(g), F_2(g)).

Matriqnyæ fflement predstavleniØ ρ, svØzannyæ s vektorami F_ξ i F_η, proporcionalen funkcii

θ^{(μ1 )} ∘ θ^{(μ2 )} ∘ . . . ∘ θ^{(μk )}.

Pofftomu proizvedenie

θ^{(μ1 )} ∗ θ^{(μ2 )} ∗ . . . ∗ θ^{(μk )}

proporcional~no matriqnomu fflementu predstavleniØ ρ, svØzannomu s fflementami prostranstva L: vektorom e^−_mF_ξ i vektorom

e^+_mF_η. Takim obrazom, funkciØ θ^{(μ1 )} ∗ . . . ∗ θ^{(μk )} ØvlØetsØ matriq-

nym fflementom inducirovannogo predstavleniØ ρ.

Rassmotrim teper~ razloßenie predstavleniØ ρ na neprivodimye predstavleniØ gruppy S_{4m}: ρ = ⊕_{ν⊢4m}a_νπ^ν , gde a_ν – sut~ nekotorye kratnosti. Togda, soglasno obwemu utverßdeni¸ iz [2, gl.I, §7] dlØ teh ße konstant a_ν imeet mesto toßdestvo dlØ funkciæ Xura k∏ i=1 s_{(2μi,2μi)} = ∑ ν⊢4m a_μs_ν .

112 V. N. IVANOV V silu naxego predpoloßeniØ iz sootnoxeniæ ortogonal~nosti dlØ matriqnyh fflementov sleduet, qto a_{2λ∪2λ} ≠ 0. Pokaßem, qto iz fftogo sleduet, qto λ > μ. DlØ fftogo dokaßem snaqala bolee obwee utverßdenie.

Lemma 3.7. Pust~ μ i ν – proizvol~nye razbieniØ, rassmotrim

razloßenie proizvedeniØ sootvetstvu¸wih funkciæ Xura:

s_μ · s_ν = ∑ λ c^λ_{μν} s_λ, gde c^λ_{μν} – nekotorye konstanty (kofffficienty Littlvuda–Riqardsona). Esli c^λ_{μν} ≠ 0, to λ > μ ∪ ν.

Dokazatel~stvo. Iz formuly Pieri [2, gl.I, (5.16)], poluqaem,

qto utverßdenie lemmy vypolneno, kogda ν – odnostroqeqnoe razbienie, to est~ kogda ν = (r) dlØ nekotorogo natural~nogo qisla r i s_ν = h_r; v fftom sluqae

s_μ · h_r = ∑ λ¿μ∪(r) c^λ_{μ(r)} s_λ. Sledovatel~no, dlØ proizvol~nogo razbieniØ ν

s_μ · h_ν = ∑ η¿μ∪ν^b η μν s_η , (3.5)

s nekotorymi konstantami b^η_{μν} . S drugoæ storony iz [2, gl.I, (6.6) (i)] sleduet, qto

s_ν = ∑ η¿ν^{Mνηhη,} (3.6)

dlØ nekotoryh konstant M_{νη}.

Iz ravenstv (3.5) i (3.6) sleduet utverßdenie lemmy. �

Prodolßenie dokazatel~stva PredloßeniØ 3.6. Iz doka-

zannoæ lemmy sleduet, qto esli vo vvedennyh v dokazatel~stve PredloßeniØ 3.6 oboznaqeniØh vypolneno a_{2λ∪2λ} ≠ 0, to poluqaem neravenstvo 2λ ∪ 2λ > 2μ ∪ 2μ,

BISFERIQESKIE FUNKCII 113 i sledovatel~no λ > μ. Utverßdenie 2) PredloßeniØ 3.6 dokazano.

3) S pomow~¸ ravenstv (1.1), (3.2) i (3.4) poluqaem sootnoxenie

(K_λ, p^m_1 ) = |B_{2m}| 2^m

H^{− 12}_{2λ∪2λ}θ^λ(ω_{(2}m_)) > 0.

Poslednee neravenstvo sleduet iz vybora B_{2m}-antiinvarianta i B_{2m}-invarianta (neravenstvo (2.3)).

Predloßenie dokazano. � Teper~ pokaßem, qto iz PredloßeniØ 3.6 sleduet, qto fflementy K_λ simmetriqeskoæ algebry sovpada¸t s funkciØmi Xura.

Predloßenie 3.8. Pust~ λ – proizvol~noe razbienie qisla m, to-

gda vypolneno ravenstvo

K_λ = s_λ.

Dokazatel~stvo. Iz svoæstv 1) i 2) PredloßeniØ 3.6 sleduet,

qto funkcii K_λ poluqa¸tsØ processom ortogonalizacii iz bazisa simmetriqeskoæ algebry Λ, sostoØwego iz monomial~nyh funkciæ {m_μ|μ ⊢ m}. Pofftomu K_λ = e^{iφ}s_λ dlØ nekotorogo deæstvitel~nogo φ.

SravnivaØ svoæstvo 3) PredloßeniØ 3.6 s neravenstvom

(s_λ, p^m_1 ) > 0

(sm. [2, gl.I, (7.7)], my poluqaem utverßdenie predloßeniØ

K_λ = s_λ.

Predloßenie dokazano. �

Teper~ my moßem dokazat~ osnovnoæ rezul~tat fftoæ raboty. My vyrazim znaqeniØ bisferiqeskih funkciæ qerez haraktery neprivodimyh predstavleniæ. Kak otmeqalos~ ranee, iz ravenstva (1.2) sleduet, qto dlØ togo, qtoby znat~ znaqeniØ bisferiqeskoæ funkcii θ^λ na gruppe S_{4m}, dostatoqno znat~ znaqeniØ vida θ^λ(ω_{2ν}), ν ⊢ m.

114 V. N. IVANOV

Teorema 3.9. Pust~ λ i ν – proizvol~nye razbieniØ qisla m. Obo-

znaqim qerez χ^λ_ν znaqenie haraktera neprivodimogo predstavleniØ π^λ gruppy S_m na fflemente ciklovogo tipa ν. Togda vypolneno ravenstvo

θ^λ(ω_{2ν}) =

2^{l(ν)} √ H_{2λ∪2λ} |B_{2m}| χ^λ_ν . Dokazatel~stvo. Iz ravenstv (3.2), (3.4) i PredloßeniØ 3.8

sleduet sootnoxenie

θ^λ(ω_{2ν} ) = (s_λ, p_ν) √ H_{2λ∪2λ} |B_{2m}| 2^{l(ν)}.

Zatem ispol~zuem ravenstvo

(s_λ, p_ν) = χ^λ_ν .

([2, gl.I, (7.7)]. Teorema dokazana. �

Literatura

1. R. Howe, Perspectives on invariant theory: Schur duality, multiplicity – free actions and beyond. The Schur Lectures (1992), Israel Mathematical Conference Proceedings. Vol. 8, 1995, pp. 1–182.

2. I. G. Macdonald, Symmetric Functions and Hall Polynomials, 2nd edition. Oxford Univ. Press, 1995.

3. A. Okounkov and G. Olshanski, Shited Schur functions II. Binomial formula for characters of classical groups and applications. to appear in A. A. Kirillov Seminar on Representation Theory, Amer. Math. Soc. Translations.

4. J. R. Stembridge, On Schur’s Q-functions and the primitive idempotents of a commutative Hecke algebra. — J. Algb. Combinatorics 1 (1992), 71–95.

Ivanov V. N. Bi-spherical functions on the symmetric group associated to hyperoctahedral subgroup.

We consider an arbitrary irreducible representation of a symmetric group S_{4m} that has both a B_{2m}-invariant vector and a B_{2m}-antiinvariant vector, where B_{2m} is a hyperoctahedral subgroup of S_{4m}. The main result is an expression for a matrix element corresponding to these two vectors in terms of an irreducible character of the symmetric group S_m.

Postupilo 14 noØbrØ 1996 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: vivanov@sch57.mcn.msk.su