Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

S. V. Kerov

RASSTANOVKI LADE` NA DIAGRAMMAH ıNGA I MATRIQNYE INTEGRALY

1. Vvedenie. Rassmotrim matriqnyæ integral C(n, N ) = ∫ H_N tr Z^{2n} μ_N (dZ), (1.1)

vzØtyæ po prostranstvu H_N vseh ffrmitovyh matric razmera N × N . My oboznaqaem qerez z_{jk} = x_{jk} + iy_{jk} matriqnye fflementy matricy Z = (z_{jk}) ∈ H_N i qerez μ_N gaussovsku¸ meru

μ_N (dZ) = ∏ 16j<k6N 1 π e^{−|zjk|2} dx_{jk} dy_{jk} N∏ k=1 1 √ 2π e^{−x2kk/2}dx_{kk}. (1.2) na prostranstve H_N . Izvestno, qto qislo C(n, N ) vsegda celoe i poloßitel~noe.

Faktiqeski integral (1.1) ØvlØetsØ celym poloßitel~nym qislom i byl podsqitan v [2] dvumØ razliqnymi sposobami. Pervoe vyqislenie privodit k formule C(n, N ) = ∑ 06g6n/2 ε_g(n)N^{n+1−2g} (1.3)

gde ε_g (n) oboznaqaet qislo sposobov poluqit~ orientiruemu¸ poverhnost~ roda g posredstvom poparnogo otoßdestvleniØ storon 2n-ugol~nika. Udaqnoe izloßenie fftogo vyqisleniØ, osnovannoe na formule Vika, moßno naæti v [7].

Vtoroe vyqislenie v rabote [2], osnovannoe na manipulØciØh s proizvodØwimi funkciØmi, privodit k formule

C(n, N ) = (2n − 1)!! n∑ k=0 ( N k + 1 ) ( n k ) 2^k. (1.4)

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 96-01-00676 Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ i INTAS-94-3420. 136

RASSTANOVKI LADE` I MATRIQNYE INTEGRALY 137 V fftoæ zametke my daem prostu¸ kombinatornu¸ interpretaci¸ qisel C(n, N ) v terminah konfiguraciæ ladeæ na doskah Ferre ili, inaqe, v terminah invol¸ciæ special~nogo vida. V naxem podhode moßno razliqit~ dve sostavnye qasti: (1) ØvnaØ formula dlØ odnoqastiqnyh korrelØcionnyh funkciæ gaussovskogo unitarnogo ansamblØ (t.e. ansamblØ sobstvennyh qisel dlØ matric Z ∈ H_N , vybiraemyh v sootvetstvii s raspredeleniem (1.2)) i (2) kombinatornaØ teoriØ ortogonal~nyh polinomov, razrabotannaØ Flaßole i V~enno.

Plan zametki sledu¸wiæ. V razdele 2 privedeny neobhodimye opredeleniØ i formulirovki teorem. V p. 3 napomina¸tsØ izvestnye svedeniØ o korrelØcionnyh funkciØh matriqnyh integralov. Dokazatel~stva teorem 1, 2 dany v pp. 4 i 5 sootvetstvenno. Nakonec, v zakl¸qitel~nom razdele 6 poluqeno veroØtnostnoe obobwenie, privodØwee k drugomu dokazatel~stvu teoremy 2.

2. Rasstanovki ladeæ. Oboznaqim qerez Y (n) mnoßestvo dia-

gramm ınga^1 ν = (ν_1, ν_2, . . . , ν_n) s n strokami dliny ne prevoshodØweæ n, 0 6 ν_n 6 . . . 6 ν_1 6 n. Esli zadana diagramma ν ∈ Y (n) i neotricatel~noe celoe s, my oboznaqaem qerez

ν[s] = (ν_1 + s, ν_2 + s, . . . , ν_n + s) (2.1)

diagrammu ınga, poluqennu¸ iz ν putem uveliqeniØ vseh ee strok na veliqinu s (ili, qto ffkvivalentno, posredstvom dobavleniØ s novyh stolbcov dliny n). Pust~ Y (n, s) = {ν[s] : ν ∈

Y (n)} oboznaqaet mnoßestvo takih diagramm.

Opredelenie 1. Podmnoßestvo c ⊂ μ diagrammy ınga μ na-

zyvaetsØ konfiguracieæ ladeæ na doske μ, esli kaßdaØ stroka i kaßdyæ stolbec diagrammy μ soderßit ne bolee odnogo fflementa (lad~i) iz c.

Pust~ RC_k(μ) oboznaqaet mnoßestvo vseh konfiguraciæ k = |c| ladeæ na doske μ. My takße budem pisat~ RC(n, s) = {(μ, c) : μ ∈ Y (n, s), c ∈ RC_n(μ)} (2.2) 1My ne delaem raznicy meßdu diagrammami ınga i diagrammami Ferre.

138 S. V. KEROV dlØ oboznaqeniØ mnoßestva par (μ, c), gde c – konfiguraciØ n ladeæ na doske μ ∈ Y (n, s) i RC^∗(n, N ) = N−1⋃ s=0 RC(n, s) (2.3) dlØ oboznaqeniØ nesvØznogo ob¨edineniØ mnoßestv RC(n, s). Po opredeleni¸, RC^∗(n, N ) predstavlØet soboæ mnoßestvo troek

(s, μ, c), gde s = 0, 1, . . . , N − 1 – qislo, μ = ν[s] ∈ Y (n, s) – dia-

gramma ınga, dlØ kotoroæ s 6 μ_n 6 . . . 6 μ_1 6 n + s, i c ∈ RC_n(μ) zadaet konfiguraci¸ n ladeæ na diagramme μ.

Posle fftih opredeleniæ my gotovy predstavit~ osnovnye rezul~taty zametki.

Teorema 1. Integral (1.1) raven qislu fflementov mnoßestva RC^∗(n, N ), C(n, N ) = N−1∑ s=0 |RC(n, s)|. (2.4) Teorema 2. Qislo fflementov mnoßestva RC(n, s) ravno |RC(n, s)| = (2n − 1)!! n∑ k=0 ( s k )( n k ) 2^k. (2.5)

My dokaßem ffti teoremy v razdelah 4, 5. Seæqas my lix~ ubedimsØ, qto uravnenie Harera – Zagira (1.4) ØvlØetsØ neposredstvennym sledstviem fftih teorem.

Deæstvitel~no, vospol~zuemsØ simvolom (s)_k = s(s − 1) . . . (s −

k + 1) dlØ oboznaqeniØ ubyva¸wih faktorial~nyh stepeneæ. Po-

skol~ku (s + 1)_{k+1} − (s)_{k+1} = (k + 1) (s)_k, my zakl¸qaem, qto N−1∑ s=0 ( s k ) = ( N k + 1 ) , tak qto formula (1.4) vytekaet iz (2.4) i (2.5).

3. KorrelØcionnaØ funkciØ.

Esli matrica Z ∈ H_N vybiraetsØ sluqaæno, v sootvetstvii s raspredeleniem (1.2), to ee sobstvennye qisla x_1, x_2, . . . , x_N

RASSTANOVKI LADE` I MATRIQNYE INTEGRALY 139 raspredeleny s plotnost~¸

P_N (x_1, x_2, . . . , x_N ) = ∏ 16j<k6N^{(xj − xk)} 2 N∏ k=1 1 k! √ 2π e^{−x2k/2}, (3.1) tak qto moßno zapisat~ (sm. [2], §4) C(n, N ) = ∞∫ −∞ . . . ∞∫ −∞ N∑ k=1 x^{2n}_k P_N (x_1, . . . , x_N ) dx_1 . . . dx_N . (3.2)

SleduØ [3], my vvodim odnoqastiqnu¸ korrelØcionnu¸ funkci¸ posredstvom uravneniØ

σ_N (x) = N ∞∫ −∞ . . . ∞∫ −∞ P_N (x, x_2, . . . , x_N ) dx_2 . . . dx_N . (3.3)

Po opredeleni¸,^1_N σ_N (x) dx est~ veroØtnost~ naæti sobstvennoe znaqenie sluqaænoæ matricy Z ∈ H_N v intervale (x, x + dx). Poskol~ku plotnost~ (3.1) zavisit ot svoih argumentov simmetriqno, iz formuly (3.2) sleduet, qto C(n, N ) = ∞∫ −∞ x^{2n} σ_N (x) dx (3.4)

est~ moment mery σ_N (x) dx.

Sledu¸wiæ fakt horoxo izvesten (sm. [3], str. 74 – 76). DlØ udobstva qitatelØ my vosproizvedem i nabrosok dokazatel~stva.

Predloßenie 1 ([3]). KorrelØcionnu¸ funkci¸ (3.3) moßno za-

pisat~ v vide

σ_N (x) = N−1∑ s=0 D^2_s (x), (3.5)

gde D_s(x) = (2π)^{−1/4}(s!)^{−1/2}e^{−x2/4}H_s(x) – funkciØ paraboliqeskogo cilindra, a H_s(x) – privedennyæ polinom �rmita stepeni s.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim Ødro K(x, y) =^{∑N−1}_{s=0} Ds(x) Ds(y) i

matricu Φ = ( D_{i−1}(x_j ) )_N i,j=1. Moßno legko ubedit~sØ, qto

det Φ = (2π)^{−N/4} N−1∏ i=0 (i!)^{−1/2} N∏ j=1 e^{−x2j /4} ∏ i<j (x_j − x_i).

140 S. V. KEROV Poskol~ku ( K(x_i, x_j) )_N i,j=1 = Φ T Φ, poluqaem vyraßenie dlØ plotnosti (3.1) v vide opredelitelØ:

P_N (x_1, . . . , x_N ) = 1 N ! det ( K(x_i, x_j) )_N i,j=1 (3.6)

Iz sootnoxeniæ ortogonal~nosti ∫ D_i(x)D_j(x) dx = δ_{ij} dlØ

funkciæ D_s(x) sleduet, qto ∞∫ −∞ K(x, y)K(y, z) dy = K(x, z); ∞∫ −∞ K(x, x) dx = N. (3.7) Iz (3.7) moßno vyvesti, qto dlØ kaßdogo celogo poloßitel~nogo n ∞∫ −∞ det ( K(x_i, x_j) )_n i,j=1 dxn = (N − n + 1) det ( K(x_i, x_j) )_{n−1} i,j=1. Iz fftoæ formuly i uravneniØ (3.6) i vytekaet predloßenie. •

4. Dokazatel~stvo teoremy 1. Iz formuly (3.5) sleduet, qto

momenty korrelØcionnoæ funkcii (3.3) moßno zapisat~ v vide C(n, N ) = N−1∑ s=0 M_n(s), (4.1) gde M_n(s) = 1 s! √ 2π ∞∫ −∞ x^{2n} H^2_s (x) e^{−x2/2} dx. (4.2)

Lemma 1. Integral (4.2) sovpadaet s qislom toqek mnoßestva RC(n, s), M_n(s) = |RC(n, s)|. (4.3) Dokazatel~stvo. Napomnim odin iz rezul~tatov kombinatornoæ

teorii ortogonal~nyh mnogoqlenov Flaßole – V~enno, kotorym my sobiraemsØ vospol~zovat~sØ (sm. [2, 5]).

Pust~ P_0(x) = 1, P_1(x) = x, . . . – semeæstvo privedennyh polinomov, ortogonal~nyh po otnoxeni¸ k mere M i udovletvorØ¸- wih rekurrentnym sootnoxeniØm

P_{n+1}(x) = x P_n(x) − λ_n P_{n−1}(x); n = 1, 2, . . . .

RASSTANOVKI LADE` I MATRIQNYE INTEGRALY 141 V sootvetstvii s predloßeniem 17 iz [5], ∞∫ −∞ x^{2n}P^2_s (x) M (dx) = λ_1λ_2 . . . λ_s ∑ ω V (ω), (4.4)

gde ω v pravoæ qasti probegaet mnoßestvo L(n, s) vseh lomanyh dliny 2n s koncami na urovne s v celoqislennoæ verhneæ poluploskosti. Ves V (ω) lomanoæ ω opredelØetsØ kak proizvedenie

V (ω) = λ_{k1} λ_{k2} . . . λ_{kn} , vzØtoe po vsem n nishodØwim zven~Øm loma-

noæ. Qisla k_1, k_2, . . . , k_n ukazyva¸t naqal~nye urovni dlØ fftih zven~ev. Oqevidno, qto mnoßestvo L(n, s) moßno otoßdestvit~ s mnoßestvom Y (n, s) diagramm ınga (sm. ris. 1). NishodØwie zven~Ø lomanoæ ω sootvetstvu¸t koncam strok associirovannoæ diagrammy ınga μ ∈ Y (n, s), a naqal~nyæ uroven~ zvena v konce k-oæ stroki raven s + μ_k − n + k. Poskol~ku my budem ispol~zovat~ diagrammy ınga vmesto lomanyh, uslovimsØ pisat~ V (μ) vmesto V (ω).

Ris. 1. Otoßdestvlenie lomanyh i diagramm ınga.

My namerevaemsØ primenit~ uravnenie (4.4) k polinomam �rmita P_s(x) = H_s(x), tak qto λ_s = s dlØ vseh s = 0, 1, 2, . . .. Sledovatel~no,

V (μ) = n∏ k=1 (s + μ_k − n + k). (4.5)

142 S. V. KEROV Zametim, qto λ_0 = 0, tak qto V (ω) = 0 vo vseh sluqaØh, kogda lomanaØ ω zahodit v nißn¸¸ poluploskost~. Takim obrazom, summu v formule (4.4) moßno brat~ po vsem diagrammam ınga ν[s], ν ∈ Y (n). Oqevidno (sr. [4], teorema 2.4.1), qto vyraßenie (4.5) moßno interpretirovat~ kak qislo V (ν[s]) = |RC_n(ν[s])| konfiguraciæ n ladeæ na doske ν[s] = (ν_1 + s, ν_2 + s, . . . , ν_n + s), gde ν ∈ Y (n). Poskol~ku v toßdestve (4.4) λ_1λ_2 . . . λ_s = s!, lemma 1 dokazana. •

Teorema 1 neposredstvenno vytekaet iz formul (4.1) i (4.3).

5. Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ RCk(n, s) oboznaqet mno-

ßestvo par (μ, c) ∈ RC(n, s), takih qto pervye s stolbcov diagrammy μ = ν[s] soderßat v toqnosti k ladeæ. My dokaßem, qto |RC_k(n, s)| = (2n − 1)!! ( s k )( n k ) 2^k. (5.1)

S fftoæ cel~¸ my snaqala vvodim mnoßestvo qastiqnyh invol¸ciæ I_k(n, s) i dokazyvaem, qto qislo ego fflementov |I_k(n, s)| sovpadaet s pravoæ qast~¸ (5.1). Zatem my ustanavlivaem biekci¸ meßdu mnoßestvami RC_k(n, s) i I_k(n, s).

Opredelenie 2. Pust~ [s, 2n] oboznaqaet vpolne uporØdoqen-

noe mnoßestvo iz s + 2n toqek. My razliqaem pervye s otricatel~nyh toqek i ostavxiesØ 2n poloßitel~nyh toqek. Nazovem dugoæ l¸bu¸ neuporØdoqennu¸ paru toqek (verxin) mnoßestva [s, 2n]. Mnoßestvo A, sostoØwee iz n dug, poparno ne ime¸wih ob-

wih koncov, uslovimsØ nazyvat~ qastiqnoæ invol¸cieæ, esli kaßdaØ duga fftogo mnoßestva imeet hotØ by odnu poloßitel~nu¸ verxinu. Oboznaqim qerez I_k(n, s) mnoßestvo takih qastiqnyh invol¸ciæ, u kotoryh v toqnosti k dug soderßat otricatel~- nye verxiny.

Ris. 2. BiekciØ meßdu mnoßestvami RCk(n, s) i Ik(n, s).

RASSTANOVKI LADE` I MATRIQNYE INTEGRALY 143

Lemma 2. Qislo qastiqnyh invol¸ciæ vo mnoßestve Ik(n, s)

ravno |I_k(n, s)| = (2n − 1)!! ( s k )( n k ) 2^k.

Dokazatel~stvo. DlØ togo qtoby vybrat~ odnu iz qastiqnyh

invol¸ciæ A ∈ I_k(n, s), neobhodimo sledu¸wee:

(1) vybrat~ podmnoßestvo iz k otricatel~nyh verxin (iz obwego qisla s) dlØ levyh koncov k dug v A;

(2) naæti posledovatel~nost~ dliny k iz 2n poloßitel~nyh verxin, sootvetstvu¸wih dugam s otricatel~nymi verxinami;

(3) vybrat~ podmnoßestvo iz k poloßitel~nyh verxin, kotorye ne prinadleßat ni odnoæ iz dug invol¸cii A;

(4) soedinit~ poparno osta¸wiesØ 2n − 2k poloßitel~nyh toqek.

Oqevidno, qto obwee qislo variantov pri vseh fftih vyborah ravno |I_k(n, s)| = ( s k ) 2n(2n − 1) . . . (2n − k + 1) ( 2n − k k ) (2n − 2k − 1)!! =

= (2n − 1)!! ( s k )( n k ) 2^k,

i lemma 2 dokazana. •

Lemma 3. ImeetsØ estestvennaØ biekciØ meßdu mnoßestvom

qastiqnyh invol¸ciæ I_k(n, s) i mnoßestvom ladeænyh konfigura- ciæ RC_k(n, s). Dokazatel~stvo. Rassmotrim konfiguraci¸ c iz k ladeæ na

doske ν[s], gde ν ∈ Y (n). Zametim, qto lomanaØ, ograniqiva¸waØ diagrammu ν[s] sverhu, sostoit iz s+2n zven~ev (sm. ris. 2). Oboznaqim mnoßestvo fftih zven~ev qerez [s, 2n] i obratim vnimanie na to obstoØtel~stvo, qto ffto mnoßestvo vpolne uporØdoqeno. Ego pervye s zven~ev, kotorye my ob¨ØvlØem “otricatel~nymi”, ØvlØ¸tsØ iskl¸qitel~no voshodØwimi.

KaßdaØ lad~Ø konfiguracii c zadaet kr¸k v diagramme ınga, koncy kotorogo soedinØ¸t odno iz voshodØwih zven~ev graniqnoæ lomanoæ s odnim iz ee nishodØwih zven~ev. Takim obrazom, kaßdaØ lad~Ø opredelØet dugu na mnoßestve [s, 2n]. Poskol~ku

144 S. V. KEROV razliqnye lad~i prinadleßat razliqnym stroqkam i stolbcam, koncy fftih dug poparno ne pereseka¸tsØ. Otricatel~nye zven~Ø ØvlØ¸tsØ voshodØximi i pofftomu ne mogut slußit~ pravymi koncami dug. V rezul~tate my poluqaem qastiqnu¸ invol¸ci¸

A = F (ν[s], c) na mnoßestve [s, 2n].

Obratno, esli zadana qastiqnaØ invol¸ciØ A ∈ I_k(n, s) na mnoßestve [s, 2n], zadadim diagrammu ınga μ i ladeænu¸ konfiguraci¸ c ∈ RC_n(μ) sledu¸wim obrazom. Esli toqka j ∈ [s, 2n] slußit pravym koncom (po otnoxeni¸ k polnomu uporØdoqeni¸ mnoßestva [s, 2n]) nekotoroæ dugi iz A, my ob¨ØvlØem sootvetstvu¸wee zveno nishodØwim; v protivnom sluqae, t.e. esli toqka ØvlØetsØ levym koncom dugi ili esli ona voobwe ne prinadleßit nikakoæ duge, my ob¨ØvlØem sootvetstvu¸wee zveno voshodØwim. PoluqennaØ takim obrazom diagramma μ imeet vid

μ = ν[s] dlØ nekotoroæ diagrammy ınga ν ∈ Y (n). Razmestim la-

d~i na doske μ takim obrazom, qtoby ih kr¸ki sootvetstvovali dugam invol¸cii A. My oboznaqaem qerez (μ, c) = G(A) sootvetstvu¸wu¸ paru iz mnoßestva RC_k(n, s).

Legko videt~, qto otobraßeniØ F : RC_k(n, s) → I_k(n, s) i

G : I_k(n, s) → RC_k(n, s), postroennye vyxe, ØvlØ¸tsØ vzaimno

obratnymi biekciØmi (sm. ris. 2). •

6. VeroØtnostnaØ zadaqa. V fftom zakl¸qitel~nom razdele za-

metki my obsudim fflementarnu¸ veroØtnostnu¸ zadaqu, interpretiru¸wu¸ i obobwa¸wu¸ formulu (5.1). Otmetim preßde vsego, qto fftu formulu moßno perepisat~ neskol~ko inaqe: |RC_k(n, s)| = (2n − 1)!! ( s k )( n k ) 2^k = 1 2^{n−k} ( 2n n ) (n − k)! ( n k )_2

(s)_k ,

gde (s)_m = s(s − 1) . . . (s − m + 1) – ubyva¸waØ faktorial~naØ stepen~. Oboznaqim qerez ~RC_k(n) mnoßestvo par (ν, c), gde ν – diagramma ınga v prØmougol~nike Π = (n^n) i c ⊂ ν – konfiguraciØ iz k ladeæ na diagramme ν. Poskol~ku qislo (s)_k ravno qislu rasstanovok k ladeæ v prØmougol~nike iz k strok dliny s, poluqaem (posle zameny k na n − k), qto |~RC_k(n)| = 1 2^k ( 2n n ) k! ( n k )_2

. (6.1)

Zametim teper~, qto mnoßitel~ (_{2n} n ) = |Y (n)| est~ qislo vseh

diagramm ınga v kvadrate Π = (n^n), a k! (_n k )_2

= |Ω_k(n)| moßno

RASSTANOVKI LADE` I MATRIQNYE INTEGRALY 145 ponimat~ kak qislo fflementov vo mnoßestve Ω_k(n) vseh rasstanovok k ladeæ v kvadrate Π. Takim obrazom, esli my vybiraem nezavisimo diagrammu ınga ν ⊂ Π i konfiguraci¸ iz k ladeæ v Π, to veroØtnost~ sluqaænogo popadaniØ vseh ladeæ vnutr~ diagrammy ν ravna |~RC_k(n)| |Y (n)| |Ω_k(n)| = 1 2^k

. (6.2)

�to utverßdenie, po suwestvu, ffkvivalentno formule (5.1), iz kotoroæ my vyvodili vyxe teoremu 2. Ono obobwaetsØ sledu¸wim obrazom.

Predloßenie 2. Oboznaqim qerez r(ν, c) = |c ∩ ν| qislo ladeæ v

konfiguracii c ∈ Ω_k(n), popavxih vnutr~ diagrammy ınga ν ⊂ Π, i budem sqitat~, qto ν i c nezavisimy i ravnoveroØtny. Togda Prob{(ν, c) ∈ Y (n) × Ω_k(n) : r(ν, c) = j} = ( k j ) 1 2^k

(6.3)

pri vseh j = 0, 1, . . . , k, t.e. sluqaænaØ veliqina r imeet binomial~noe raspredelenie s veroØtnost~¸ uspeha 1/2.

Oznakomivxis~ s rezul~tatami nastoØweæ stat~i, S. V. Fomin soobwil avtoru, qto formula (6.2) sostavlØet soderßanie lemmy 3.8.6 v rabote [8]. Bolee togo, legko videt~, qto izØwnoe rassußdenie, dannoe v [8], dokazyvaet i bolee obwee predloßenie 2.

Literatura

1. P. Flajolet, Combinatorial aspects of continued fractions. — Discrete Math. 32 (1980), 125–161.

2. J. Harer and D. Zagier, The Euler characteristic of the moduli space of curves.

— Invent. math. 85 (1986), 457–485.

3. M. L. Mehta, Random matrices and the statistical theory of energy levels. NY and London, Academic Press, 1967.

4. R. Stenli, Pereqislitel~naØ kombinatorika. t. 1, Moskva, Mir, 1990.

5. G. Viennot, Une theorie combinatoire des polynomes orthogonaux generaux. — Notes de conférences données au Département de mathématiques et d’informatique, Montréal, Québec (1983).

6. D. Zagier, On the distribution of the number of cycles of elements in symmetric groups. — Preprint (1994), 1–6.

7. A. Zvonkin, Matrix Integrals and Map Enumeration: An Accessible Introduction.

— To appear in: Computers and Math. with Applications: Mathematical and Computer Modelling (Special issue “Combinatorics and Physics”) (1995).

146 S. V. KEROV

8. S. Fomin, Schensted algorithms for dual graded graphs. — J. Algebraic Combinatorics 4 (1995), 5–45.

Kerov S. V. Rooks on Ferrers boards and matrix integrals. Let C(n, N ) = ∫ H_N tr Z

2n μ(dZ) denote a matrix integral by a U (N )- invariant gaussian measure μ on the space H_N of hermitian N × N matrices. The integral is known to be always a positive integer. We derive a simple combinatorial interpretation of this integral in terms of rook configurations on Ferrers boards. The formula

C(n, N ) = (2n − 1)!! n∑ k=0 ( N k + 1 ) ( n k ) 2^k

found by J. Harer and D. Zagier follows from our interpretation immediately.

Postupilo 30 oktØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: kerov@pdmi.ras.ru