Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

Tat~Øna Nagnibeda OB OCENKE SVERHU SPEKTRAL^NOGO RADIUSA SLUQA`NOGO BLUȷDANI˚ NA GRUPPAH POVERHNOSTE`

1. Vvedenie

Cel~¸ fftoæ raboty ØvlØetsØ opisanie metoda, pozvolØ¸wego ocenivat~ sverhu spektral~nyæ radius sluqaænogo blußdaniØ na beskoneqnom, lokal~no koneqnom grafe s koneqnym qislom konusnyh tipov. Ocenki poluqa¸tsØ v vide vewestvennyh poloßitel~nyh rexeniæ koneqnyh sistem algebraiqeskih uravneniæ. Metod primenØetsØ k grafam Kffli fundamental~nyh grupp orientiruemyh poverhnosteæ roda g, g ≥ 2

G_g = ⟨a_1, ..., a_g, b_1, ..., b_g | a_1b_1a^{−1}_1 b^{−1}_1 ...a_gb_ga^{−1}_g b^{−1}_g = 1⟩.

Nax metod pozvolØet uluqxit~ vse izvestnye k nastoØwemu momentu qislennye ocenki spektral~nogo radiusa na gruppah S_g pri malyh g; my imeem

ρ_2 < 0.662816;

ρ_3 < 0.552792.

Rassmotrim beskoneqnyæ, lokal~no koneqnyæ svØznyæ graf

Γ = (V (Γ), E(Γ)). Sluqaænoe blußdanie na Γ zadaetsØ stohasti-

qeskoæ matriceæ ( p(x, y) ) x,y∈V (Γ), nazyvaemoæ matriceæ perehod-

nyh veroØtnosteæ. Sluqaænoe blußdanie nazyvaetsØ prostym, esli matrica perehodnyh veroØtnosteæ imeet vid p(x, y) = { 1/d(x), esli y ∼ x, 0, inaqe, gde d(x) est~ valentnost~ verxiny x, a y ∼ x oznaqaet, qto y i x soedineny rebrom. Sootvetstvu¸wiæ prostomu sluqaænomu blußdani¸ Markovskiæ operator M est~ samosoprØßennyæ operator, deæstvu¸wiæ na prostranstve l^2(V (Γ)) so skalØrnym proizvedeniem ⟨ϕ, ψ⟩ = ∑ x∈V (Γ) ϕ(x)ψ(x)d(x) .

154

OB OCENKE SVERHU SPEKTRAL^NOGO RADIUSA 155 Operator M zadaetsØ formuloæ M ξ(x) = 1 d(x) ∑ y∼x ξ(y) dlØ l¸byh ξ ∈ l^2(V (Γ)) i x ∈ V (Γ).

Spektral~nyæ radius sluqaænogo blußdaniØ est~

ρ = lim sup n→∞ ( P^{(n)}_{x,x} ) 1_n , gde P^{(n)}x,x oboznaqaet veroØtnost~ vernut~sØ v verxinu x v pervyæ raz qerez n xagov. Izvestno(sm. naprimer, [4]), qto ρ = ‖M ‖ . Interesnye ocenki spektral~nogo radiusa na gruppah poverhnosteæ byli poluqeny v rabote [1]. Bolee toqnye ocenki sverhu byli poluqeny v [5]. Metod, ispol~zovannyæ v [5], osnovan na sledu¸wem rezul~tate.

Oboznaqim E mnoßestvo orientirovannyh reber grafa Γ (kaßdomu rebru iz E(Γ) sootvetstvuet dva orientirovannyh rebra

e = (x, y), ē = (y, x)). Oboznaqim e_− i e_+ sootvetstvenno naqalo i

konec orientirovannogo rebra e.

Lemma Gabbera. Pust~ Γ beskoneqnyæ, lokal~no koneqnyæ svØz-

nyæ graf. Predpoloßim, qto funkciØ F : E → R_+ udovletvorØet uslovi¸ F (e) = 1 F (ē) dlØ e ∈ E. Esli suwestvuet C_F > 0, t.q. ∀x ∈ V (Γ) 1 d(x) ∑ e+=x F (e) ≤ C_F , to ‖M ‖ ≤ C_F . Dokazatel~stvo. Pust~ ξ ∈ l^2(V (Γ)). Tak kak F (e) = 1/F (ē), ime- em ξ(x)ξ(y) = ξ(x) √ F (x, y) √ F (x, y) ξ(y) 6 1 2 F (x, y)ξ(x^2)+ 1 2 F (x, y)ξ(y^2).

156 TAT^˚NA NAGNIBEDA Takim obrazom ⟨M ξ, ξ⟩ = ∑ x∈V (Γ) ( 1 d(x) ∑ y∼x ξ(y) ) ξ(x)d(x) = ∑ x ∑ y∼x ξ(y)ξ(x)

≤ 1 2 ∑ x ∑ y∼x 1 d(x) F (y, x)ξ(x)^2d(x) + 1 2 ∑ y ∑ x∼y 1 d(y) F (x, y)ξ(y)^2d(y) ≤ C_F ‖ξ‖^2 .

�

Zameqanie. Moßno vybrat~ taku¸ funkci¸^~F na rebrah grafa,

qto Lemma Gabbera dast toqnu¸ ocenku spektral~nogo radiusa. Kak izvestno (sm. [3]), suwestvuet funkciØ f : V (Γ) → R_+, t.q.

M f = ρf. Opredelim funkci¸ F̃ : E → R_+ kak

F̃ (e) = f(e_−)/f(e_+ ).

Oqevidno, qto F̃ (e) = 1/F̃ (ē) dlØ l¸bogo rebra e ∈ E. DlØ l¸boæ verxiny x imeem 1 d(x) ∑ e+=x F̃ (e) = 1 f(x) ( 1 d(x) ∑ y∼x f(y) ) = 1 f(x) M f(x) = ρ. Takim obrazom, v oboznaqeniØh Lemmy Gabbera, C_{F̃} = ‖M ‖. Otmetim, qto na praktike ffto zameqanie ne pomogaet ocenit~ spektral~nyæ radius. Esli by my umeli stroit~ ρgarmoniqeskie funkcii na Γ, my mogli by naæti toqnoe znaqenie spektral~nogo radiusa.

2. Grafy s koneqnym qislom konusnyh tipov Pust~ Γ, kak preßde, beskoneqnyæ, lokal~no koneqnyæ svØznyæ graf.

FunkciØ t : V (Γ) → N nazyvaetsØ tipovoæ funkcieæ verxin, a ee znaqenie v verxine x – tipom x.

OB OCENKE SVERHU SPEKTRAL^NOGO RADIUSA 157 Orientacieæ grafa Γ budem nazyvat~ podmnoßestvo E ⊂ E mnoßestva orientirovannyh reber, takoe qto e ∈ E togda i tol~- ko togda, kogda ē /∈ E. Zvezdoæ St_E (x) verxiny x otnositel~no orientacii E nazyvaetsØ mnoßestvo reber iz E incidentnyh s x. Budem govorit~, qto orientaciØ E i tipovaØ funkciØ t sovmestimy, esli t(x) = t(y) vleqet ♯{e ∈ St_E (x) | t(e_+) = k} = ♯{e ∈ St_E (y) | t(e_+) = k} dlØ ∀k ∈ N.

DlØ l¸boæ posledovatel~nosti poloßitel~nyh qisel c =

(c_k)_{k≥1} rassmotrim funkci¸ F_c : E → R_+

F_c(e) = { c_k, esli e ∈ E, t(e_+) = k,

1/c_k, esli ē ∈ E, t(ē_+) = k.

Esli na grafe zadany sovmestimye orientaciØ i tipovaØ funkciØ, opredelim

f_i(c) = ∑ e∈E,e+=x^{Fc(e),} gde x – ffto proizvol~naØ verxina tipa i.

Predpoloßim, qto funkciØ t prinimaet znaqeniØ v koneqnom mnoßestve {1, ..., K}, i qto verxiny odinakovogo tipa ime¸t odinakovu¸ valentnost~. Oboznaqim d_i valentnost~ verxiny tipa i. Togda lemma Gabbera vleqet sledu¸wee utverßdenie:

Predloßenie. V vyxeopisannoæ situacii, dlØ l¸bogo nabora

(c_1, ..., c_K) ∈ R^K_+ imeem ‖M ‖ ≤ max i=1,...,K 1 d_i f_i(c_1, ..., c_K). Sledstvie 1. Kaßdomu naboru (c1, ..., cK) ∈ R^K_+ sootvetstvuet

svoØ ocenka spektral~nogo radiusa. My moßem vybrat~ nailuqxu¸: ‖M ‖ ≤ inf (c1,...,c_k)∈R^K+ max i=1,...,K 1 d_i f_i(c_1, ..., c_K). V rabote [5] tipovaØ funkciØ na verxinah grafa Γ_g =

Cay(G_g , S_g) vybrana pri pomowi vloßeniØ grafa Γ_g v giperbo-

liqesku¸ ploskost~. Takim obrazom poluqena ocenka ρ_g ≤ 1 √ g .

158 TAT^˚NA NAGNIBEDA Pokazano takße, qto ffta ocenka moßet byt~ ewe uluqxena, v qastnosti, okazyvaetsØ, qto

ρ_2 < 0, 688 .

V dannoæ rabote my opredelim tipovu¸ funkci¸, ispol~zuØ kombinatornu¸ strukturu grafa, a imenno konusy v grafe. �to pozvolØet ewe uluqxit~ qislennye ocenki.

Kak i preßde Γ – beskoneqnyæ, lokal~no koneqnyæ svØznoæ graf. Putem dliny n meßdu verxinami x, y nazyvaetsØ posledovatel~nost~ verxin x = x_0, x_1, ..., x_n = y, v kotoroæ x_{i−1} ∼ x_i. RasstoØnie d(x, y) meßdu x i y est~ minimal~naØ dlina puti meßdu x i y. Put~ minimal~noæ dliny nazyvaetsØ geodeziqeskoæ.

Zafiksiruem verxinu x_0 ∈ V (Γ). Normoæ verxiny x nazyvaetsØ rasstoØnie ot x_0 do x, |x| = d(x_0, x). Budem govorit~, qto x est~ predxestvennik y, a y – posledovatel~ x, esli x ∼ y i |x| < |y|. Konusom C(x) verxiny x nazyvaetsØ podgraf grafa Γ s korkovoæ verxinoæ x, i takoæ qto verxina u grafa Γ ØvlØetsØ verxinoæ konusa C(x) togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet geodeziqeskaØ v Γ, soedinØ¸waØ x_0 i y i prohodØwaØ qerez x. Dve verxiny ime¸t odinkovyæ konusnyæ tip, esli ih konusy izomorfny kak grafy s korkovymi verxinami.

Predpoloßim, qto Γ imeet koneqnoe qislo K + 1 razliqnyæ konusnyh tipov. Opredelim na Γ tipovu¸ funkci¸ t_0 : V →

{0, 1, ..., K}, t.q. t_0(x) = i, esli x – verxina i-go konusnogo ti- pa. Esli cikly v grafe Γ ime¸t qetnu¸ dlinu, to my moßem vybrat~ orientaci¸ E_0 na Γ takim obrazom, qto |e_+| > |e_−| dlØ kaßdogo rebra e ∈ E_0. Taku¸ orientaci¸ budem nazyvat~ kanoniqeskoæ.

Lemma 1. Esli Γ dvudolen, i qislo predxestvennikov l¸boæ ver-

xiny zavisit tol~ko ot ee konusnogo tipa, to kanoniqeskaØ orientaciØ i funkciØ konusnyh tipov sovmestimy.

Dokazatel~stvo. V dvudol~nom grafe l¸boe rebro soedinØet

dve verxiny, nahodØwiesØ na rasstoØnii 1 drug ot druga. Oboznaqim r(x) – qislo predxestvennikov verxiny x i q_j(x) – qislo posledovateleæ x konusnogo tipa j. Dve verxiny x i y ime¸t odinkovyæ konusnyæ tip togda i tol~ko togda, kogda r(x) = r(y)

OB OCENKE SVERHU SPEKTRAL^NOGO RADIUSA 159 i q_j(x) = q_j(y) dlØ vseh znaqeniæ j. Po opredeleni¸ kanoniqeskoæ orientacii imeem ♯{e ∈ St_{E0} (x) | t(e_+) = j} = { q_j(x), esli j ≠ t(x), r(x) + q_{t(x)}(x), esli j = t(x).

�

Oboznaqim r_i i q_{i,j} sootvetstvenno qislo predxestvennikov i qislo posledovateleæ tipa j verxiny konusnogo tipa i. Togda funkcii f_i iz PredloßeniØ, sootvetstvu¸wie konusnoæ tipovoæ funkcii i kanoniqeskoæ orientacii, ime¸t vid

f_i = r_ic_i + K∑ j=0 q_{i,j} c_j , i = 0, 1, ..., K. Zametim, qto konusnyæ tip verxiny x_0 otliqaetsØ ot konusnogo tipa l¸boæ drugoæ verxiny. Poloßim t_0(x_0) = 0. Togda imeem r_0 = 0 i q_{i,0} = 0 dlØ vseh i ∈ {0, ..., K}. �tot konusnyæ tip moßet byt~ iskl¸qen iz rassmotreniØ.

Lemma 2. Predpoloßim, qto suwestvuet posledovatel~nost~

avtomorfizmov grafa h = {h_i}_{i≥1}, sohranØ¸wih orientaci¸ E_0 i takih, qto |h_i(x_0)| > i dlØ vseh znaqeniæ i. Togda suwestvuet tipovaØ funkciØ t : V (Γ) → {1, ..., K} i orientaciØ E sovmestimaØ s t, takie, qto f^{(t0,E0)}_i (c_0, c_1..., c_K) = f^{(t,E)}_i (c_1, . . . , c_k) dlØ vseh polo- ßitel~nyh c_0, ..., c_K i dlØ ∀i ∈ {1, . . . , k}. Dokazatel~stvo. Opredelim posledovatel~nost~ tipovyh fun-

kciæ (t_n)_{n≥1}:

t_n(y) = t_0(h^{−1}_n (y)), n ≥ 1, y ∈ V (Γ).

Suwestvuet lix~ koneqnoe qislo vozmoßnyh raskrasok verxin vnutri xara radiusa 1 s centrom v x_0 qislami 1, . . . , K. Takim obrazom my moßem vybrat~ iz h beskoneqnu¸ posledovatel~nost~ h^1 = {h_{i1}, .., h_{in}, ...}, taku¸ qto dlØ l¸bogo y iz xara radiusa 1, vse t_{in} (y) sovpada¸t i otliqny ot 0. Zatem, cenoæ perehoda k posledovatel~nosti h^2, zafiksiruem raskrasku qislami {1, . . . , K} verxin vnutri xara radiusa 2, i tak dalee. V predele my poluqim tipovu¸ funkci¸ t : V → {1, ..., K}.

Na kaßdom fftape my takße imeem novu¸ orientaci¸ E_n =

h_n(E_0). Orientaci¸, poluqa¸wu¸sØ v predele, nazovem E. DlØ

160 TAT^˚NA NAGNIBEDA l¸bogo n uslovie t_n(x) = t_n(y) oznaqaet t_0(h^{−1}_n (x)) = t_0(h^{−1}_n (y)). S drugoæ storony, uslovie ♯{e ∈ St_{En} (x) | t_n(e_+) = k} = ♯{e ∈

St_{En} (y) | t_n(e_+ ) = k} ∀k ∈ N moßet byt~ perepisano v forme ♯{e ∈ St_{E0} (h^{−1}_n (x)) | t_0(h^{−1}_n (e_+)) = k} = ♯{e ∈ St_{E0} (y) | t_0(h^{−1}_n (e_+)) = k} ∀k ∈ N. Iz fftogo sleduet sovmestimost~ t i E.

Po postroeni¸ funkcii t Øsno, qto f^{(t0,E0)}_i (c_0, c_1..., c_K) =

f^{(t,E)}_i (c_1, . . . , c_k) dlØ vseh poloßitel~nyh c_0, ..., c_K i l¸bogo i ∈ {1, ..., K}. �

3. Gruppy poverhnosteæ

Konusnye tipy grafa Kffli fundamental~noæ gruppy poverhnosti roda g, g > 2, otnositel~no standartnoæ sistemy obrazu- ¸wih byli opisany v rabote [2]. Bylo ustanovleno, qto Γ_g =

Cay(G_g , S_g) imeet 2g + 1 konusnyh tipa. V kaqestve bazovoæ ver-

xiny beretsØ ediniqnyæ fflement. Zvezdy verxin raznyh tipov v Γ_g v sootvetstvii s kanoniqeskoæ orientacieæ opisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom.

(1) ediniqnyæ fflement imeet 4g posledovatel~nosteæ tipa 1; (2) verxina tipa 1 imeet odnogo predxestvennika, 4g − 3 posledovatelØ tipa 1 i dvuh posledovateleæ tipa 2;

(3) verxiny tipa i = 2, ..., 2g − 1 ime¸t odnogo predxestvennika 4g − 3 posledovatelØ tipa 1, odnogo posledovatelØ tipa 2 i odnogo posledovatelØ tipa i + 1;

(4) verxiny tipa 2g ime¸t dvuh predxestvennikov, 4g − 2 posledovatelØ tipa 1 i dvuh posledovateleæ tipa 2.

Posle primeneniØ Lemmy 2 my poluqaem na Γ_g tipovu¸ funkci¸ so znaqeniØmi v mnoßestve {1, ..., 2g} i sovmestimu¸ s neæ orientaci¸. Vypixem sootvetstvu¸wie funkcii {f_i}, i ∈ {1, . . . , K}: f_i(c_1, ..., c_K) = = { c_i +1/c_2 +1/c_{i+1} +(4g − 3)/c_1, esli i =1, ..., 2g − 1,

2c_{2g} +2/c_2 +(4g − 4)/c_1, esli i =2g.

Matrica ˚kobi sootvetstvu¸wego mnogomernogo otobraßeniØ

OB OCENKE SVERHU SPEKTRAL^NOGO RADIUSA 161 imeet vid J = ∇f_1 . . ∇f_{2g} =

=

1 − (4g − 3)/c^2_1 −2/c^2 0 · · · 0 0 −(4g − 3)/c^2_1 1 − 1/c^2 −1/c^2_3 · · · 0 0 −(4g − 3)/c^2_1 −1/c^2 1 · · · 0 0 ... −(4g − 3)/c^2_1 −1/c^2 0 · · · 1 −1/c^2_g −(4g − 4)/c^2_1 −2/c^2 0 · · · 0 2

.

Ee opredelitel~ raven

det J =

= −2 ( c^2_1c^2...c^2_g − c^2_1c^2_3...c^2_g −... − c^2_1c^2_g − c^2_1 −(4g − 3)c^2c^2_3...c^2_g

− (4g − 3)c^2_3...c^2_g − ... − (4g − 3)c^2_g + 1 ) /c^2_1...c^2_g. Teorema. Rassmotrim sistemu uravneniæ

1/c_1 − 1/c_2 + c_i + 1/c_{i+1} − 2c_{2g} = 0, i = 1, ..., 2g − 1 det J = 0. } ( ∗ ) Togda (1) Suwestvuet vewestvennoe poloßitel~noe rexenie sistemy (∗).

(2) Pust~ (c^{(1)}_1 , . . . , c^{(1)}_{2g} ), (c^{(2)}_1 , . . . , c^{(2)}_{2g} ), . . . , (c^{(n)}_1 , . . . , c^{(n)}_{2g} ) est~ vse vewestvennye poloßitel~nye rexeniØ sistemy (∗). Togda

ρ_g 6 max j=1,... ,n f_1(~c^{(j)}_1 , ..., ~c^{(j)}_{2g} ).

Sledstvie 2._{ρ2 < 0.662816 .}

Dokazatel~stvo SledstviØ 2. V sluqae g = 2 imeem

f_1 = c_1 + 5/c_1 + 2/c_2 f_2 = 5/c_1 + c_2 + 1/c_2 + 1/c_3 f_3 = 5/c_1 + 1/c_2 + c_3 + 1/c_4 f_4 = 4/c_1 + 2/c_2 + 2c_4.

162 TAT^˚NA NAGNIBEDA det J = −2 c^2_1c^2c^2_3c^2_4

(c^2_1c^2c^2_3c^2_4 − c^2_1c^2_3c^2_4 − c^2_1c^2_4 − c^2_1 − 5c^2c^2_3c^2_4 − 5c^2_3c^2_4 − 5c^2_4 +1).

Sistema (∗) imeet vid

c^2_1 + 1 − 2c_4c_1 = 0 c_3c_2 − c_3c_1 + c^2c_1c_3 + c_2c_1 − 2c_1c_2c_3c_4 = 0 c_2c_4 − c_1c_4 + c_1c_2c_3c_4 + c_1c_2 − 2c^2_4c_1c_2 = 0 c^2_1c^2c^2_3c^2_4 − c^2_1c^2_3c^2_4 − c^2_1c^2_4 − c^2_1 − 5c^2c^2_3c^2_4 − 5c^2_3c^2_4 − 5c^2_4 + 1 = 0 .

Ona moßet byt~ rexena qislenno putem posledovatel~nogo iskl¸qeniØ peremennyh. Sistema imeet edinstvennoe poloßitel~- noe rexenie

{~c_1 ≈ 0.266911, ~c_2 ≈ 2.63113, ~c_3 ≈ 2.39209, ~c_4 ≈ 1.52188}.

Togda 1 8 f_i(~c_1, ~c_2, ~c_3, ~c_4) ≈ 0.662815, i = 1, ..., 4.

�

Lemma 3. DlØ l¸bogo g > 2 imeem inf c1,... ,c2_g∈R2^g+ max i=1,... ,2g f_i(c_1, . . . , c_{2g}) =

= min (c1,... ,c2_g∈R2^g+ max i=1,... ,2g f_i(c_1, . . . , c_{2g}). Dokazatel~stvo. Vyberem natural~noe qislo N > 4g. Rassmo-

trim kub Q = [1/N, N ]^{2g} ⊂ R^{2g}_+ . Zametim, qto (1) ∀j ∈ {1, . . . , 2g} imeem f_j (1, 1, . . . , 1) = max_{i=1,... ,2g} f_i(1, 1, . . . , 1) = 4g; krome togo (1, 1, . . . , 1) ∈ Q;

(2) Esli (c̃_1, . . . , c̃_{2g}) ∉ Q, to est~ esli c̃_j > N ili c̃_j < 1/N dlØ nekotorogo j ∈ {1, . . . , 2g}, to max_{i=1,... ,2g} f_i(c̃_1, . . . , c̃_{2g}) > N .

FunkciØ max_{i=1,... ,2g} f_i(c_1, . . . , c_{2g}) nepreryvna, sledovatel~no, dolßna imet~ minimum vnutri kuba Q.

OB OCENKE SVERHU SPEKTRAL^NOGO RADIUSA 163

Lemma 4. Pokaßem, qto esli ~c = (~c1, ..., ~c2g) ∈ R^{2g}_+ ØvlØetsØ toq-

koæ lokal~nogo minimuma funkcii max_{i∈{1,...,2g}} f_i, to ~c ØvlØetsØ re-

xeniem sistemy (∗).

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto toqka ~c takova, qto max_{fi} (~c) =

f_j (~c) dlØ nekotorogo znaqeniØ j i f_j (~c) ≠ f_k(~c) ∀k ≠ j. Togda,

dlØ togo, qtoby ~c byla toqkoæ lokal~nogo minimuma funkcii

max_i f_i, neobhodimo, qtoby ∇f_j(~c) = 0. No ∇f_j(c) ≠ 0 ∀j = 1, . . . , 2g

i ∀c = (c_1, . . . , c_{2g}) > 0.

Predpoloßim dalee, qto toqka ~c takova, qto max i=1,...,2g f_i(~c_1, ..., ~c_{2g}) = f_{i1} (~c_1, ..., ~c_{2g}) = . . . = f_{ik} (~c_1, ..., ~c_{2g}) gde 1 < k 6 2g. Esli ~c est~ toqka lokal~nogo minimuma, to

∇f_{i1} (~c), ..., ∇f_{ik}(~c) lineæno zavisimy. My pokaßem, qto ffto ne-

vozmoßno pri k < 2g. Inaqe govorØ, pokaßem, qto matricy ˚kobi vseh vozmoßnyh otobraßeniæ (f_{i1} , ..., f_{ik}) ime¸t maksimal~nyæ rang pri k < 2g.

Pust~ k < 2g. Predpoloßim dlØ opredelennosti, qto i_1 < i_2 <

... < i_k. Nam predetsØ rassmotret~ neskol~ko sluqaev.

1) i_k ≠ 2g. V fftom sluqae podmatrica matricy J, sostoØwaØ iz stroqek J s nomerami i_1, . . . , i_k i stolbcov J s nomerami i_1 +

1, . . . , i_k + 1, ØvlØetsØ nißne-treugol~noæ:

−α/c^2_{i1+1} 0 · · · 0 0 −1/c^2_{i2+1} · · · 0 0 ... −1/c^2_{ik+1} ,

gde α = 2, esli i_1 = 1 i α = 1, esli i_1 ≠ 1. Opredelitel~ takoæ matricy otliqen ot nulØ pri l¸byh poloßitel~nyh c_1, ..., c_{2g}.

2) i_k = 2g i_{k−1} ≠ 2g − 1. V fftom sluqae podmatrica matricy J, sostoØwaØ iz stroqek J s nomerami i_1, ..., i_k i stolbcov s nomerami i_1 + 1, ..., i_{k−1} + 1, 2g, imeet vid

−α/c^2_{i1+1} 0 · · · 0 0 −1/c^2_{i2+1} · · · 0 0 ... 2 ,

164 TAT^˚NA NAGNIBEDA i vnov~ ee opredelitel~ otliqen ot nulØ pri vseh poloßitel~- nyh c_1, ..., c_{2g}.

3) i_{k−1} = 2g − 1, i_k = 2g, i_1 ≠ 1. V fftom sluqae podmatrica matricy J, sostoØwaØ iz stroqek s nomerami i_1, ..., i_k i stolbcov s nomerami i_1 + 1, ..., i_{k−2} + 1, 2g imeet formu

−(4g − 3)/c^2_1 −1/c^2_{i1+1} 0 · · · 0 0 −(4g − 3)/c^2_1 γ −1/c^2_{i2+1} · · · 0 0 −(4g − 3)/c^2_1 0 β · · · 0 0

... ... −(4g − 3)/c^2_1 · · · δ −1/c^2_g −(4g − 4)/c^2_1 0 2

,

gde β, γ, δ ∈ {1, 0}. Putem razloßeniØ po pervoæ stroke netrudno ubedit~sØ, qto opredelitel~ fftoæ matricy toße vsegda otliqen ot nulØ.

4) i_1 = 1, i_2 ≠ 2, i_k = 2g, i_{k−1} = 2g−1. V fftom sluqae podmatrica matricy J, sostoØwaØ iz strok J s nomerami i_1, . . . , i_k i stolbcov s nomerami 2, i_2, . . . , i_k imeet vid

−2/c^2 0 0 · · · 0 0 −1/c^2 1 γ · · · 0 0 −1/c^2 0 1 · · · 0 0 ... −1/c^2 0 0 · · · 1 −1/c^2_g −2/c^2 0 0 · · · 0 2

,

i ee opredelitel~ raven −4/c^2.

5) i_1 = 1, i_2 = 2, i_{k−1} = 2g−1, i_k = 2g. V fftom sluqae suwestvuet qislo l > 1, takoe qto i_{k−l} = 2g − l, no i_{k−l−1} < 2g − l − 1. Togda podmatrica matricy J, sostoØwaØ iz strok s nomerami i_1, ..., i_k i stolbcov s nomerami 2, 3, ..., i_{k−l−1} + 1, 2g − l, 2g imeet formu

−2/c^2 0 0 · · · 0 0 0 1 − 1/c^2 −1/c^2_3 0 · · · 0 0 0 −1/c^2 α β · · · 0 0 0 ... −1/c^2 0 0 · · · 1 −1/c^2_{g−1} 0 −1/c^2 0 0 · · · 0 1 −1/c^2_g −2/c^2 0 0 · · · 0 0 2

.

OB OCENKE SVERHU SPEKTRAL^NOGO RADIUSA 165 RaskladyvaØ po pervoæ stroke, potom po posledneæ, potom opØt~ po pervoæ, po posledneæ, i tak dalee, my neizbeßno prihodim k diagonal~noæ matrice. Opredelitel~, s toqnost~¸ do znaka, est~ otnoxenie 4 k proizvedeni¸ nekotorogo nabora c^2_i , to est~, vsegda otliqen ot nulØ.

Takim obrazom my pokazali, qto min_{{c1,...,c2g}} max_{i=1,...,2g} f_i(c_1, ..., c_{2g}) moßet dostigat~sØ tol~ko v toqke, gde vse f_i sovpada¸t i ih gradienty lineæno zavisimy, qto i oznaqaet, qto takaØ toqka ØvlØetsØ rexeniem sistemy (∗). �

Dokazatel~stvo teoremy. Qast~ (1) teoremy ØvlØetsØ sled-

stviem Lemmy 3. Qast~ (2) vytekaet iz SledstviØ 1 i Lemmy 4.

�

Avtor vyraßaet blagodarnost~ B. B. Venkovu, R. I. Grigorquku, A. Zuku, S. K. Smirnovu i P. de la Harpu za cennye zameqaniØ.

Literatura

1. L. Bartholdi, S. Cantat, T. Ceccherini-Silberstein, P. de la Harpe, Estimates for simple random walks on fundamental groups of surfaces. — to appear in Colloqium Math.

2. J. Cannon, The growth of the closed surface groups and the compact hyperbolic Coxeter groups. — Preprint (1980).

3. W. Pruitt, Eigenvalues of non-negative matrices. — Ann. Math. Statist. 35 (1964), 1797–1800.

4. L. Saloff-Coste, Quelques aspects des marches aléatoires. — cours de DEA (1996), Toulouse, Université Paul Sabatier.

5. A. Zuk, A remark on the norm of a random walk on surface groups. — to appear in Colloqium Math.

Nagnibeda T. An estimate from above of spectral radii of random walks on surface groups.

Using Gabber’s Lemma, we get new estimates of the spectral radius of the simple random walk on the fundamental group of the orientable closed surface of genus g, g ≥ 2. In order to get better numerical estimates we base our method on Cannon’s classification of the group elements by their cone types. The method may as well be applied to many other groups and graphs with finite numbers of cone types.

Postupilo 20 sentØbrØ 1996 g.

Universitet ȷenevy