Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

I. A. Puxkarev

K TEORII PREDSTAVLENI` SPLETENI` KONEQNYH GRUPP S SIMMETRIQESKIMI GRUPPAMI

§0. Vvedenie

Pust~ G – koneqnaØ gruppa, S_n – simmetriqeskaØ gruppa stepeni n. Rassmotrim gruppu:

G_n^{def}= G ≀ S_n, (0.1)

t.e. spletenie gruppy G s gruppoæ S_n (drugoe oboznaqenie: G_N^{def}= GwrS_n, wreath product, sm., naprimer, [6]). Gruppa G_n moßet byt~ estestvennym obrazom otoßdestvlena s podhodØweæ podgruppoæ gruppy G_{n+1}, t.e. my imeem delo s vozrasta¸weæ posledovatel~nost~¸ koneqnyh grupp:

G = G_1 ⊂ G_2 ⊂ . . . ⊂ G_n ⊂ . . . . (0.2)

TeoriØ predstavleniæ grupp vida (0.1) v obwih qertah izvestna i izloßena, naprimer, v [8], ili [6], Chap. 4, odnako nigde, naskol~ko nam izvestno, ne obsußdaetsØ (i daße udovletvoritel~no ne formuliruetsØ) takaØ vaßnaØ detal~ fftoæ teorii, kak teorema vetvleniØ neprivodimyh redstavleniæ.

V nedavneæ stat~e [1] byl predloßen novyæ, induktivnyæ podhod k postroeni¸ teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp, raziva¸wiæ idei stat~i [7], kotoryæ ispol~zuet fflementy ıcisa–Mffrfi, vvedennye v rabotah [4, 5] i podalgebru Gel~fanda-Cetlina (sm. napr. spisok literatury v [1]), pozvolØ¸wiæ znaqitel~no uprostit~ i proØsnit~ ee izloßenie. Dostoinstvom fftogo podhoda ØvlØetsØ to, qto glubokaØ vzaimosvØz~ meßdu vetvleniem neprivodimyh predstavleniæ simmetriqeskih grupp i rexetkoæ ınga voznikaet v fftom sluqae estestvenno, v to vremØ kak klassiqeskiæ podhod, po suwestvu, sostoit v ugadyvanii neprivodimogo predstavleniØ, sootvetstvu- ¸wego dannoæ diagramme ınga. V qastnosti, pri takom podhode my poluqaem teoremu vetvleniØ i ortogonal~nu¸ formu ınga 229

230 I. A. PUXKAREV odnovremenno s opisaniem neprivodimyh predstavleniæ simmetriqeskih grupp, a ne kak rezul~tat fftogo opisaniØ.

V nastoØweæ rabote upomØnutyæ podhod primenØetsØ k opisani¸ neprivodimyh predstavleniæ grupp vida (0.1); naxe izloßenie osnovano na rassmotrenii nekotoroæ podalgebry algebry C [G_n ], nazvannoæ nami obobwennoæ algebroæ Gel~fanda– Cetlina. Neprivodimye predstavleniØ fftoæ algebry, s odnoæ storony, mogut byt~ Øvno opisany, i, s drugoæ storony, ØvlØ- ¸tsØ temi “blokami”, iz kotoryh poqti trivial~nym obrazom ~ogut byt~ skonstruirovany neprivodimye predstavleniØ gruppy G_n.

Otmetim takße raboty [2] i [3], v kotoryh rassmotreny algebry Gekke, obobwa¸wie serii grupp (Z/rZ) ≀ S_n i (Z/2Z) ≀ S_n sootvetstvenno; upomØnutye poslednimi gruppy — sut~ gruppy Kokstera serii VS.

DannaØ rabota est~ predvaritel~nyæ variant postroeniØ rassmatrivaemoæ teorii.

§1. Klassy soprØßennyh fflementov gruppy Gn Opredelenie 1.

(a) Pust~ G^{n def}= G × G × . . . × G (n somnoßiteleæ). Opredelim dlØ k ∈ [1 . . . n] fflement g^{(k) def}= (e, . . . , e, g, e, . . . , e), ∀g ∈ G (1.1) �lementy vida g^{(k)} pri fiksirovannom k obrazu¸t podgruppu gruppy G^n. Oboznaqim ee G^{(k)}. Tem samym, imeem trivial~noe vloßenie j_k : G −→ G^{(k)} ⊂ G^n.

(b) Rassmotrim vloßenie σ_n : S_n −→ AutG^n, zadannoe na obrazu¸wih g^{(k)} gruppy G^n posredstvom formuly: ( g^{(k)} )_{σn (γ) def} = g^{(γ(k))} pri k ∈ [1 . . .n], g ∈ G, γ ∈ S_n, (1.2) (v) Po opredeleni¸:

G_n^{def}= G ≀ S_n = GwrS_n (0.1)^′

est~ mnoßestvo par vida (g, γ), gde g ∈ G^n, γ ∈ S_n, umnoßenie kotoryh zadaetsØ pravilom:

(g_1, γ_1) · (g_2, γ_2)^{def}= (g_1 · g^{σn (γ1)}_2 , γ_1 · γ_2) (1.3)

K TEORII PREDSTAVLENI` SPLETENI` 231 Otmetim nekotorye vaßnye podgruppy gruppy G_n: (1) Mnoßestvo fflementov vida (g, id), gde id – toßdestvennaØ perestanovka, obrazuet normal~nu¸ podgruppu G^n gruppy G_n, pri fftom G_n/G^n ∼= S_n. DopuskaØ nebol~xu¸ vol~nost~, poloßim g^{def}= (g, id).

(2) Mnoßestvo fflementov vida (e, γ), gde e – edinica gruppy G^n, obrazuet podgruppu S_n gruppy G_n, fflementy kotoroæ my budem otoßdestvlØt~ s sootvetstvu¸wimi perestanovkami.

(3) Mnoßestvo fflementov vida ( (g_1, . . . , g_{n−1}, e), γ ) , gde γ(n) = n, obrazuet podgruppu gruppy G_n, izomorfnu¸ gruppe G_{n−1}. OtoßdestvlØØ ee s sobstvenno gruppoæ G_{n−1}, poluqaem (0.2).

Sledu¸wee utverßdenie dokazyvaetsØ prØmym vyqisleniem:

Lemma 1. Pust~ (1 . . . m) est~ cikliqeskaØ podstanovka. V gruppe

G_m:

(a) �lementy ( g^{(1)}_1 , (1 . . . m) ) i ( g^{(1)}_2 , (1 . . . m) ) soprØßeny togda i tol~ko togda, kogda fflementy g_1 i g_2 soprØßeny v gruppe G;

(b) ∀g ∈ G, k, l ∈ [1 . . .m] fflementy ( g^{(l)}, (1 . . .m) ) i ( g^{(k)}, (1 . . .m) ) soprØßeny;

(v) VsØkiæ fflement vida ( g, (1 . . . m) ) , gde g ∈ G_m, soprØßen s nekotorym fflementom vida ( h^{(1)}, (1 . . . m) ) , gde h ∈ G;

(g) �lementy ( g_1, (1 . . .m) ) i ( g_1, (1 . . . m) ) , gde g_1, g_2 ∈ G_m, soprØßeny togda i tol~ko togda, kogda soprØßeny posredstvom nekotorogo fflementa gruppy G_m. •

Pust~ i_1, . . . , i_m ∈ [1, . . .n], C – klass soprØßennyh fflementov gruppy G. �lement gruppy G_n vida ( g^{(i1)}_1 , · · · , g^{(im)}_m , (i_1 . . . i_m) ) , soprØßennyæ v gruppe G_n s fflementom ( g^{(i1)}, (i_1 . . . i_m) ) , gde g ∈ C, posredstvom nekotorogo fflementa gruppy G^{(i1)} × · · ·× G^{(im)}, nazovem C-ciklom tipa (i_1 . . . i_m); qislo m nazovem dlinoæ fftogo Ccikla. C-cikly nazovem nepereseka¸wimisØ, esli ih tipy – sut~ nepereseka¸wiesØ cikly. Oqevidno, qto proizvol~nyæ fflement gruppy G_n edinstvennym obrazom razlagaetsØ v proizvedenie nepereseka¸wihsØ C-ciklov (pri razliqnyh C); budem govorit~, qto ffti C-cikly vhodØt v rassmatrivaemyæ fflement gruppy G.

Dalee, pust~ C(G) – mnoßestvo vseh klassov soprØßennyh fflementov gruppy G, P – mnoßestvo vsevozmoßnyh razbieniæ natural~nyh qisel. Proizvol~nomu fflementu α gruppy G_n sopostavim funkci¸ λ_α : C(G) −→ P , stavØwu¸ v sootvetstvie klassu

232 I. A. PUXKAREV soprØßennyh fflementov C gruppy G razbienie, qastØmi kotorogo ØvlØ¸tsØ dliny C-ciklov, vhodØwih v α. Sootvetsvenno (poskol~ku α ∈ G_n) imeem: ∑ C∈C(G) |λ_α(C)| = n (1.4) Iz lemmy 1 nemedlenno vytekaet:

Sledstvie 2. �lementy α i β gruppy G soprØßeny togda i tol~-

ko togda, kogda λ_α = λ_β . •

Simvolom ⟨i_1 . . . i_m⟩_C ,C ∈ C(G), oboznaqim summu vseh Cciklov tipa (i_1 . . . i_m).

Sledstvie 3. �lementy algebry C [Gn ] vida:

c(λ_1, . . . , λ_r; C_1, . . . , C_r)^{def}= ∑ (a1...a^r_{λr} ) ⟨a^1, . . . , a^1_{λ1} ⟩_{C1} . . . ⟨a^r_1, . . . , a^r_{λr} ⟩_{Cr} , (1.5) gde summirovanie vedetsØ po vsem perestanovkam (a^1 . . . a^r_{λr} ) mnoßestva [1, . . . , n]), obrazu¸t bazis centra algebry C [G_n ]. •

§2. ObobwennaØ algebra Gel~fanda–Cetlina i fflementy ıcisa–Mffrfi Opredelenie 2.

(a) DlØ proizvol~nogo n ≥ 2,n ∈ N rassmotrim fflement u_n gruppovoæ algebry C [G_n ], zadannyæ formuloæ:

u_n^{def}= n−1∑ i=1 ∑ g∈G g^{(n)}(i, n) ( g^{−1} )_{(n)} . (2.1)

�lement u_n budem nazyvat~ n-nym fflementom ıcisa–Mffrfi.

Zameqanie. �lement un ØvlØetsØ ves~ma eststvennym obobweni-

em vvedennogo v [4, 5] fflementa X_n algebry C [S_n ] vida:

X_n^{def}= n−1∑ i=1 (i, n) (2.2)

K TEORII PREDSTAVLENI` SPLETENI` 233 (b) Obobwennoæ algebroæ Gel~fanda–Cetlina nazovem podalgebru GZ_n algebry C [G_n ], poroßdennu¸ gruppovoæ algebroæ C [G^n] i centramiZ_1, . . . , Z_n algebr C [G_1 ], . . . , C [G_n ] sootvetstvenno:

GZ_n^{def}= ⟨C [G^n ], Z1, . . . , Zn^⟩_C (2.3) (v) Poloßim:

H_k^{def}= ⟨C [G^n ], u2, . . . , un^⟩_C (2.4) Imeet mesto:

Teorema 4. DlØ vseh k ∈ N Hk = GZk.

Dokazatel~stvo. Oqevidno: uk ∈^⟨Z1, . . . , Zk^⟩_C , pofftomu ∀k ∈

[1, . . . , n] H_k ⊂ GZ_k. Sledovatel~no, dostatoqno proverit~

obratnoe vloßenie. Pri k = 1 ono oqevidno. Pust~ ono verno pri k ∈ [1, . . . , m − 1], pokaßem, qto ono togda verno i pri k = m.

Pust~ s ∈ [0, . . . , m − 1], (i_1, . . . , i_s) – nabor poparno-neravnyh fflementov mnoßestva [1, . . . , m − 1], λ_1 ≥ λ_2 ≥ . . . ≥ λ_r > 0, ∑_r i=1 λ_i = m − 1 − s, C_1, . . . C_r ∈ C(G). Poloßim:

c(i_1, . . . , i_s; λ_1, . . . , λ_r; C_1, . . . , C_r)^{def}= = ∑ (a1,... ,a^r_{λr} ) ⟨a^1, . . . , a^1_{λ1}⟩_{C1} . . . ⟨a^r_1, . . . , a^r_{λr} ⟩_{Cr} , (2.5) gde summirovanie vedetsØ po vsevozmoßnym perestanovkam

(a^1, . . . , a^r_{λr} ) mnoßestva [1, . . . , m − 1] \ {i_1, . . . , i_s};

f(s; C_0; λ_1, . . . , λ_r; C_1, . . . , C_r)^{def}= = ∑ (i1,... ,i_s) ⟨m, i_1, . . . , i_s⟩_{C0} · · c(i_1, . . . , i_sλ_1, . . . , λ_r; C_1, . . .C_r ), (2.6)

gde summirovanie vedetsØ po vsevozmoßnym naboram (i_1, . . . , i_s) poparno-neravnyh fflementov mnoßestva [1, . . . , m − 1]. Soverxenno analogiqno sledstvi¸ 3 moßno pokazat~, qto fflementy

(2.6) obrazu¸t bazis centralizatora Z_{m−1,1} podalgebry C [G_{m−1} ]

v algebre C [G_m ]. Sledovatel~no, pokazav, qto vse fflementy f(s; C_0; λ_1, . . . , λ_r; C_1, . . . , C_r) soderßatsØ v H_m, my tem samym dokaßem teoremu 4.

234 I. A. PUXKAREV

Zametim:

f(s; C_0; λ_1, . . . , λ_r; C_1, . . . , C_r) = = ( ∑ g∈C0 g^{(n)} ) · f(s; {e}; λ_1, . . . , λ_r; C_1, . . . , C_r), (2.7)

gde {e} – trivial~nyæ klass soprØßennyh fflementov gruppy G, i u^s_n = ∑ (i1,... ,i_s) ⟨n, i_1, . . . , i_s⟩_{{e}}. (2.8)

Vesom fflementa f(s; C_0; λ_1, . . . , λ_r; C_1, . . . , C_r) nazovem summu vseh fflementov mnoßestva {s + 1, λ_1, . . . , λ_r}, prevoshodØwih edinicu. Oqevidno, qto vse fflementy vesa 0ili 2 leßat v H_m. Pust~ dokazano, qto vse fflementy, ime¸wie ves 0, 2, . . . , l − 1, leßat v H_m. Pokaßem, qto fflementy vesa l v fftom sluqae toße leßat v H_m. Deæstvitel~no, pust~ f(t; C_0; μ_1, . . . , μ_r; C_1, . . . , C_r) imenno takov. Imeem:

f(t; C_0; λ_1, . . . , λ_r; C_1, . . . , C_r) = = ( ∑ g∈C0 g^{(n)} · u^t_n ) · · ( ∑ (i1,... ,i_t) c(i_1, . . . , i_sμ_1, . . . , μ_r; C_1, . . . C_r) )

+ mladxie qleny .

(2.9)

PravaØ qast~ (2.9) soderßitsØ v H_k, tem samym teorema 4 dokazana. •

vvedem dlØ kratkosti oboznaqenie:

s_n^{def}= (n, n + 1). (2.10)

Sledu¸wee utverßdenie legko moßet byt~ dokazano prØmoæ proverkoæ:

K TEORII PREDSTAVLENI` SPLETENI` 235

Predloßenie 5. Ime¸t mesto sootnoxeniØ:

(a) s_ng^{(n)}s_n = g^{(n+1)}, ∀g ∈ G, n ∈ N, ;

(b) s_ng^{(l)} = g^{(l)}s_n, pri l ≠ n, n + 1, ;

(c) s_nu_ns_n + ∑ g∈G g^{(n)}s_n ( g^{−1} )_{(n)} = u_{n+1};

(d) s_nu_l = u_ls_n, pri l ≠ n, n + 1; (e) u_ng^{(l)} = g^{(l)}u_n ∀n, l ∈ N, g ∈ G. •

(2.11)

§3. Neprivodimye predstavleniØ odnoxagovoæ algebry Opredelenie 3. Odnoxagovoæ algebroæ nazovem algebru A nad po-

lem C , poroßdennu¸ dvumØ izomorfnymi ffkzemplØrami G^{(1)} i G^{(2)}

gruppy G (pri fftom otobraßeniØ g → g^{(i)} pri i = 1, 2 po opredeleni¸ polaga¸tsØ izomoræfizmami G −→ G^{(i)}) i fflementami u_1, u_2, s, svØzannymi sootnoxeniØmi:

(a) sg^{(1)}s = g^{(2)}, ∀g ∈ G;

(b) su_1s + ∑ g∈G g^{(2)}s ( g^{−1} )_{(2)} = u_2;

(c) u_1u_2 = u_2u_1; (d) u_ig^{(j)} = g^{(j)}u_i, ∀g ∈ G, i, j ∈ {1, 2}; (e) s^2 = e.

(3.1)

Naxeæ blißaæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ opisanie neprivodimyh predstavleniæ algebry A. Sootnoxenie (3.1)(b) v silu (3.1)(a) i (e) moßet byt~ perepisano dvumØ sposobami:

u_2s = su_1 + ∑ g∈G g^{(1)} ( g^{−1} )_{(2)} , (3.2)(a)

ili:

u_1s = su_2 − ∑ g∈G g^{(1)} ( g^{−1} )_{(2)} , (3.2)(b)

pofftomu naxim pervym xagom budet izuqenie deæstviØ operato- ra B^{def}= ∑ g∈G g^{(1)} ( g^{−1} )_{(2)} (3.3)

236 I. A. PUXKAREV na prostranstvah neprivodimyh predstavleniæ gruppy G × G = G^{(1)} × G^{(2)}.

Pust~ π = π_1 ⊗ π_2 – neprivodimoe predstavlenie gruppy G^{(1)} × G^{(2)} na prostranstve V^{π1} ⊗ V^{π2} (gde π_i – neprivodimoe predstavlenie gruppy G = G^{(i)} na prostranstve V^{πi} ).

DlØ proizvol~nyh h, q ∈ G imeet mesto (legko proverØemoe) ravenstvo:

h^{(1)}q^{(2)} · B = B · q^{(1)}h^{(2)}, (3.4)

tem samym, operator B est~ spleta¸wiæ operator dlØ (neprivodimyh) predstavleniæ π_1 ⊗ π_2 i π_2 ⊗ π_1 gruppy G^{(1)} × G^{(2)}. Vozmoßny dva sluqaØ:

Sl. 1. π1 ≠ π2. V fftom sluqae B = 0 v silu lemmy Xura. Sl. 2. π1 = π2 = π0 . Pust~ τ – invol¸ciØ prostranstva V^{π0} ⊗

V^{π0} , menØ¸waØ mestami somnoßiteli. Togda, po lemme Xura, B = c · τ dlØ nekotorogo c ∈ C.

Konstanta c moßet byt~ legko vyqislena (pri pomowi pervogo sootnoxeniØ ortogonal~nosti dlØ harakterov) i ravna^{|G|}_{dim π0} , t.e.: B = |G| dim π_0 · τ. (3.5) Dalee, pust~ V – prostranstvo neprivodimogo predstavleniØ π gruppy G^{(1)} × G^{(2)}. Togda, v silu sootnoxeniæ (3.2) (a), (b), prostranstvo ⟨ V, sV ⟩ A-invariantno; v fftom sluqae prostranstvo sV G^{(1)} × G^{(2)}-invariantno, i, esli predstavlenie gruppy G^{(1)} × G^{(2)} na prostranstve V est~ π = π_1 ⊗ π_2 ( V = V^{π1} ⊗ V^{π2} ) , to predstavlenie gruppy G^{(1)} ×G^{(2)} na prostranstve sV est~ π_2 ⊗π_1. V silu vsego vyxeizloßennogo vozmoßny tri sluqaØ:

Sl. 1. π1 ≠ π2. V fftom sluqae matricy obrazu¸wih algebry

A v podhodØwem bazise prostranstva ⟨ V, sV ⟩ ime¸t vid:

(a) Π(g^{(1)} · h^{(2)}) = ( Π_1(g) ⊗ Π_2(h) O O Π_1(h) ⊗ Π_2(g) ) , (b) Π(u_1) = ( λ · E O O μ · E ) , (c) Π(u_2) = ( μ · E O O λ · E ) , (d) Π(s) = ( O E E O ) ,

(3.6)

K TEORII PREDSTAVLENI` SPLETENI` 237 gde Π – (zdes~ i dalee) rassmatrivaemoe matriqnoe predstavlenie algebry A na prostranstve ⟨ V, sV ⟩ , Π_1 i Π_2 – matriqnye predstavleniØ, sootvetstvu¸wie predstavleniØm π_1 i π_2, O – nulevaØ matrica, a E – ediniqnaØ. V fftom sluqae predstavlenie π vsegda neprivodimo.

Sl. 2. π1 = π2 = π0, m = dim π0, λ ±^{|G|}_m ≠ μ. Matricy obra-

zu¸wih algebry A v podhodØwem bazise prostranstva ⟨ V, sV ⟩ ime¸t vid:

(a) Π(g^{(1)} · h^{(2)}) = ( Π_1(g) ⊗ Π_2(h), O

O , Π_1(h) ⊗ Π_2(g) ) ,

(b) Π(u_1) = ( λ · E −^{|G|}_m · E O μ · E ) , (c) Π(u_2) = ( μ · E^{|G|}_m · E O λ · E ) , (d) Π(s) = ( O E E O ) , (3.7)

V fftom sluqae predstavlenie π takße neprivodimo. Zametim takße, qto v fftom sluqae λ ≠ μ t.k. inaqe matricy operatorov u_1 i u_2 ne diagonaliziru¸tsØ.

Sl. 3. π1 = π2 = π0, m = dim π0, λ ±^{|G|}_m = μ. V fftom sluqae

matricy obrazu¸wih algebry A v podhodØwem bazise prostranstva ⟨ V, sV ⟩ takße ime¸t vid (3.7), odnako predstavlenie π uße ne ØvlØetsØ neprivodimym, t.k. prostranstvo ⟨ V, sV ⟩ imeet mmernoe invariantnoe podprostranstvo.

Tem samym vse neprivodimye predstavleniØ algebry A opisany. Odnako bazis prostranstva ⟨ V, sV ⟩ , sostavlennyæ iz bazisov prostranstv V i sV nel~zØ nazvat~ naibolee udobnym. Rassmotrim operator: P^{def}= 1 √ 1 − ϱ^2

· (s + ϱ · τ ) (3.8)

gde, zdes~ i dalee

ϱ^{def}= |G| (dim π_0 · (λ − μ))

(3.9)

Togda prostranstvo P V G^{(1)} × G^{(2)}-invariantno i matricy obrazu¸wih algebry A (v Sl.2) v bazise {v^1_i ⊗ v^2_j , P (v^1_i ⊗ v^2_j )} (gde

238 I. A. PUXKAREV {v^i_1, . . . , v^i_m} – nekotoryæ bazis prostranstva V^π neprivodimogo predstavleniØ π gruppy G^{(i)}) ime¸t vid:

(a) Π^′(g^{(1)} · h^{(2)}) = ( Π_1(g) ⊗ Π_2(h) O O Π_1(h) ⊗ Π_2(g) ) , (b) Π^′(u_1) = ( λ · E O O μ · E ) ,

(c) Π^′(u_2) = ( μ · E O O λ · E ) ,

(d) Π^′(s) = −ϱ · E √ 1 − ϱ^2 · E √ 1 − ϱ^2 · E ϱ · E .

(3.10)

Esli ße my hotim ograniqit~sØ polem Q i dolßny pofftomu izbegat~ izvleqeniØ kvadratnogo kornØ, to vmesto operatora P sleduet rassmotret~ operator:

Q^{def}= (s + ϱ · τ ) (3.8)^′

qto privedet nas k matricam operatorov g^{(1)} · h^{(2)}, u_1, u_2 vida

(3.9)(a), (b), (c) i k matrice operatora s vida:

(d) Π^{′′}(s) = ( −ϱ · E , E ( 1 − ϱ^2 ) · E, ϱ · E ) , (3.10)^′

§4. Soderßatel~nye spiski i G-tablicy ınga Dannyæ paragraf soderßit po suwestvu tol~ko opredeleniØ i ØvlØetsØ podgotovkoæ k formulirovani¸ osnovnyh rezul~tatov.

Opredelenie 4. (a) Posledovatel~nost~ (a1, . . . , am) celyh qi-

sel nazovem soderßatel~noæ, esli ona udovletvorØet sledu¸wim trem usloviØm:

(i) a_1 = 0

(ii) ∀k ∈ [2 . . .m], a_k ≠ 0, ∃i < k : a_k − a_i = sign a_k; (iii) ∀k, l ∈ [1 . . .m], k < l, a_k = a_l = a ∃i, j ∈ [k . . . l] : a_i = a − 1, a_j = a + 1.

(4.1)

K TEORII PREDSTAVLENI` SPLETENI` 239 Mnoßestvo vseh soderßatel~nyh posledovatel~nosteæ dliny m oboznaqim Cont(m).

(b) Pust~ D – diagramma ınga, x – odna iz ee kletok, leßawaØ na pereseqenii i-toæ stroki i j-togo stolbca D. Soderßaniem kletki x nazovem raznost~:

c(x)^{def}= i − j. (4.2)

(c) Pust~ t – tablica ınga formy D. Poloßim c_t(i)^{def}= c(x), gde x – i-taØ kletka tablicy t.

Imeet mesto (sm. [1]):

Lemma 6. Posledovatel~nost~ ØvlØetsØ soderßatel~noæ togda i

tol~ko togda, kogda imeet vid (c_t(1), . . . , c_t(m)), gde t – nekotoraØ standartnaØ tablica ınga.

Opredelenie 5. (a) Pust~^^G – mnoßestvo klassov ffkvivalent-

nosti neprivodimyh predstavleniæ gruppy G, R – matrica (spisok) vida: R = ( π_1, π_2, . . . , π_n b_1, b_2, . . . , b_n ) , (4.3)

gde π_i ∈ ^G, b_i ∈ Z.

DlØ vsØkogo π ∈ ^G simvolom π(R) oboznaqim posledovatel~- nost~ celyh qisel: (dim π |G| b_{j1} , . . . , dim π |G| b_{jsπ} ) , (4.4)

gde j_1, . . . , j_{sπ} – takaØ podposledovatel~nost~ posledovatel~nosti

1, . . . , n, qto ∀i ∈ [1, . . . , s_π] π_{ji} = π i π_j ≠ π , esli j ≠ j_1, . . . , j_{sπ} .

(b) Spisok vida (4.3) nazovem soderßatel~nym, esli π ∈ ^G π(R) ∈ Cont(s_π ). Mnoßestvo vseh soderßatel~nyh spiskov dliny n oboznaqim CONT(n).

(c) Pust~ J – mnoßestvo vsevozmoßnyh diagramm ınga, ime¸- wih koneqnoe qislo kletok. G-diagrammoæ ınga nazovem funkci¸

D :^^G −→ J. Budem govorit~, qto G-diagramma D sostoit iz n

kletok, esli: ∑ π∈ b_G | |D (π)^{| def}=^|D^| = n. (4.5)

240 I. A. PUXKAREV

(d) Pust~ D – G-diagramma ınga, C(D ) – mnoßestvo ee kletok. G-tabliceæ ınga formy D nazovem biektivnoe sootvetstvie t:

C(D ) −→ [1, . . .|D |]; G-tablicu ınga nazovem standartnoæ, esli

nomera kletok vozrasta¸t vdol~ strok i stolbcov vseh diagramm ınga, vhodØwih v D. Esli i -taØ kletka tablicy soderßitsØ v

D (π), budem pisat~ rept(i) = π.

Iz lemmy 6 nemedlenno vytekaet:

Lemma 7. Spisok R = ( π_1, . . . , π_n b_1, . . . , b_n ) ØvlØetsØ soderßatel~-

nym togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet G-tablica ınga t takaØ, qto:

∀i ∈ [1, . . . , n] π_i = rep_t(i), b_i = |G| · c_t(i) dim π_i • §5. OsnovnaØ teorema

Pust~ V^π – prostranstvo neprivodimogo kompleksnogo predstavleniØ π gruppy G, W – podprostranstvo prostranstva V^π , ØvlØ¸weesØ prostranstvom neprivodimogo predstavleniØ ρ = ⊗^n_{i=1}ρ_i gruppy G^{(n)} = G^{(1)} × G^{(2)} × · · ·× G^{(n)}, gde ρ_i – neprivodimoe predstavlenie gruppy G^{(i)}, opisannu¸ situaci¸ budem korotko zapisyvat~ vyraßeniem W @ V^π. Soglasno (2.11)(e), operatory u_1 ≡ 0, u_2, . . . , u_n deæstvu¸t na W kak operatory umnoßeniØ na konstantu b_1 = 0, b_2, . . . , b_n ∈ C .

Opredelenie 6. Spisok R^π(W )^{def}= ( ρ_1, . . . , ρ_n b_1, . . . , b_n ) nazovem spek-

tral~nym spiskom prostranstva W . Poloßim:

SPEC_R(n)^{def}= {R^π(W ) : W @ V^π , π ∈ ^G}. (5.1)

Osnovnym tehniqeskim rezul~tatom nastoØweæ raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ:

Teorema 8._{SPECR(n) ⊂ CONT(n) ∀n ∈}

N. (5.2)

Dokazatel~stvo. Pri n = 1 vloßenie oqevidno. Pust~ ono do-

kazano pri n = 1, . . . k − 1; pokaßem, qto v fftom sluqae ono verno i pri n = k.

K TEORII PREDSTAVLENI` SPLETENI` 241 Pust~ R ∈ SPEC_R(k). Togda ∃π ∈ ^G, W @ V^π : R = R^π (W ).

Pofftomu, esli R = ( ρ_1, . . . , ρ_{k−1}, ρ_k b_1, . . . , b_{k−1}, b_k ) , to

R̀ = ( ρ_1, . . . , ρ_{k−1} b_1, . . . , b_{k−1} ) ∈ SPEC_R(k − 1) ⊂ CONT(k − 1).

Rassmotrim algebru A_k^{def}= ⟨ C [G^{(k−1)} × G^{(k)}], uk−1, uk, sk−1^⟩. Prostranstvo ⟨ W, s_{k−1}W ⟩ , oqevidno, A_k-invariantno. Zametim, qto my nahodimsØ v situacii, opisannoæ v §3.

Pust~ u_{k−1} = λ·Id_W , u_k = μ·Id_W (t.e. prostranstvo W sostoit iz obwih sobstvennyh vektorov operatorov u_{k−1} i u_k s sobstvennymi qislami λ i μ sootvetstvenno). Esli ρ_k ≠ ρ_{k−1} ili ρ_k = ρ_{k−1}, λ +^{|G|}_{dim ρk} ≠ μ , to, soglasno formulam (3.6) i (3.10), ∃Ẁ ⊂ ⟨ W, s_{k−1}W ⟩ , Ẁ @ V^π :

R^π (Ẁ ) = ( ρ_1, . . . , ρ_{k−2}, ρ_k, ρ_{k−1} b_1, . . . , b_{k−2}, b_k, b_{k−1} ) , sledovatel~no,

~R^{def}= ( ρ_1, . . . , ρ_{k−2}, ρ_k b_1, . . . , b_{k−2}, b_k ) ∈ SPEC_R(k − 1) ⊂ CONT(k − 1)

otkuda, nakonec, vytekaet: R ∈ CONT(k)

V sluqae ße, kogda ρ_k = ρ_{k−1}, λ +^{|G|}_{dim ρk} = μ , oqevidnym obrazom R ∈ CONT(k) •.

Zametim: esli W_1 @ V^π A W_2, ∃γ ∈ S_n < G_n : W_2 = γ · W_1, to R^π(W_1) i R^π (W_2) sootvetstvu¸t, v silu (3.6) i (3.9), G-tablicam ınga odinakovoæ formy D. Dalee, podgruppy S_n i G^n poroßda- ¸t gruppu G_n, pofftomu, esli W @ V^π, to S_n · W = V^π , t.e. π = πD v smysle opredeleniØ 7 (sm. niße). Nakonec, predstavleniØ πD, oqevidno, poparno-neffkvivalentny, ih koliqestvo ravno koliqestvu razliqnyh G-diagramm ınga,t.e. koliqestvu neprivodimyh predstavleniæ gruppy G_n tak qto:

(a) imeet mesto:

SPEC_R(n) = CON T (n) ∀n ∈ N. (5.3)

(b) opisany vse neprivodimye predstavleniØ gruppy G_n, imenno:

Opredelenie 7. Pust~ D – G-diagramma ınga, t – standartnaØ

G-tablica formy D, W^i – prostranstvo neprivodimogo predsta-

242 I. A. PUXKAREV vleniØ rep_t(i) gruppy G = G^{(i)}. Poloßim:

W_t^{def}= n⨂ i=1 W^i, gde n = |D|, (5.4)

V D def_=^⨁_{Wt, (5.5)}

gde summirovanie vedetsØ po vsem W_t, sootvetstvu¸wim standartnym G-tablicam formy D. Deæstvie fflementov gruppy G^n na prostranstvah W_t zadaetsØ samim opredeleniem poslednih; opredelim deæstvie obrazu¸wih s_1, . . . , s_{n−1} gruppy S_n na ffti prostranstva posredstvom formuly:

s_k · W_t^{def}=

W_t, esli k-aØ i (k + 1)-aØ kletki leßat v odnoæ stroke ili v odnom stolbce nekotoroæ diagrammy ınga, vhodØweæ v D . 1 r_{k,k}+1 Wt + √ 1 −^1_{(rk,k+1)2} W_{t(k,k+1)}, inaqe .

(5.6)

gde:

r_{k,k+1}^{def}= c_t(k + 1) − c_t(k),esli k-aØ i (k + 1)-aØ kletki leßat v odnoæ diagramme ınga, vhodØweæ v D

∞, inaqe .

(5.7)

Opisannoe (oqevidno, neprivodimoe) predstavlenie gruppy G_n oboznaqim πD. Sledu¸wiæ rezul~tat, po suwestvu, uße dokazan:

Teorema 9. VsØkoe neprivodimoe predstavlenie gruppy Gn imeet

vid πD dlØ nekotoroæ G-diagrammy ınga D, |D| = n. •

Pust~ D – G-diagramma ınga, π ∈ ^G. Mnoßestvo G-diagramm ınga, poluqaemyh udaleniem odnoæ iz kraænih kletok diagram-

my D (π), oboznaqim simvolom D ↓ π. Imeet mesto:

Teorema 10. Pust~ ϱ ∈^^G, ϱ ↓ Gn−1 – ograniqenie predstavleniØ

ϱ na gruppu G_{n−1}. Togda: ϱ ↓ G_{n−1} = ⨁ ρ∈ b_G dim ρ · ( ⨁ K∈D↓ρ^πK ) . • (5.8)

K TEORII PREDSTAVLENI` SPLETENI` 243 Pust~ { (Γ_i, D_i) } i∈I – semeæstvo graduirovannyh grafov, gde

Γ_i = ⋃ j∈N^{Γj}i^{– mnoßestva verxin; Γj}i^{– mnoßestvo verxin j-togo}

fftaßa i-togo grafa; D_i = ⋃ j∈N^{Dj,j+1}i^{– mnoßestva reber; Dj,j+1}i

– mnoßestvo reber i-togo grafa, soedinØ¸wih verxini j-togo i

(j + 1)-ogo fftaßeæ.

Opredelenie 8. (a) Dekartovym proizvedeniem^∏_{i∈I} (Γi, Di) se-

meæstva graduirovannyh grafov { (Γ_i, D_i) } i∈I nazyvaetsØ graduirovannyæ graf ( ^Γ_i, ^D_i), verxiny n-togo fftaßa kotorogo – sut~ semeæstva vida {v_i}_{I∈I} gde v_i ∈ Γ^{j(i)}_i , pri fftom ∑ i∈I j(i) = n. Verxiny {v_i}_{I∈I} i {w_i}_{I∈I} sootvetstvenno n-togo i (n + 1)- ogo fftaßeæ soedineny k rebrami togda i tol~ko togda, kogda ∃i_0 ∈ I : ∀i ∈ I \ {i_0} v_i = w_i i verxiny v_{i0} ≠ w_{i0} soedineny v (Γ_{i0} , D_{i0} ) toqno k rebrami.

(b) Nazovem n-kratnoæ rexetkoæ ınga graduirovannyæ graf Y_n), mnoßestvo verxin kotorogo est~ mnoßestvo vseh koneqnyh diagramm ınga, pri fftom dve verxiny v nem soedineny n rebrami togda i tol~ko togda, kogda soedineny rebrom v rexetke ınga Y.

(c) Pust~ A_0 ⊂ A_1 ⊂ A_2 ⊂ . . . ⊂ A_m ⊂ . . . est~ beskoneqnaØ vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ koneqnomernyh poluprostyh algebr. Grafom vetvleniØ (diagrammoæ Bratteli) fftoæ posledovatel~nosti nazovem graduirovannyæ graf (Γ = ⋃ i∈N^Γi^{, D =} ⋃ i∈N^Di,i+1^{), mnoßestvo verxin i-togo fftaßa kotorogo est~ mno-}

ßestvo ^A_i neprivodimyh predstavleniæ algebry A_i, pri fftom verxiny μ ∈ Γ_i = ^A_i i ν ∈ Γ_{i+1} = [A_{i+1} soedineny k rebrami togda i tol~ko togda, kogda

k = dim Hom_{Ai} (μ, ν ↓ A_i). (5.9)

Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ al~ternativnoæ formulirovkoæ teoremy 10:

Teorema 11. Diagramma Bratteli YG posledovatel~nosti al-

gebr C [G_1 ] ⊂ C [G_2] ⊂ . . . ⊂ C [G_m ] ⊂ . . . est~ graf

Y_G^{def}= ∏ ϱ∈ b_G Y_{dim ϱ}, (5.10)

inaqe govorØ Y_G, est~ proizvedenie n kratnyh rexetok ınga, gde n = # ^G, kratnosti kotoryh – sut~ razmernosti sootvetstvu¸- wih neprivdimyh predstavleniæ. •

244 I. A. PUXKAREV

Literatura

1. A. Okounkov, A. Vershik, A new approach to representation theory of symmetric groups. Vienna, Prep ESI 333 (1996).

2. S. Ariki, K. Koike, A Hecke algebra of Z/rZoSn and construction of its irreductible representations. Adv. in Math. 106 pp.216-243 (1994).

3. A. Ram, Seminormal representations of Weyl groups and Ivahori-Hecke algebras.

Prep. NSW (1995).

4. G. Murphy, A new costruction of Young’s seminormal representation of symmetric group. J. Algebra 69(1981). pp.267-291.

5. A. Jucys, Symmetric polynomial and the center of the symmetric group ring.

Rep. Math. Phys., 5(1974), pp.107-112.

6. G. James, A. Kerber, The representation theory of the symmetric group. Ch.4.

Addison-Wesley, 1981.

7. A. Vershik, Local algebras and a new version of Young’s orthogonal form.. Topics in Algebra, Banach center publications, vol. 26(2) PWN-Polish Scientific Publishers, Warsaw, 1990.

8. I. Macdonald, Symmetric functions and Hall polynomials. The second edition, Oxford University Press.

Pushkarev I. A. On the representation theory of wreath products of finite group and symmetric group.

Let G ≀ S_N be a wreath product of finite group G and symmetric gro/up S_N . The aim of this paper is to prove the branching theorem for the increasing sequence of finite groups G ≀ S_1 ⊂ G ≀ S_2 ⊂ . . . ⊂ G ≀ S_N ⊂ . . . and the analog of Young’s orthogonal form for this case, using the inductive approach,invented by A. Vershik and A. Okounkov for the case of symmetric group.

Postupilo 2 sentØbrØ 1996 S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet