Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

N. A. Sidorov

FUNKCI˚ “SUMMA CIFR” DL˚ NEKOTORYH NESTACIONARNYH SISTEM SQISLENI˚

§1. Vvedenie.

Pust~ Q = (q_n)1_{n=1} — strogo vozrasta¸waØ posledovatel~- nost~ natural~nyh qisel s q_1 = 1. Togda kaßdoe natural~noe n moßet byt~ predstavleno v vide n = k∑ j=1 ε_jq_j (1)

s k takim, qto q_k 6 n < q_{k+1} i s ε_k, ε_k�_1, . . . , ε_1, poluqennymi pri pomowi bystrogo algoritma, to est~

ε_k = [ n q_k ] , ε_j = [ n − ∑_k i=j+1 εiqi q_j ] , 1 6 j < k. (sm., napr., [1]). Nazovem mnoßestvo Q = (q_k)1 celoqislennoæ bazoæ, a ε_k, . . . , ε_1 — ciframi.

DlØ proizvol~noæ celoqislennoæ bazy cifry ne ØvlØ¸tsØ nezavisimymi. Naprimer, oqevidnym obrazom, 0 6 ε_j <^{qj+1}_{qj} dlØ l¸boæ bazy, no esli q_j opredelØ¸tsØ pri pomowi rekursii, i dlina sootvetstvu¸wego rekurrentnogo sootnoxeniØ bol~xe 1, to ime¸tsØ nekotorye dopolnitel~nye ograniqeniØ na posledovatel~nost~ cifr (sm., napr., [1]). Skaßem, esli Q est~ posledovatel~nost~ qisel Fibonaqqi, to ε_j ∈ {0, 1}, i ε_j ε_{j+1} = 0 dlØ l¸bogo j.

Pust~ natural~noe n predstavleno v vide (1). Poloßim s(n) = k∑ j=1 ε_j , i S(N ) = ∑ n<N s(n) Pri qastiqnoæ podderßke francuzskogo Fonda “Pro Mathematica”. 257

258 N. A. SIDOROV

dlØ l¸bogo natural~nogo N . Nazovem S(N ) funkcieæ “summa cifr” dlØ bazy Q.

Problema, postavlennaØ v naqale sorokovyh godov dlØ q_n =

p^n�^1, p ∈ N, sostoit v tom, qtoby poluqit~ asimptotiqesku¸

formulu dlØ S(N ). DlØ ukazannogo sluqaØ Mirski [3] (1949) dokazal, qto

S(N ) = p − 1 2 log p N log N + O(N ), N → ∞ i pokazal takße, qto qlen O(N ) ne moßet byt~ zamenen na o(N ). Tem ne menee, v 1975 godu Delanß [2] smog poluqit~ toqnoe vyraßenie dlØ O(N ) v fftom sluqae. A imenno,

S(N ) = p − 1 2 log p

N log N + N F ( log N log p ) , gde F — nekotoraØ nepreryvnaØ, nigde ne differenciruemaØ funkciØ perioda 1, kofffficienty Fur~e kotoroæ byli takße vyqisleny v [2].

Vposledstvii podobnye rezul~taty byli poluqeny dlØ “fibonaqqievoæ” sistemy sqisleniØ (Koke i Van Den Box, 1986) i dlØ bolee obwih baz Q. Odnako, bol~xinstvo avtorov rassmatrivali posledovatel~nosti q_k, udovletvorØ¸wie odnomu i tomu ße rekurrentnomu sootnoxeni¸ dlØ razliqnyh k. Grabner i Tixi (sm. [5, 6]) traktu¸t stacionarnost~ posledovatel~nosti q_n oqen~ xiroko (tak, v rabote [6] oni svØzali svo¸ sistemu sqisleniØ s proizvol~nym β > 1 i ego β-razloßeniem). DlØ baz podobnogo vida ih rezul~taty, po-vidimomu, ØvlØ¸tsØ nailuqximi. Kirxenhofer i Tixi [4] rassmatrivali sluqaæ sistemy sqisleniØ Kantora (takße nazyvaemoæ mixed radix ), dlØ kotoroæ

q_n = a_1 . . . a_n�_1, gde a_k ¿ 2 dlØ l¸bogo k. Oni vyveli asimpto-

tiqeskie formuly dlØ S(N ) v nekotoryh special~nyh sluqaØh, a imenno dlØ ograniqennoæ ili monotonnoæ posledovatel~nosti

a_n.

V nastoØweæ rabote my predstavlØem vozmoßnyæ sposob poluqeniØ asimptotiqeskih formul dlØ glavnogo qlena asimptotiki

S(N ) dlØ xirokogo klassa celoqislennyh baz. Poskol~ku izna-

qal~naØ cel~ dannoæ raboty zakl¸qalas~ v tom, qtoby poluqit~ podobnyæ rezul~tat dlØ razloßeniæ Ostrovskogo (sm. niße), my ograniqimsØ rassmotreniem ukazannogo sluqaØ, a takße nesloßnogo sluqaØ kantorovskoæ bazy v kaqestve model~nogo.

FUNKCI˚ “SUMMA CIFR” 259

§2. Obwiæ podhod Pust~ N = ∑_n k=1 ε_kq_k s ε_n > 0. V rabote [5] bylo pokazano, qto

dlØ proizvol~noæ bazy Q

S(N ) = n∑ k=1 ε_k ( S(q_k) + ε_k − 1 2 q_k ) + n�1_∑ k=1 (_n ∑ k+1 ε_j ) ε_kq_k. Lemma 2.1. Imeet mesto sledu¸waØ ocenka: n�1_∑ k=1 (_n ∑ k+1 ε_j ) ε_kq_k < N. Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ preobrazovanie AbelØ, my poluqa-

em dlØ n ¿ 3 (dlØ n = 2 utverßdenie oqevidno): n�1_∑ k=1 (_n ∑ k+1 ε_j ) ε_kq_k = ε_n(N − ε_nq_n) + n�2_∑ k=1 (_k ∑ 1 ε_j q_j ) ε_{k+1} <

< ε_nq_n + n�2_∑ 1 ε_{k+1}q_{k+1} = ε_nq_n + N − ε_nq_n − ε_1 < N.

Sledstvie 2.2. Imeem:

S(N ) = n∑ k=1 ε_kS(q_k) + 1 2 n∑ k=1 ε^2_kq_k + O(N ). (2)

Zdes~ i dalee my predpolagaem, qto suwestvuet posledovatel~nost~ koneqnyh rekurrentnyh sootnoxeniæ meßdu q_n vida

q_{n+1} = a^{(1)}_n q_n + a^{(2)}_n q_n�_1 + · · · + a^{(k)}_n q_n�_{k+1}, n ¿ k,

gde k moßet zaviset~ n, i a^{(1)}n ¿ . . . ¿ a^{(k)}n ¿ 1. Poloßim S_k :=

S(q_k).

Lemma 2.3. Posledovatel~nost~ Sn udovletvorØet sledu¸wim

rekurrentnym sootnoxeniØm:

S_{n+1} = a^{(1)}_n S_n + a^{(2)}_n S_n�_1 + · · · + a^{(k)}_n S_n�_{k+1} + R_n, (3)

260 N. A. SIDOROV gde R_n = 1 2 k∑ j=1 a^{(j)}_n (a^{(j)}_n − 1) q_n�_{j+1} + k∑ j=2 (_j�_1 ∑ i=1 a^{(i)}_n ) a^{(j)}_n q_n�_{j+1}. (4)

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ i naxemu predpoloßeni¸,

S_{n+1} = ∑ m<q_{n+1} s(m) = a^{(1)}_n q_n �1 ∑ 0 s(m) + a^{(1)}_n q_n +a^{(2)}_n q_n�_1 �1 ∑ a^{(1)}_n q_n s(m) + · · ·

+ q_{n+1} �1 ∑ q_{n+1} �a^{(k)}_n q_n�_{k+1} s(m) = k∑ j=1 S(a^{(j)}_n q_n�_{j+1}) + a^{(2)}_n a^{(1)}_n q_n�_1+

+ a^{(3)}_n (a^{(1)}_n + a^{(2)}_n )q_n�_2 + · · · + a^{(k)}_n

(_k�_1 ∑ j=1 a^{(j)}_n ) q_n�_{k+1} =

= k∑ j=1 a^{(j)}_n S_n�_{j+1} + 1 2 k∑ j=1 a^{(j)}_n (a^{(j)}_n − 1)q_n�_{j+1}+

+ k∑ j=2 (_j�_1 ∑ i=1 a^{(i)}_n ) a^{(j)}_n q_n�_{j+1}. •

Dalee neobhodimo predstavit~ pravu¸ qast~ formuly (2) v takom vide, qtoby ona Øvno zavisela ot N . Odnako, my ne stavim pered soboæ zadaqu izuqeniØ problemy v takoæ obweæ situacii i ograniqimsØ izuqeniem nesloßnyh no, vmeste s tem, soderßatel~nyh primerov. Naxim glavnym instrumentom budet opØt~-taki preobrazovanie AbelØ.

§3. Primery.

My rassmotrim dva osnovnyh primera, a imenno sistemy sqisleniØ Kantora i Ostrovskogo.

Razloßenie Kantora. Pust~ a1, a2, . . . — posledovatel~nost~

natural~nyh qisel, bol~xih 1. Pust~ q_1 = 1, q_n = a_1 . . . a_n�_1 dlØ

n ¿ 2. Togda razloßenie (1) nazyvaetsØ razloßeniem Kantora.

Zdes~ q_{n+1} = a_nq_n, S_{n+1} = a_nS_n +^{an}�^1_2 q_{n+1}. Poskol~ku S_1 = 0,

FUNKCI˚ “SUMMA CIFR” 261

legko pokazat~, qto

S_n =

(_n�_1 ∑ k=1 a_k − 1 2 ) q_n dlØ n ¿ 2. Togda iz (2) sleduet, qto

S(N ) = n∑ 1 (_k�_1 ∑ j=1 a_j − 1 2 ) ε_kq_k + 1 2 n∑ 1 ε^2_kq_k + O(N ) =

= (_n�_1 ∑ k=1 a_k − 1 2 ) N − n�1_∑ k=1 (_k ∑ 1 ε_j q_j ) a_k − 1 2 + 1 2 n∑ 1 ε^2_kq_k + O(N ).

Vsledstvie togo, qto ∑_n k=1 ε^2_kq_k 6 max (a_1, . . ., a_n)·N , i neravenstv n�1_∑ k=1 a_k k∑ 1 ε_j q_j < n�1_∑ k=1 a_kq_{k+1} < max(a_1, . . . , a_n�_1) · N,

spravedliva

Teorema 3.1. Esli vypolneno uslovie

max (a_1, a_2, . . . , a_n) = o (_n ∑ k=1 a_k ) , n → ∞, (∗) to S(N ) = ( 1 2 n�1_∑ k=1 (a_k − 1) ) · N + O(max (a_1, . . . , a_n) · N ).

Zameqanie. DannaØ teorema obobwaet sootvetstvu¸wiæ re-

zul~tat iz raboty [4], poluqennyæ dlØ ograniqennyh posledovatel~nosteæ {a_n}.

Razloßenie Ostrovskogo. Pust~ α — irracional~noe qislo

iz intervala (0, 1), a α = [a_1, a_2, . . .] — ego razloßenie v nepreryvnu¸ drob~. Qislitel~ i znamenatel~ n-oæ podhodØweæ drobi

p_n/q_n udovletvorØ¸t izvestnym sootnoxeniØm:

q_1 = 1, q_2 = a_1, q_{n+1} = a_nq_n + q_n�_1, n ¿ 2, p_1 = 0, p_2 = 1, p_{n+1} = a_np_n + p_n�_1, n ¿ 2.

262 N. A. SIDOROV

Poloßim Q = (q_n)1_{n=1}. Togda v razloßenii (1) cifry udovletvorØ¸t sledu¸wim markovskim zapretam (sm., napr., [1]): 0 6 ε1 6 a1 − 1, 0 6 εn 6 an, εn = an ⇒ εn�1 = 0, n ¿ 2. �to predstavlenie natural~nyh qisel bylo predloßeno Ostrovskim [9] i s togo vremeni razloßeniØ Ostrovskogo ispol~zovalis~ v razliqnyh celØh. Ih osnovnoe ispol~zovanie zakl¸qalos~ v izuqenii svoæstva discrepancy posledovatel~nosti ({nα})1 (sm., napr., [8] i ssylki tam ße). Nedavno ffto razloßenie bylo ispol~zovano dlØ arifmetiqeskogo predstavleniØ adiqeskoæ realizacii povorota okrußnosti na irracional~nyæ ugol (sm. [7]). Bolee toqno, buduqi popolnennym v estestvennyh topologi- Øh, razloßenie Ostrovskogo osuwestvlØet metriqeskiæ i topologiqeskiæ izomorfizm meßdu povorotom na ugol α i tak nazyvaemym adiqeskim sdvigom na markovskom kompakte dopustimyh posledovatel~nosteæ cifr ε_1, ε_2, . . ., opisannyh vyxe. Bolee podrobno — sm. [7].

Itak, iz uravneniæ (2)–(4) sleduet, qto dlØ bazy Ostrovskogo

S_{n+1} = a_nS_n + S_n�_1 + R_n, n ¿ 2, (5)

S_1 = 0, S_2 = 1 2 a_1(a_1 − 1), gde R_n = a_n ( a_n − 1 2 q_n + q_n�_1 ) . (6)

DlØ togo, qtoby rexit~ sistemu (5), my ispol~zuem Øvnu¸ formulu dlØ qastnogo rexeniØ neodnorodnogo raznostnogo uravneniØ (sm. [10], glavu V, uravnenie (30)). SleduØ ukazannoæ rabote, dlØ issleduemogo sluqaØ my voz~mem p_n i q_n v kaqestve bazisa dvumernogo prostranstva rexeniæ sootvetsvu¸wego odnorodnogo uravneniØ. Qastnoe rexenie ~S_n sistemy (5) moßet byt~ vybrano sledu¸wim obrazom: ~S_n = n�1_∑ k=1

| | p^k q^k p_n q_n | | | | p^k q^k p_{k+1} q_{k+1} | | R_k = n�1_∑ k=1 (−1)^k(p_kq_n − p_nq_k)R_k.

Poloßim α_m := |q_mα − p_m| = (−1)^{m+1}(q_mα − p_m) dlØ l¸bogo natural~nogo m i predstavim p_n v posledneæ formule v vide

FUNKCI˚ “SUMMA CIFR” 263 q_nα + (−1)^nα_n. Takim obrazom, my imeem: ~S_n = (_n�_1 ∑ k=1 (−1)^k(p_k − q_kα)R_k ) q_n + O(q_n),

tak kak α_n n�1_∑ k=1 q_kR_k < 1 2 α_n n�1_∑ k=1 a_kq_kq_{k+1} < 1 2 α_n n�1_∑ k=1 q^2_{k+1} <

< α_n(q^2_n + q^2_n�_1) < 2α_nq^2_n < 2q_n.

Nakonec, S_n = ~S_n + b_1q_n + b_2p_n dlØ nekotoryh podhodØwih konstant b_1, b_2. Naxa cel~ zakl¸qaetsØ v tom, qtoby, kak i v sluqae razloßeniæ Kantora, C_n ≍ n�1_∑ 1 a_k, gde C_n :=

∑_n�_1

k=1 R_kα_k, otkuda budet sledovat~, qto S_n = C_nq_n + O(q_n), n → ∞. Lemma 3.2. Imeet mesto sledu¸waØ ocenka: 1 16 n�1_∑ k=1 a_k < C_n < 1 2 n�1_∑ k=1 a_k. Dokazatel~stvo. 1. Po formule (6), Rk =^1_2 ak(qk+1 − qk + qk�1).

Togda R_kα_k <^1_2 a_kq_{k+1}α_k <^1_2 a_k, poskol~ku izvestno, qto

q_{k+1}α_k + q_kα_{k+1} = 1. (7)

2. DlØ dokazatel~stva nißneæ ocenki dostatoqno pokazat~, qto

R_jα_j + R_j�_1α_j�_1 > 1 16 (a_j + a_j�_1)

dlØ l¸bogo j ¿ 2. Imeem:

R_jα_j = a_j α_j 2 (q_{j+1} − q_j + q_j�_1) > a_j α_j 2 (q_{j+1} − q_j).

264 N. A. SIDOROV

Rassmotrim sledu¸wie sluqai:

(i) a_j ¿ 2, a_j�_1 ¿ 2. Zdes~ q_{j+1} − q_j = (a_j − 1)q_j + q_j�_1 ¿^1_2 q_{j+1},

otkuda R_jα_j >^{aj αj}_4 q_{j+1} >^1_8 a_j, ibo q_{j+1}α_j >^1_2 po formule (7). Analogiqno, R_j�_1α_j�_1 >^1_8 a_j�_1.

(ii) a_j ¿ 2, a_j�_1 = 1. DlØ fftogo sluqaØ R_jα_j + R_j�_1α_j�_1 > R_jα_j >^1_8 a_j ¿^{aj +aj}�^1_{16} .

(iii) a_j = 1, a_j�_1 ¿ 2. Dannyæ sluqaæ analogiqen predyduwe- mu. (iv) a_j = a_j�_1 = 1. Zdes~ q_{j+1} = q_j + q_j�_1 = 2q_j�_1 + q_j�_2 < 3q_j�_1,

i R_jα_j = q_j�_1α_j >^1_3 q_{j+1}α_j >^1_6 =^1_6 a_j , otkuda, nakonec,

R_jα_j + R_j�_1α_j�_1 > R_jα_j >^1_6 a_j =^1_{12} (a_j + a_j�_1).

Dokazatel~stvo zaverxeno.

Itak, my poluqili trebuemoe asimptotiqeskoe ravenstvo C_n ≍ ∑_n�_1

k=1 a_k, i, vsledstvie fftogo, S_n = C_nq_n + O(q_n), n → ∞. VernemsØ k ocenke sobstvenno S(N ). Itak, iz (2) sleduet, qto

S(N ) = n∑ k=1 C_kε_kq_k + 1 2 n∑ k=1 ε^2_kq_k + O(N ).

Predpoloßim, qto uslovie (∗) iz teoremy 3.1 vypolneno dlØ issleduemogo sluqaØ. Togda, ispol~zuØ preobrazovanie AbelØ, my poluqaem:

S(N ) = C_n · N + n�1_∑ k=1 (C_k − C_{k+1}) k∑ 1 ε_jq_j + O(max(a_1, . . . , a_n) · N ) =

= C_n · N + O(max(a_1, . . . , a_n) · N )

po lemme 3.2. Takim obrazom, my dokazali osnovnoæ rezul~tat dannoæ raboty.

Teorema 3.3.

(1) Esli irracional~noe α = [a_1, a_2, . . . ] udovletvorØet uslovi¸ (∗), to imeet mesto sledu¸waØ asimptotiqeskaØ formula dlØ S(N ):

S(N ) =

(_n�_1 ∑ k=1 R_kα_k ) · N + O( max_16_k6_n a_k · N ), (8)

FUNKCI˚ “SUMMA CIFR” 265 gde R_k = a_k 2 (q_{k+1} − q_k + q_k�_1), α_k = |q_kα − p_k|, k ∈ N.

(2) Glavnyæ qlen asimptotiqeskoæ formuly (8) rastet kak

(∑_n�_1 k=1 a_k ) · N . Sledu¸wie utverßdeniØ ØvlØ¸tsØ otvetami na vopros o povedeniii S(N ) v sluqae, esli uslovie (∗), vozmoßno, ne vypolnØetsØ.

Utverßdenie 3.4. I dlØ razloßeniØ Kantora, i dlØ razloßeniØ

Ostrovskogo (_n�_1 ∑ 1 a_k ) · N = O(S(N )) dlØ l¸bogo N ∈ N l¸byh parametrov (a_1, a_2, . . . ).

Dokazatel~stvo. Iz uravneniØ (2) sleduet, qto dostatoqno po-

kazat~, qto (_n�_1 ∑ 1 a_k ) · N = O (_n ∑ 1 C_kε_kq_k ) , qto, v svo¸ oqered~, sleduet iz neravenstv n∑ 1 C_kε_kq_k ¿ C_n · N > 1 16 (_n�_1 ∑ 1 a_k ) · N, spravedlivyh dlØ oboih razloßeniæ.

Utverßdenie 3.5.

(1) Esli posledovatel~nost~ (a_1, a_2, . . . ) takova, qto a_n = O( ∑_n�_1 1 a_k), to dlØ oboih razloßeniæ S(N ) ≍ (_n�_1 ∑ 1 a_k ) · N. (2) Esli, naprotiv, posledovatel~nost~ (a_1, . . .) udovletvorØet uslovi¸ α_n ≫

∑_n�_1

1 a_k, to dlØ l¸bogo iz dvuh rassmatrivaemyh razloßeniæ suwestvuet takoe N , qto S(N ) ≫ (_n�_1 ∑ 1 a_k ) · N.

266 N. A. SIDOROV

Dokazatel~stvo. (1) Kak bylo pokazano vyxe, dlØ oboih raz-

loßeniæ_n ∑ 1 C_kε_kq_k < C_n · N < 1 2 (_n�_1 ∑ 1 a_k ) · N, i po naxemu predpoloßeni¸, n∑ 1 ε^2_kq_k 6 max(a_1, . . . , a_n) = O

((_n�_1 ∑ 1 a_k ) · N ) . (2) Pust~ N takovo, qto ε_1 = a_1 − 1, ε_2 = a_2 − 1, . . . , ε_n = a_n − 1. Zdes~ n∑ 1 ε^2_kq_k > ε^2_nq_n = (a_n − 1)^2q_n > 1 4 a^2_nq_n > 1 8 a_nq_{n+1} >

> 1 8 a_n · N ≫ (_n�_1 ∑ 1 a_k ) · N. • Zakl¸qitel~nye zameqaniØ. Avtor nadeetsØ, qto metod, opi-

sannyæ vyxe, moßet byt~ primenen k klassu baz Q, rassmotrennyh v [1], to est~ k bazam s

q_{n+1} = a_nq_n + b_1q_n�_1 + · · · + b_s�_1q_n�_{s+1}, n ¿ s,

gde s, b_1, . . . , b_s�_1 — konstanty, a a_n mogut razliqat~sØ (i, kak obyqno, a_n ¿ b_1 ¿ . . . ¿ b_s�_1 dlØ kaßdogo n). OsnovnaØ tehniqeskaØ trudnost~ zdes~ sostoit v tom, kak predstavit~ rexenie sootvetstvu¸wego neodnorodnogo diskretnogo uravneniØ dlØ S_n v takom vide, qtoby stalo vozmoßnym dokazat~ rezul~tat, podobnyæ lemme 3.2. My planiruem vernut~sØ k fftomu voprosu v posledu¸wih rabotah.

Blagodarnost~. Avtor vyraßaet blagodarnost~ A. Verxiku za

postanovku zadaqi, a takße P. Liarde i P. Grabneru za detal~- nye ob¨ØsneniØ. Avtor priznatelen ȷ. M. D¸monu, s kotorym soderßanie nastoØweæ stat~i obsußdalos~ vo vremØ ego prebyvaniØ v Sankt-Peterburge.

Spisok literatury:

1. A. Fraenkel, Systems of numeration. — Amer. Math. Monthly 92 (1985), 105–114.

FUNKCI˚ “SUMMA CIFR” 267

2. H. Delange, Sur la fonction sommatoire de la fonction ”somme de chiffres”. — Enseign. Math. 21 (1975), 31–47.

3. L. Mirsky, A theorem on representaions of integer in the scale of r. — Scripta Math. 15 (1949), 11–12.

4. P. Kirschenhofer and R. Tichy, On the distribution of digits in Cantor representation of integers. — J. Number Th. 18 (1984), 121–134.

5. P. Grabner and R. Tichy, Contributions to digit expansions with respect to linear recurrences. — J. Number Theory 36 (1990), 160–169.

6. P. Grabner and R. Tichy, ff-expansions, linear recurrences, and the sum-of-digits function. — Manuscr. Math. 70 (1991), 311–324.

7. A. Verxik, N. Sidorov, Arifmetiqeskie razloßeniØ, associirovannye s povorotom okrußnosti i nepreryvnymi drobØmi. — Algebra i analiz 5 (1993), 97–115.

8. J. Schoissengeier, On the discrepancy of nff. — Acta Arithm. 44 (1984), 241–279. 9. A. Ostrowski, Bemerkungen zur Theorie der Diophantischen Approximationen.

— Abh. Math. Sem. Hamburg Univ. 1 (1922), 77–98.

10. A. Gel~fond, Isqislenie koneqnyh raznosteæ. M., ”Nauka”, 1967.

Sidorov N. A. Sum-of-digits function for certain non-stationary bases. We introduce a new approach to the study of sum-of-digits functions for integral non-stationary bases and apply it to certain classical examples, namely to the Cantor and Ostrowski number systems.

Postupilo 3 i¸nØ 1996g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN