Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 240, 1997 g.

N. V. Cileviq RASPREDELENIE SREDNEGO ZNAQENI˚ DL˚ NEKOTORYH SLUQA`NYH MER 1. Postanovka zadaqi i formulirovka rezul~tata. Pust~ τ

– proizvol~noe veroØtnostnoe raspredelenie na otrezke [0, 1]. Rassmotrim sluqaænu¸ diskretnu¸ veroØtnostnu¸ meru F = ∞∑ i=1 P_iδ_{Xi} , (1.1)

gde X = (X_1, X_2, . . . ) – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s obwim raspredeleniem τ , a P = (P_1, P_2, . . . ) ∈

Σ = {Y = (Y_1, Y_2, . . . ) : Y_i ¿ 0, ∑ Y_i 6 1} – sluqaænaØ posledovatel~nost~ nagruzok – nezavisima ot X i imeet raspredelenie GEM(1), zadavaemoe prosteæxim processom lomaniØ palki: vybiraem qislo P_1, ravnomerno raspredelennoe na [0, 1]; zatem qislo P_2, ravnomerno raspredelennoe na “ostavxeæsØ” qasti otrezka – t.e. na [0, 1 − P_1] i tak dalee: P_n ravnomerno raspredeleno na

[0, 1 − P_1 − . . . − P_{n−1}]. Takim obrazom,

P_n = W_n(1 − W_1) . . . (1 − W_{n−1}), (1.2)

gde W_1, W_2, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, ravnomerno raspredelennyh na otrezke [0, 1].

PostroennaØ mera nazyvaetsØ sluqaænoæ meroæ Dirihle s parametriqeskoæ meroæ τ i oboznaqaetsØ D(τ ). Sluqaænu¸ meru (1.1) udobno takße zapisyvat~ v vide F = ∞∑ i=1 P̃_iδ_{Xi} , (1.3)

gde^~P_1 ¿^~P_2 ¿ . . . – perestanovka fflementov posledovatel~nosti

(P_i) v nevozrasta¸wem porØdke.

Rassmotrim funkcional srednego znaqeniØ ∫ xdF (x) dlØ F ∈ D(τ ) i oboznaqim qerez μ raspredelenie fftogo funkcionala. V

Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI 96-01-00676. 268

RASPREDELENIE SREDNEGO ZNAQENI˚ 269 rabote [2] bylo dokazano, qto ishodnaØ mera τ i poluqennaØ mera μ svØzany zameqatel~nym sootnoxeniem ∫ dμ(u) z − u = exp ∫ ln 1 z − u dτ (u), z ∈ C \ R. (1.4) Pust~ teper~ α, θ – dva vewestvennyh parametra. Rassmotrim obobwennu¸ model~, v kotoroæ poloßeniØ nagruzok X_1, X_2, . . . vybira¸tsØ tak ße, kak i ran~xe, a veliqiny nagruzok stroØtsØ s pomow~¸ nestacionarnogo processa lomaniØ palki (modeli ostatoqnogo raspredeleniØ): sluqaænaØ veliqina W_j v predstavlenii (1.2) imeet beta-raspredelenie B(1 − α, θ + jα) s plotnost~¸_{Γ(1 +} θ + (j − 1)α) Γ(1 − α)Γ(θ + jα) t^{−α}(1 − t)^{θ−1+jα}, t ∈ [0, 1]. (1.5)

Poluqennu¸ sluqaænu¸ meru budem oboznaqat~ qerez D(τ, α, θ) i nazyvat~ obobwennoæ meroæ Dirihle. Oblast~ dopustimyh parametrov est~ ob¨edinenie mnoßestv {(α, θ) : 0 6 α < 1, θ > −α} i {(α, −mα), α < 0, m ∈ N}. (1.6) Pust~ μ – raspredelenie srednego ∫ xdF (x) dlØ F ∈ D(τ, α, θ). V fftoæ stat~e my dokazyvaem formulu, obobwa¸wu¸ (1.4). Pri α, θ ≠ 0 ona imeet vid ( ∫ (z − u)^{−θ}dμ(u))^{− 1θ} = ( ∫ (z − u)^αdτ (u))^{1α} , z ∈ C \ R. (1.7) Avtor blagodarit S. V. Kerova za postanovku zadaqi, ssylki na literaturu i mnogoqislennye poleznye obsußdeniØ.

2. Klassiqeskiæ process Dirihle. Klassiqeskiæ process Di-

rihle (sootvetstvu¸wiæ parametru α = 0) byl vveden Ferg¸- sonom ([3]) s pomow~¸ sledu¸wego aksiomatiqeskogo opredeleniØ. Pust~ snaqala β – poloßitel~naØ diskretnaØ mera, ime¸- waØ nagruzki β_1, . . . , β_n v toqkah z_1, . . . , z_n. Mnoßestvo diskretnyh veroØtnostnyh mer s nagruzkami v z_1, . . . , z_n estestvennym obrazom otoßdestvlØetsØ s simpleksom Δ_n = {x = (x_1, . . . , x_n) : x_i ¿ 0, ∑ x_i = 1}. Rassmotrim na Δ_n t.n. raspredelenie Dirihle D(β_1, . . . , β_n), ime¸wee plotnost~

Γ(β_1 + . . . + β_n)

Γ(β_1) . . . Γ(β_n) x^{β1−1}_1 . . . x^{βn−1}_n

270 N. V. CILEVIQ po mere Lebega dx_1 . . . dx_{n−1}. SluqaænaØ mera F = ∑_n i=1 P_iδ_{zi} , gde P = (P_1, . . . , P_n) ∈ Δ_n imeet raspredelenie D(β_1, . . . , β_n), nazyvaetsØ processom Dirihle s parametrom β. DlØ proizvol~noæ koneqnoæ poloßitel~noæ mery β na otrezke [0, 1] sluqaænaØ mera F imeet raspredelenie D(β), esli dlØ l¸bogo koneqnogo razbieniØ

[0, 1] = A_1 ∪. . .∪A_n vektor (F (A_1), . . . , F (A_n)) imeet raspredelenie

Dirihle na Δ_n s parametrami (β(A_1), . . . , β(A_n)). (Sm. takße [8], gl. 9.) Ferg¸son pokazal, qto sluqaænaØ mera Dirihle predstavlØetsØ v vide (1.3) dlØ opisannoæ konstrukcii s parametrami

(ν, 0, θ), gde θ est~ polnaØ massa mery β, a ν = β/θ. V fftom sluqae

process lomaniØ palki stacionaren – vse W_i ime¸t odinakovoe raspredelenie s plotnost~¸ θ(1 − x)^{θ−1}. ZadavaemaØ fftim processom mera na simplekse Σ nazyvaetsØ GEM-raspredeleniem s parametrom θ, a ee monotonizaciØ (t.e. raspredelenie uporØdoqennoæ perestanovki (^~P_i) na simplekse monotonnyh posledovatel~nosteæ) est~ znamenitoe raspredelenie Puassona–Dirihle P D(θ). So sluqaænymi merami udobno rabotat~ v terminah vyborok.

Vyborkoæ iz sluqaænogo raspredeleniØ nazyvaetsØ posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin, kotoraØ poluqaetsØ s pomow~¸ sledu¸weæ dvustupenqatoæ procedury: snaqala my vybiraem realizaci¸ sluqaænoæ mery, a zatem – posledovatel~nost~ nezavisimyh veliqin s vybrannym na pervom xage raspredeleniem. Takie posledovatel~nosti oblada¸t svoæstvom perestanovoqnoæ invariantnosti (exchangeability), kotoroe sostoit v tom, qto sovmestnye raspredeleniØ posledovatel~nosti invariantny otnositel~no l¸byh koneqnyh perestanovok ee fflementov. Soglasno klassiqeskoæ teoreme de Finetti, l¸baØ invariantnaØ otnositel~no perestanovok posledovatel~nost~ est~ vyborka iz nekotoroæ sluqaænoæ mery, odnoznaqno opredelØemoæ fftoæ posledovatel~nost~¸.

V stat~e [1] predloßena konstrukciØ, pozvolØ¸waØ stroit~ vyborku iz raspredeleniØ D(β) – tak nazyvaemaØ urnovaØ shema Blffkufflla–Makkuina:

(1) X_1 imeet raspredelenie^β_{‖β‖} ;

(2) uslovnoe raspredelenie X_{n+1} pri uslovii, qto zadany veliqiny X_1, . . . , X_n, ravno^{βn}_{‖βn ‖} , gde β_n = β + ∑_n i=1 δ_{Xi} .

Zdes~ ‖β‖ oboznaqaet polnu¸ massu mery β.

RASPREDELENIE SREDNEGO ZNAQENI˚ 271 Variantom urnovoæ shemy ØvlØetsØ konstrukciØ kitaæskogo restorana (sm. [2]). DlØ vyborki iz processa Dirihle s parametrom β = θν, θ = ‖β‖ ona opisyvaetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ imeetsØ beskoneqno mnogo kruglyh stolov, za kaßdym iz kotoryh moßet razmestit~sØ beskoneqno mnogo l¸deæ. Snabdim ffti stoly metkami x_1, x_2, . . . , vybiraØ ih nezavisimo raspredelennymi po mere ν. Pervyæ qelovek saditsØ za pervyæ stol. Pust~ uße razmeweny n qelovek. Oqerednoæ posetitel~ saditsØ s veroØtnost~¸^θ_{n+θ} za pervyæ nezanØtyæ stol, a s veroØtnost~¸^1_{n+θ} zanimaet mesto sprava ot i-go uße sidØwego qeloveka (i = 1, . . . , n). Poloßim X_i ravnym metke stola, za kotorym sidit i-æ posetitel~. PoluqennaØ posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin X_1, X_2, . . . est~ vyborka iz raspredeleniØ D(β).

Zametim, qto moßno traktovat~ nomera l¸deæ, sidØwih za odnim stolom na n-m xage, kak cikl perestanovki π ∈ S_n, tak qto poputno my zadali mery M^n_θ na simmetriqeskih gruppah S_n, priqem

M^n_θ (π) = θ^{c(π)} θ(θ + 1) . . . (θ + n − 1)

, (2.1)

gde c(π) – qislo ciklov perestanovki π ∈ S_n. �ti mery nazyva- ¸tsØ merami ıvensa s parametrom θ > 0, oni igra¸t vaßnu¸ rol~ v kombinatorike i priloßeniØh. Zametim, qto M^n_1 est~ mera Haara na S_n.

3. Obobwennyæ process Dirihle. S. V. Kerov ([5]) i Dß. Pit-

man ([11]) nezavisimo predloßili obobwenie konstrukciæ, privodØwih k meram Dirihle. V terminah predstavleniæ tipa (1.4) oni oznaqa¸t rassmotrenie sluqaænyh mer vida F = ∑ P̃_iδ_{Xi} + (1 − ∑ P̃_i)τ, (3.1)

gde {X_i} – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s raspredeleniem τ , a vektor^~P = (^~P_1,^~P_2, . . . ) imeet proizvol~noe raspredelenie na simplekse

Σ̃ = {Y = (Y_1, Y_2, . . . ) : Y_1 ¿ Y_2 ¿ . . . ¿ 0, ∑ Y_i 6 1}. Dß. Pitman opisal sootvetstvu¸wie urnovye shemy. My privedem obobwennu¸ model~ kitaæskogo restorana, prinadleßawu¸ S. V. Kerovu ([5]). Parametrom fftoæ modeli, krome vero- Øtnostnoæ mery τ , slußit semeæstvo mer M^n na simmetriqeskih

272 N. V. CILEVIQ gruppah S_n, udovletvorØ¸wih uslovi¸ invariantnosti otnositel~no vnutrennih avtomorfizmov (t.e. nagruzka perestanovki zavisit tol~ko ot dlin ee ciklov) i uslovi¸ soglasovannosti v sledu¸wem smysle: dlØ l¸boæ perestanovki π ∈ S_n

M^n(π) = ∑ σ^0 =π

M^{n+1}(σ), (3.2)

gde summa beretsØ po vsem perestanovkam σ ∈ S_{n+1}, takim qto π poluqaetsØ iz σ vyqerkivaniem fflementa n + 1 iz ego cikla. Kak i preßde, snabdim stoly sluqaænymi metkami x_i, vybiraØ ih nezavisimo raspredelennymi po mere τ . Obobwennoe pravilo dlØ razmeweniØ posetiteleæ restorana imeet sledu¸wiæ vid. Pervyæ qelovek saditsØ, kak i ranee, za pervyæ stol. Pust~ uße sidØwie n qelovek obrazu¸t perestanovku π_n ∈ S_n. Posle togo, kak zaæmet svoe mesto (n + 1)-æ posetitel~, poluqitsØ perestanovka π_{n+1} ∈ S_{n+1}, takaØ qto π^′_{n+1} = π_n. Poloßim veroØtnost~ poluqeniØ takoæ perestanovki ravnoæ M^{n+1}(π_{n+1})/M^n(π_n). Kak i ranee, voz~mem X_i ravnym metke stola, za kotorym sidit i-æ posetitel~. UsloviØ, naloßennye na semeæstvo mer M^n, obespeqiva¸t invariantnost~ poluqennoæ posledovatel~nosti {X_i} otnositel~no perestanovok. Pofftomu ona budet zadavat~ nekotoru¸ sluqaænu¸ meru F . Oboznaqim ee D(τ, {M^n}).

Vopros o svØzØh urnovyh shem i modeleæ kitaæskogo restorana s predstavleniØmi (3.1) rexaetsØ v ramkah kingmanovskoæ teorii sluqaænyh razbieniæ (sm. [6], [7]).

Pust~ μ – raspredelenie srednego znaqeniØ ∫ xdF (x) dlØ F ∈ D(τ, {M^n}). V rabote [5] privedena formula, svØzyva¸waØ momenty mer μ i τ .

Teorema ([5], teorema 4.2.2). Pust~ hn =^∫ u^ndμ(u) i pn = ∫ u^ndτ (u) – momenty mer μ i τ . Imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie: h_n = ∑ π∈S_n M^n(π) ∏ j¿1^p

r_j (π)

j , n = 1, 2, . . . (3.3)

gde r_j(π) – koliqestvo ciklov perestanovki π, ime¸wih dlinu j.

V rabotah [10],[12] bylo pokazano, qto mery Puassona– Dirihle P D(θ) estestvennym obrazom vkl¸qa¸tsØ v dvuparametriqeskoe semeæstvo P D(α, θ), poluqaemoe s pomow~¸ modeli ostatoqnogo raspredeleniØ, opisannoæ v punkte 1: pust~ {W_i}

RASPREDELENIE SREDNEGO ZNAQENI˚ 273 – nezavisimye sluqaænye veliqiny na otrezke [0, 1], priqem W_i imeet beta-raspredelenie B(1 − α, θ + iα); rassmotrim posledovatel~nost~ P_i = W_i ∏_{i−1} j=1(1 − W_j). Mera P D(α, θ) est~ raspre-

delenie vektora {^~P_i}, gde^~P_1 ¿^~P_2 ¿ . . . – perestanovka {P_i} v nevozrasta¸wem porØdke. Oblast~ dopustimyh parametrov est~ mnoßestvo (1.6).

Pust~ τ – proizvol~naØ veroØtnostnaØ mera na otrezke [0, 1], α, θ – dopustimye parametry. Sluqaænu¸ meru F = ∑_∞ i=1 P̃_j δ_{Xj} ,

gde X – posledovatel~nost~ nezavisimyh veliqin s obwim raspredeleniem τ , a vektor^~P nezavisim ot X i^~P ∈ P D(α, θ), budem nazyvat~ obobwennoæ meroæ Dirihle D(τ, α, θ).

Sootvetstvu¸wee semeæstvo mer na simmetriqeskih gruppah M^n_{α,θ} zadaetsØ sledu¸weæ formuloæ: M^n_{α,θ}(π) = (θ + α)(θ + 2α) . . . (θ + (k − 1)α)

[θ + 1]_{n−1} ∏ j¿1 ( [1 − α]_{j−1} (j − 1)! )_{rj} , (3.4) gde k = c(π) – qislo ciklov π, r_j – koliqestvo ciklov π, ime¸wih dlinu j, [x]_m = x(x + 1) . . . (x + m − 1) – simvol Pohgammera.

Takim obrazom, vyborka iz D(τ, α, θ) stroitsØ po sledu¸wemu pravilu. Vybiraem {x_i} – posledovatel~nost~ nezavisimyh veliqin s raspredeleniem τ . Polagaem X_1 = x_1. Pust~ uße postroeny n fflementov X_1, . . . , X_n, i iz nih n_j ime¸t znaqenie x_j, j = 1, . . . , k. Togda uslovnoe raspredelenie X_{n+1} pri uslovii, qto zadany veliqiny X_1, . . . , X_n, ravno k∑ j=1 n_j − α θ + n δ_{xj} + θ + kα θ + n δ_{xk+1} . (3.5)

Predel~nym znaqeniØm parametrov otveqa¸t sledu¸wie she- my. 1. Esli α = 1, θ > −1, to M^n_{1,θ} est~ del~ta-mera v toßdestvennoæ perestanovke, pofftomu X_i = x_i – nezavisimye veliqiny s raspredeleniem τ , t.e. D(τ, 1, θ) s veroØtnost~¸ 1 sovpadaet s τ (v predstavlenii (3.1) vse^~P_i = 0 p.n.).

2. Esli θ = −α, 0 < α < 1, to M^n_{α,−α} sosredotoqena na perestanovkah, ime¸wih rovno odin cikl. Ots¸da X_i = x_1 pri vseh i, t.e. D(τ, α, −α) est~ δ_x, gde x imeet raspredelenie τ (^~P_1 = 1 p.n.). To ße verno dlØ θ → ∞, α ¿ 0.

274 N. V. CILEVIQ

3. Esli m = −^θ_α ∈ N fiksirovano, α → −∞, θ → ∞, to M^n_{−∞,m∞} = 1 ∏ i¿1^{((i − 1)!)ri ·} m(m − 1) . . . (m − k + 1) m^n , (3.6)

i v formule (3.5) uslovnoe raspredelenie X_{n+1} pri zadannyh znaqeniØh X_1, . . . , X_n prinimaet vid k∑ j=1 1 m δ_{xj} + m − k m δ_{xk+1} . (3.7)

V fftom sluqae v predstavlenii (3.1)^~P_i = 1/m, i 6 m, t.e. F = m∑ i=1 1 m δ_{Xi} = 1 m m∑ i=1 δ_{Xi} . (3.8)

4. Formula raspredeleniØ srednego znaqeniØ po D(τ, α, θ). Teorema. Pust~ τ – veroØtnostnaØ mera na otrezke [0, 1], (α, θ)

– dopustimye parametry, F ∈ D(τ, α, θ). Pust~ mera μ est~ raspredelenie funkcionala srednego znaqeniØ ∫ xdF (x). Togda μ i τ svØzany sootnoxeniem

(1) pri α, θ ≠ 0 ( ∫ (z − u)^{−θ}dμ(u))^{− 1θ} = ( ∫ (z − u)^αdτ (u))^{1α} , z ∈ C \ R; (4.1)

(2) pri θ = 0 exp ∫ ln(z − u)^αdμ(u) = ∫ (z − u)^αdτ (u), z ∈ C \ R; (4.2) (3) pri α = 0 ∫ (z − u)^{−θ}dμ(u) = exp ∫ ln(z − u)^{−θ}dτ (u), z ∈ C \ R. (4.3)

V dokazatel~stve teoremy my ispol~zuem sledu¸wee utverßdenie.

RASPREDELENIE SREDNEGO ZNAQENI˚ 275

Lemma ([9], primer I.2.11). Pust~ f(t) = ∞∑ n=1 f_nt^n n! , g(t) = ∞∑ n=1 g_nt^n n! (4.4)

– formal~nye stepennye rØdy. Rassmotrim kompozici¸ H(t) = f(g(t)) i ee razloßenie v stepennoæ rØd H(t) = ∑_∞ n=1 H_nt^n/n!. Togda kofffficienty H_n ime¸t vid

H_n = n∑ k=1 f_kB_{n,k}(g), (4.5) gde B_{n,k} ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami ot kofffficientov rØda g. Pri fftom imeet mesto sledu¸waØ formula: B_{n,k} = ∑ λ n! ∏ i¿1^ri^{!(i!)ri} ∏ i¿1^g r_i i , (4.6)

gde summirovanie vedetsØ po vsem razbieniØm λ qisla n, ime¸wim rovno k slagaemyh, a r_j est~ koliqestvo slagaemyh λ, ravnyh j.

Nam budet udobnee ispol~zovat~ variant formuly (4.6), v kotorom summirovanie vedetsØ po fflementam simmetriqeskoæ gruppy S_n. Poskol~ku dlØ proizvol~nogo razbieniØ λ qisla n koliqestvo perestanovok, ime¸wih ciklovu¸ strukturu λ, est~

z_λ = n! ∏ i¿1^{ri!iri ,} (4.7)

to (4.5) moßno zapisat~ v vide

H_n = ∑ π∈S_n f_k ∏ i¿1 ( g_i (i − 1)! )_{ri} , (4.8)

gde k – qislo ciklov perestanovki π, a r_j – koliqestvo ciklov π, ravnyh j.

Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ hn =^∫ u^ndμ(u), pn =^∫ u^ndτ (u)

– momenty mer μ i τ sootvetstvenno. Po formule (3.3) h_n = ∑ π∈S_n M^n_{α,θ}(π) ∏ j¿1^p r_j j =

= ∑ π∈S_n (θ + α) . . . (θ + (k − 1)α) [θ + 1]_{n−1} · ∏ ([1 − α]_{j−1} (j − 1)! )_{rj} ∏ p^{rj}_j . (4.9)

276 N. V. CILEVIQ Pust~ α, θ ≠ 0. Togda (4.9) moßno zapisat~ v vide

h_n = ∑ π∈S_n [^θ_α ]_k [θ]_n ∏ j¿1 ( −[−α]_jp_j (j − 1)! )_{rj} . (4.10)

Oboznaqim f_k = [^θ_α ]_k, g_j = −[−α]_jp_j , H_n = [θ]_nh_n (k, j, n ¿ 1). Togda (4.10) primet vid

H_n = ∑ π∈S_n f_k ∏ ( g_j (j − 1)! )_{rj} . (4.11)

No ffta formula v toqnosti sovpadaet s (4.8), pofftomu dlØ funkciæ f(z) = ∑_∞ k=1 f_k k! z^k, g(z) = ∑_∞ k=1 g_k k! z^k i H(z) = ∑_∞ k=1 H_k k! z^k vypolneno sootnoxenie H(z) = f(g(z)). (4.12) Ostalos~ vyqislit~ funkcii f, g, i H. Netrudno ubedit~sØ, qto f(z) = (1 − z)^{− θα} − 1; g(z) = − ∞∑ k=1 [−α]_k k! p_kz^k = − ∞∑ k=1 [−α]_k k! z^k ∫ u^kdτ (u) = = 1 − ∫ (1 − zu)^αdτ (u); H(z) = ∫ (1 − zu)^{−θ}dμ(u) − 1.

(4.13)

PodstavlØØ ffti vyraßeniØ v formulu (4.12) i zamenØØ z na^1_z , poluqaem iskomoe sootnoxenie.

V sluqae θ = 0 imeem

h_n = ∑ π∈S_n (k − 1)! α(n − 1)! ∏ ( −[−α]_jp_j (j − 1)! )_{rj} , (4.14)

tak qto (4.11) vypolneno dlØ H_n = α(n − 1)!h_n, f_k = (k − 1)!, g_j = −[−α]_jp_j. Sootvetstvu¸wie funkcii H(z) = − ∫ ln(1 − uz)^αdμ(u), f(z) = ln(1 − z), g(z) = 1 − ∫ (1 − zu)^αdτ (u). PodstavlØØ ffti vyra-

ßeniØ v (4.12), poluqaem nußnu¸ formulu.

Sootnoxenie dlØ α = 0 privedeno v [5]. DlØ polnoty ukaßem sootvetstvu¸wie formuly:

h_n = ∑ π∈S_n 1 [θ]_n ∏ (θp_j )^{rj} , (4.15)

RASPREDELENIE SREDNEGO ZNAQENI˚ 277 tak qto H_n = [θ]_nh_n, f_k = 1, g_j = θp_j (j − 1)!, t.e. H(z) = ∫_{dμ(u)} (1−zu)^θ ,

f(z) = e^z , g(z) = ∫ ln^1_{(z−u)θ} dτ (u), otkuda sleduet iskomoe sootno-

xenie.

ZameqaniØ. 1. Na pervyæ vzglØd, ne Øsno, qto pravaØ qast~ for-

muly (4.1) stremitsØ k pravoæ qasti (4.3) pri α → 0. No ffto netrudno uvidet~, t.k. 1 α ln ∫ ( 1 − u z )_α dτ (u) = 1 α ln ∫ ( 1 + α ln ( 1 − u z ) + o(α^2) ) dτ (u) = = 1 α ln ( 1 + α ∫ ln ( 1 − u z ) dτ (u) + o(α^2) ) → ∫ ln ( 1 − u z ) dτ (u). 2. Pri predel~nyh znaqeniØh parametrov rassmatrivaemoe sootnoxenie prinimaet sledu¸wu¸ formu.

(1) Pri α = 1, θ > −1 formula (4.1) daet ( ∫ (z − u)^{−θ}dμ(u))^{− 1θ} = ∫ (z − u)dτ (u) = z − p_1, (4.16)

otkuda μ est~ del~ta-mera v p_1. �to sootvetstvuet tomu, qto D(τ, 1, θ) ravna τ poqti navernoe.

(2) Pri θ = −α, 0 < α < 1 (4.1) obrawaetsØ v toßdestvo, otkuda poluqaem, qto μ = τ . Deæstvitel~no, v fftom sluqae D(τ, α, −α) est~ δ_x, gde x raspredeleno po mere τ , tak qto raspredelenie srednego sluqaænoæ mery sovpadaet s τ .

(3) Pri m ≡ −^θ_α ∈ N, α → −∞, θ → ∞, ispol~zuØ (3.6) i rassußdeniØ analogiqnye dokazatel~stvu teoremy, poluqaem sootnoxenie ∫ e^{umz}dμ(u) = (∫ e^{uz} dτ (u) )_m , (4.17)

t.e. v terminah harakteristiqeskih funkciæ f_μ(t) = f_τ (t/m)^m. �to soglasuetsØ s formuloæ (3.8), kotoraØ pokazyvaet, qto v dannom sluqae μ est~ raspredelenie normirovannoæ summy^1_m ∑_m i=1 x_i nezavisimyh sluqaænyh veliqin s raspredeleniem τ .

3. SimmetriØ sootnoxeniØ (4.1) otnositel~no zameny (τ, α, θ) ↔ (μ, −θ, −α) pokazyvaet, qto formula (4.9) ostanetsØ spravedlivoæ posle podstanovki h_i ↔ p_i, α → −θ, θ → −α. Takim obra-

278 N. V. CILEVIQ zom, imeet mesto sledu¸waØ “formula vosstanovleniØ” momentov mery τ po momentam mery μ:

p_n = ∑ π∈S_n (−1)^{k−1} (α + θ) . . . (α + (k − 1)θ) [1 − α]_{n−1} · ∏ ([1 + θ]_{j−1} (j − 1)! )_{rj} · ∏ h^{rj}_j . 4. Naxe dokazatel~stvo osnovano na tom, qto mery ıvensa– Pitmana M^n_{α,θ} predstavlØ¸tsØ v vide

M^n(π) = a_k b_n · ∏ i¿1^c r_i i . (4.18)

RaspredeleniØ takogo vida rassmatrivalis~ v rabote [4], gde oni poluqa¸tsØ s pomow~¸ t.n. modeli Kolqina, kotoraØ opisyvaetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ ¶ = {¶_i} i σ = {σ_i} – dva vero- Øtnostnyh raspredeleniØ na mnoßestve natural~nyh qisel. Vyberem sluqaænoe qislo K, raspredelennoe po mere ¶. Zatem rassmotrim sluqaænyæ K-vektor (S_1, . . . , S_K ), sostoØwiæ iz nezavisimyh celoqislennyh sluqaænyh veliqin s obwim raspredeleniem σ. �tot vektor zadaet sluqaænoe razbienie Λ = (1^{R1} 2^{R2} . . . ) qisla N = S_1 + . . . S_K (R_j = #{i : S_i = j}). DlØ fiksirovannogo n ∈ N rassmotrim uslovnoe raspredelenie Λ pri uslovii N = n; oboznaqim ego P_n. PoluqennaØ mera na mnoßestve razbieniæ qisla n estestvennym obrazom sootvetstvuet invariantnoæ otnositel~no vnutrennih avtomorfizmov mere na simmetriqeskoæ gruppe S_n, a imenno, M^n(g) = P_n(λ)/z_λ, gde razbienie λ opisyvaet ciklovu¸ strukturu perestanovki g, a z_λ est~ qislo perestanovok s ciklovoæ strukturoæ λ, zadavaemoe formuloæ (4.7). Netrudno podsqitat~, qto

M^n(g) = k!¶_k n!C_n · ∏ i¿1^{(iσi)} r_i . (4.19)

Teper~ iz dokazatel~stva teoremy vidno, qto ee utverßdenie moßet byt~ zapisano v terminah modeli Kolqina sledu¸wim obrazom: ∫ φ_N (uz)dμ(u) = φ_K (∫ φ_S (uz)dτ (u) ) , (4.20)

gde φ_K i φ_S – proizvodØwie funkcii raspredeleniæ ¶ i σ sootvetstvenno, a φ_N (u) = φ_K (φ_S (u)) – proizvodØwaØ funkciØ raspredeleniØ summy N = S_1 + . . . + S_K . Sleduet zametit~, qto pri

RASPREDELENIE SREDNEGO ZNAQENI˚ 279 fiksirovannyh α i θ mera ıvensa–Pitmana M^n_{α,θ} moßet byt~ poluqena v modeli Kolqina s razliqnymi parametrami ¶ i σ (sm. [4]), no pri podstanovke v (4.20) sootvetstvu¸wih proizvodØwih funkciæ poluqa¸tsØ formuly, privodØwiesØ k (4.1)– (4.3) trivial~nymi preobrazovaniØmi. Otmetim takße, qto, kak pokazano v [4], sredi vseh raspredeleniæ, poluqaemyh v modeli Kolqina, tol~ko mery ıvensa–Pitmana i ih predel~nye varianty udovletvorØ¸t uslovi¸ soglasovannosti (3.2).

Literatura

1. D. Blackwell, J. B. MacQueen, Ferguson distributions via Pólya urn schemes. — Ann. Statist. 1 (1973), 353–355.

2. P. Diaconis, J. Kemperman, Some New Tools for Dirichlet Priors. — Preprint (1994), 1–12.

3. T. Ferguson, A Bayesian analysis of some nonparametric problems. — Ann.

Statist. 1 (1973), 209–230.

4. S. Kerov, Coherent Random Allocations, and the Ewens–Pitman Formula. — Preprint (1995), 1–15.

5. S. Kerov, Interlacing measures. — Preprint (1996), 1–53.

6. J. F. C. Kingman, Random partitions in population genetics. — Proc. R. Soc.

Lond. A 361 (1978), 1–20.

7. J. F. C. Kingman, The representation of partition structures. — J. London Math.

Soc.(2) 18 (1978), 374–380.

8. J. F. C. Kingman, Poisson Processes. Oxford, Clarendon Press, 1993.

9. I. Makdonal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. Moskva, Mir, 1985.

10. J. Pitman, The Two–parameter Generalization of Ewens’ Random Partition Structure. — Tech. Report 345 (1992), 1–23.

11. J. Pitman, Some Developments of the Blackwell–MacQueen Urn Scheme. — Preprint (1996).

12. J. Pitman, M. Yor, The two–parameter Poisson–Dirichlet distribution. — Tech. Report 427 (1995), 1–46.

Tsilevich N. V. Distributions of mean values for some random measures. Let τ be a probability measure on [0, 1]. We consider a generalization of the classic Dirichlet process – the random probability measure F = P PiδX_i , where X = fXig is a sequence of independent random variables with the common distribution τ and

P = fPig is independent of X and has the two-parameter Poisson–Dirichlet distri-

bution P D(α, θ) on the unit simplex. The main result is the formula connecting the distribution μ of the random mean value R xdF (x) with the parameter measure τ .

Postupilo 15 dekabrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: natalia@pdmi.ras.ru