F. V. Andreev O SPECIAL^NYH REXENI˚H P˚TOGO URAVNENI˚ PENLEVE

1. Formulirovka rezul~tata

V nastoØweæ rabote opisany qetyre tipa rexeniæ sledu¸- weæ nelineænoæ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ t dy dt = ty−2z(y − 1)^2 −(y − 1)

( Θ_0 − Θ_1 + Θ_∞ 2 y− 3Θ_0 + Θ_1 + Θ_∞ 2 ) , t dz dt = yz ( z + Θ_0 − Θ_1 + Θ_∞ 2 ) − 1 y (z + Θ_0) ( z + Θ_0 + Θ_1 + Θ_∞ 2 ) , (1.1) gde parametry Θ_0, Θ_1, Θ_∞ ∈ C . Izvestno, qto privedennaØ vyxe sistema ffkvivalentna pØtomu uravneni¸ Penleve, pri fftom funkciØ y = y(t) okazyvaetsØ pØtym transcendentom Penleve, sm. [1, 2, 3]. Opisanie tipov rexeniæ daetsØ v terminah dannyh monodromii, sm. [1, 2, 3, 4].

Dokazan sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1.1. Suwestvu¸t rexeniØ sistemy (1.1) so sledu¸weæ

asimptotikoæ pri t → +∞:

y = Θ_0 − Θ_1 − Θ_∞ 2t + O(t^{−2}), z = −

Θ_0 + Θ_1 + Θ_∞ 2 + O(t^{−2}),

(1.2_{+1}) y = Θ_1 − Θ_0 + Θ_∞ 2t + O(t^{−2}), z = −Θ_0 + O(t^{−2}), (1.2_{−0}) y = 2t Θ_0 − Θ_1 + Θ_∞

+ O(1), z = 0 + O(t^{−2}), (1.2_{+0}) y = 2t Θ_1 − Θ_0 − Θ_∞

+ O(1), z = −

Θ_0 − Θ_1 + Θ_∞ 2 + O(t^{−2}).

(1.2_{−1}) 10

O SPECIAL^NYH REXENI˚H P˚TOGO URAVNENI˚ PENLEVE11

Im sootvetstvu¸t sledu¸wie dannye monodromii:

m^1_1 = e^{+πıΘ1} , m^1_2 = 0, (1.3_{+1})

m^0_{11} = e^{−πıΘ0} , m^0_{21} = 0, (1.3_{−0})

m^0_{11} = e^{+πıΘ0} , m^0_{21} = 0, (1.3_{+0})

m^1_1 = e^{−πıΘ1} , m^1_2 = 0. (1.3_{−1})

Zameqanie 1.1. Kaßdoæ asimptotike (1.2qp), q = ±, p = 0, 1, ot-

veqaet odnoparametriqeskoe semeæstvo rexeniæ sistemy (1.1), gde parametrom ØvlØetsØ kofffficient pri ffksponencial~no malom qlene.

Niße opisyvaetsØ metod poluqeniØ formul Teoremy 1.1. V qasti 2 predstavlen VKB-analiz associirovannoæ s sistemoæ (1.1) lineænogo obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ. V qasti 3 vypisana asimptotika rexeniæ v okrestnosti osobyh toqek. Qast~ 4 opisyvaet sposob vyqisleniØ dvuh matriqnyh fflementov m^1_2 i m^0_{21}, bez sxivki v toqkah povorota. V qasti 5 poluqennye rexeniØ sxiva¸tsØ, qto i daet iskomye formuly (1.3).

Avtor vyraßaet blagodarnost~ uqreditelØm granta PRO-

MATH za finansovu¸ podderßku.

2. VKB-formula

Osnovnym ob¨ektom issledovaniØ v metode izomonodromnyh deformaciæ primenitel~no k pØtomu uravneni¸ Penleve, ili, ffkvivalentno, k sisteme (1.1), ØvlØetsØ sledu¸wee lineænoe matriqnoe obyknovennoe differencial~noe uravnenie d dλ Y = A(λ, t)Y = ( t 2 σ_3 +

A_0 λ + A_1 λ − 1 ) Y, (2.1) gde A_0 = ( z +^{Θ0}_2 −u(z + Θ_0) z u −z −^{Θ0}_2 ) , A_1 = ( −z −^{Θ0+Θ}1_2 uy ( z +^{Θ0−Θ1+Θ}1_2 ) −^1_{uy} ( z +^{Θ0+Θ1+Θ}1_2 ) z +^{Θ0+Θ}1_2 ) . NarØdu s (2.1) vvoditsØ sledu¸wee uravnenie d dλ Ỹ = ( t 2 σ_3 +

Ã_0 λ + Ã_1 λ − 1 )~ Y , (2.2)

12 F. V. ANDREEV gde Ỹ = y^{− 1}2^{σ3} Y y^12^{σ3} i

A_0 = ( z +^{Θ0}_2 −^u_y (z + Θ_0) z u y −z −^{Θ0}_2 ) , A_1 = ( −z −^{Θ0+Θ}1_2 u ( z +^{Θ0−Θ1+Θ}1_2 ) −^1_u ( z +^{Θ0+Θ1+Θ}1_2 ) z +^{Θ0+Θ}1_2 ) . Utverßdenie 2.1. DlØ rexeniæ (1.2q1), q = ±, Ap = O(1), A1 =

q^{Θ1}_2 σ_3 + O(^1_t ) pri t → +∞. DlØ rexeniæ (1.2_{q0}), q = ±, Ã_p = O(1), Ã_0 = q^Θ0_2 σ_3 + O(^1_t ) pri t → +∞.

Dalee my budem rassmatrivat~ uravnenie (2.1), pri ves~ma obwih predpoloßeniØh, kotorye moßno neposredstvenno perenesti na uravnenie (2.2). Pofftomu budem govorit~ ob uravnenii tipa (2.1).

Rassmotrim VKB-shemu (sm., naprimer, [5]) dlØ uravneniØ tipa (2.1), pri sledu¸wem predpoloßenii: obe A_p ≤ O(1).

Legko proverit~, qto imeet mesto sledu¸waØ toqnaØ formula dlØ l^2(λ) ≡ −^1_{t2} det A(λ, t)

l^2(λ) = 1 4t^2λ^2(λ − 1)^2 × × ( t^2λ^2(λ−1)^2 +4λ(λ−1)(−tz−t

Θ_0 2 −v−tλ Θ_∞ 2 )+ ∑ p=0,1 Θ^2_{1−p}(λ−p)^2 ) . Zdes~ v = − tr(A_1A_0). DlØ l(λ) poluqaem l(λ) = 1 2 − Θ_∞ 2t(λ − 1) + η̂ tλ(λ − 1) + O(t^{−2}), η̂ = −z − 1 2 Θ_0 − v t = −z − 1 2 Θ_0 + O(t^{−2}).

Toqki povorota, opredelØ¸tsØ kak nuli funkcii l(λ).

Utverßdenie 2.2. Qetyre toqki povorota uravneniØ (2.1) ta-

kovy λ_{mp} = p + O( 1 t^m ), p = 0, 1, m = 1, 2.

Iz toqek povorota vyhodØt krivye Stoksa, kotorye okanqiva¸tsØ libo v osobyh toqkah λ = p, p = 0, 1, libo vyhodØt na

O SPECIAL^NYH REXENI˚H P˚TOGO URAVNENI˚ PENLEVE13 oscilliru¸wie luqi, arg λ = ±^π_2 , |λ| → ∞. Kanoniqeskie oblasti ograniqeny krivymi Stoksa i soderßat rovno odnu iz nih. Nam ponadobØtsØ informaciØ o sledu¸wih dvuh kanoniqeskih oblastØh (sm. [1], gde bolee detal~no dano opredelenie kanoniqeskih oblasteæ dlØ uravneniØ tipa (2.1)).

Utverßdenie 2.3. Suwestvu¸t takie dve kanoniqeskie oblasti

Γ_1 i Γ_0 dlØ uravneniØ (2.1), qto

1) Γ_1 est~ oblast~ soderßawaØ sektor −^π_2 < arg λ <^π_2 i podhodØwaØ k toqke λ = 1 na rasstoØnie O(^1_t );

2) Γ_0 est~ oblast~ soderßawaØ sektor^π_2 < arg λ < 3^π_2 i podhodØwaØ k toqke λ = 0 na rasstoØnie O(^1_t ).

Utverßdenie 2.4. Suwestvu¸t rexeniØ Ψp(λ) uravneniØ (2.1) s

asimptotikoæ

Ψ_p(λ) = T exp{F (λ) − F (λ^∗_p) − λ∫ λ�_p^{diag T} −1T_λ dλ}, λ, λ^∗_p ∈ Γ_p (2.3)

pri t → +∞ v sektorah Γ_p (oboznaqeniØ sm. niße).

DlØ matricy T my ispol~zuem sledu¸wee opredelenie T = ı √ 2l(l + A_{11}) (lσ_3 + A), A ≡ A(λ, t) t . DlØ F ≡ t ∫ l(λ) dλ poluqaem

F (λ) = tλ 2 − Θ_∞ 2 ln(λ − 1) + η̂ ln λ − 1 λ + O( 1 t ). DlØ poslednego qlena − diag T^{−1}T_λ dλ v VKB-formule (2.3) poluqaem

F_1(λ)σ_3 ≡ − ∫ diag T^{−1}T_λ dλ = − 1 t^2 diag(A_1A_0) ∫ dλ 2l(l+A_{11})λ^2(λ−1)^2 , qto v sluqae A_p = O(1) daet F_1(λ) = O(t^{−2}). Sledovatel~no, fftim qlenom moßno prenebreq~.

14 F. V. ANDREEV

Itak, my moßem zapisat~ nußnye nam asimptotiki l(λ) =_{λ→∞} 1 2 , F (λ) =_{λ→∞} tλ 2 − Θ_∞ 2 ln λ + O( 1 λ ) + O( 1 t ), T (λ) =_{λ→∞} ıσ_3 + O( 1 λ ) + O( 1 t ). l(λ) =_{λ→1} 1 2 + 1 (λ − 1)t (η̂ − Θ_∞ 2 ) + O( 1 t ) + O(λ − 1), F (λ) =_{λ→1} λt 2 + (η̂ −

Θ_∞ 2 ) ln(λ − 1) + O( 1 t ) + O(λ − 1),

T (λ) ∼_{λ→1} σ_3 + η̂ −^Θ1_2 t(λ − 1) σ_3 +

A_1 t(λ − 1) + O( 1 t ) + O(λ − 1). l(λ) =_{λ→0} 1 2 − η̂ tλ + O( 1 t ) + O(λ), F (λ) =_{λ→0} λt 2 − Θ_∞ 2 ln(−1) − η̂ ln λ + η̂ ln(−1) + O( 1 t ) + O(λ), T (λ) ∼_{λ→0} σ_3 − η̂ tλ σ_3 +

A_0 tλ + O( 1 t ) + O(λ). Toqnoe poloßenie dvuh nuleæ l(λ) daetsØ formuloæ

λ_{10} = − 4z t − 2Θ_0 t + O(t^{−2}), λ_{11} = 1 + 4 z t − 2 Θ_∞ t + 2 Θ_0 t + O(t^{−2}).

Podqerknem, qto vse vyxeprivedennye vyqisleniØ ne predpolagali niqego, krome A_p ≤ O(1) pri t → +∞. Soberem vse vmeste i zapixem asimptotiki Ψ(λ) v okrestnostØh osobyh toqek: Ψ(λ) =_{λ→∞} ( ıσ_3 + O( 1 λ ) + O( 1 t ) ) × × exp{ tλ 2 − Θ_∞ 2 ln λ + O( 1 λ ) + O( 1 t )}σ_3, Ψ(λ) =_{λ→1} ( σ_3 + η̂ −^Θ1_2 t(λ − 1) σ_3 +

A_1 t(λ − 1) + O( 1 t ) + O(λ − 1) ) × × exp{ λt 2 + (η̂ −

Θ_∞ 2 ) ln(λ − 1) + O( 1 t ) + O(λ − 1)}σ_3,

Ψ(λ) =_{λ→0} ( σ_3 − η̂ tλ σ_3 +

A_0 tλ + O( 1 t ) + O(λ) ) × × exp{ λt 2 − Θ_∞ 2 ln(−1)−η̂ ln λ+η̂ ln(−1)+O( 1 t )+O(λ)}σ_3.

O SPECIAL^NYH REXENI˚H P˚TOGO URAVNENI˚ PENLEVE15

3. RexeniØ v okrestnostØh osobyh toqek

Rassmotrim uravnenie tipa (2.1) pri sledu¸wih predpoloßeniØh: obe A_p ≤ O(1) pri t → +∞ i odna iz A_p diagonal~na, sm. Utverßdenie 2.1.

Moßno Øvno vypisat~ asimptotiki rexeniæ v okrestnostØh osobyh toqek, v kotoryh A_p diagonal~na.

Utverßdenie 3.1. Esli [Ap, σ3] = O(^1_t ), to suwestvuet rexe-

nie Y (p, λ) uravneniØ tipa (2.1) so sledu¸weæ asimptotikoæ v okrestnosti osoboæ toqki λ = p: Y (p, λ) =_{λ→p} exp ( λt 2 σ_3 + A_p ln(λ − p) + O( 1 t ) + O(λ − p) ) .

4. Metod vyqisleniØ fflementov m^1_2 i m^0_{21}

Napomnim (sm. [1, 2, 3]), qto dannye monodromii dlØ uravneniØ (2.1) opredelØlis~ qerez kanoniqeskoe rexenie — funkci¸ Y_2(λ), ime¸wu¸ sledu¸wee asimptotiqeskoe razloßenie pri arg λ =^π_2 , |λ| → ∞

Y_2(λ) = ( I + O(λ^{−1}) ) exp ( λt 2 σ_3 −

Θ_∞ 2 ln λσ_3 ) . (4.1)

Otmetim, qto luq arg λ =^π_2 , |λ| → ∞ ne prinadleßit ni odnoæ iz kanoniqeskih oblasteæ Γ_p, p = 0, 1. Pofftomu, my ne znaem asimptotiku rexeniæ Ψ_p(λ) na fftom luqe, i sledovatel~no, ne moßem sosqitat~ matricu svØzi C_p ≡ Ψ^{−1}_p (λ)Y_2(λ). DlØ sxivki rexeniæ Ψ_p(λ) i Y_2(λ), v obwem sluqae, neobhodimo provodit~ vyqislenie v okrestnostØh toqek povorota, qto i bylo sdelano v [1, 2]. Odnako, dlØ opredeleniØ fflementov m^1_2 i m^0_{21}, vyqisleniØ v okrestnosti toqki povorota moßno izbeßat~ opisannym niße sposobom.

Opredelim klassy Y_p, p = 0, 1, rexeniæ uravneniØ (2.1) s fflementami Y_{(p)}(λ), ih asimptotiqeskim razloßeniem Y_{(p)}(λ) =_{|λ|→∞} (I + Ŷ^p_∞ 1 λ + O ( 1 λ^2 ) ) exp ( λt 2 σ_3 −

Θ_∞ 2 ln λσ_3 ) , (4.1)

16 F. V. ANDREEV pri λ → ∞ v sektore − π 2 + πp < arg λ < π 2 + πp. (4.2)

Vse takim obrazom, opredelennye funkcii otliqa¸tsØ pravym matriqnym mnoßitelem

Y_{(p)}(λ) → Y_{(p)}(λ) ( 1 (1 − p)s_{(0)} ps_{(1)} 1 ) . (4.3)

Preobrazovanie (4.3) ne menØet pravyæ vne-diagonal~nyæ fflement matricy monodromii dlØ funkcii Y_{(1)}(λ), {M^1(Y_{(1)})}_{12} i levyæ vne-diagonal~nyæ fflement matricy monodromii dlØ funkcii Y_{(0)}(λ), {M^0(Y_{(0)})}_{21}. Takim obrazom, fflement {M^1(Y_{(1)})}_{12} odin i tot ße dlØ vseh Y_{(1)}(λ) ∈ Y_1. Priqem,

{M^1(Y_{(1)})}_{12} = m^1_2, (4.4_1)

poskol~ku kanoniqeskoe rexenie prinadleßit fftomu klassu Y_2 ∈

Y_1. Analogiqno, poluqaem

{M^0(Y_{(0)})}_{21} = m^0_{21}. (4.4_0)

Vvidu (4.4_p), esli my hotim vyqislit~ m^1_2 ili m^0_{21}, nam ne nußno toqno opredelØt~ kanoniqeskoe rexenie Y_2(λ) v klasse Y_p.

Teper~ ostalos~ predstavit~ neobhodimye raboqie formuly dlØ vyqisleniæ M^p(Y_{(p)}), p = 0, 1.

Matricu monodromii M^p(Y_{(p)}) dlØ rexeniæ Y_{(p)} moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom, p = 0, 1,

M^p(Y_{(p)}) = E^{−1}_{(p)}e^{πıΘpσ3} E_{(p)}, (4.5)

gde matrica E_{(p)} opredelena asimptotiqeskim razloßeniem

Y_{(p)} =_{λ→p} G_pλ^{Θp2 σ3} E_{(p)}

analitiqeskogo prodolßeniØ Y_{(p)}(λ) vdol~ puteæ, leßawih v Γ_p. V oblasti Γ_p my moßem faktorizovat~ E_{(p)} tak:

E_{(p)} = K_pL_pC_p, L_p = Y^{−1}(p, λ)Ψ_p(λ), C_p = Ψ^{−1}_p (λ)Y_{(p)}(λ), (4.6)

gde rexeniØ Ψ_p(λ) opredeleny v qasti 2, a Y (p, λ) opredeleny v Utverßdenii 3.1 qasti 3. Matricy K_p opredelØ¸tsØ razloßeniem

Y (p, λ) =_{λ→p} G_pλ^{Θp2 σ3} K_p.

O SPECIAL^NYH REXENI˚H P˚TOGO URAVNENI˚ PENLEVE17 DopuskaØ nebol~xu¸ netoqnost~, Ø sohranØ¸ za matriceæ Ψ^{−1}_p Y_{(1)} oboznaqenie C_p, poskol~ku vse takie matricy otliqa¸tsØ tol~- ko na sootvetstvu¸wee preobrazovanie (4.3), qto ne zatragivaet interesu¸wiæ nas fflement m^1_2 ili m^0_{21}.

5. Sxivka Iz opredeleniØ matric C_p i formul qasti 2 poluqaem

C_p = lim_{λ→∞} Ψ^{−1}_p (λ)Y_{(p)}(λ) = −ıσ_3(1 + O( 1 t )). Oblast~ sxivki rexeniæ Y (p, λ) s VKB-rexeniØmi Ψ_p(λ) takova:

(λ − p)t > t^ε, 0 < ε <^1_6 . Esli [A_p, σ_3] = O(^1_t ), to

L_p ∼ σ_3 + O( 1 t ). Zdes~ znak ∼ oznaqaet qto pravaØ qast~ ravna levoæ s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ. V sluqaØh (1.2_{+p}) K_p = 1, a v sluqaØh (1.2_{−p}) K_p = σ_1. Itak, my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Utverßdenie 5.1. RexeniØm sistemy (1.1) s asimptotikami

(1.2_{qp}) pri t → +∞, q = ±, p = 0, 1 otveqaet sledu¸waØ matrica E^p s toqnost~¸ do sootvetstvu¸wego preobrazovaniØ (4.3) E^p ∼ 1 2 ( 1 + q1 1 − q1 1 − q1 1 + q1 ) . (5.1)

Otmetim, qto znaØ matricu E^p s toqnost~¸ do preobrazovaniØ

(4.3), my niqego ne moßem skazat~ o matrice E^{1−p}. Ispol~zuØ

sootnoxeniØ, vyteka¸wie iz opredeleniØ dannyh monodromii i cikliqeskogo sootnoxeniØ, sm. [1, 2, 6]

det M^p = 1, tr M^p = 2 cos πΘ_p, m^1_1m^0_{11} + m^1_2m^0_{21} = e^{−πıΘ}1

poluqaem formuly (1.3) Teoremy 1.1. Dokazatel~stvo Teoremy 1.1 poluqaetsØ primeneniem rezul~tatov raboty [7] k izloßennoæ vyxe sheme.

Literatura

1. F. V. Andreev, A. V. Kitaev, Connection Formulas for Asymptotics of the Fifth Painlevé Transcendent on the Real Axis. I. Sfb 288 Preprint No. 160 (1995).

18 F. V. ANDREEV

2. F. V. Andreev, A. V. Kitaev, Connection Formulas for Asymptotics of the Fifth Painlevé Transcendent on the Real Axis. II. in preparation.

3. F. V. Andreev, A. V. Kitaev, O formulah svØzi dlØ asimptotik neko-

toryh special~nyh rexeniæ pØtogo uravneniØ Penleve. sm. nastoØwiæ

sbornik, — Zapiski nauqnyh seminarov POMI 243 (1996).

4. M. Jimbo, T. Miwa, Monodromy preserving deformation of linear ordinary differential equations with rational coefficients II. — Physica 2D (1981), 407–448.

5. M. V. Fedor¸k, Asimptotiqeskie metody dlØ lineænyh obyknovennyh

differencial~nyh uravneniæ. Moskva, Nauka, 1983.

6. M. Jimbo, Monodromy problem and the boundary condition for some Painlevé equations. — Publ. RIMS, Kyoto Univ. 18 (1982), 1137–1161.

7. A. V. Kitaev, Obosnovanie asimptotiqeskih formul, poluqaemyh meto-

dom izomonodromnyh deformaciæ. — Zapiski nauqnyh seminarov LO-

MI 179 (1989).

Andreev F. V. On some special solutions of the fifth Painlevé equation. Four kinds of special solutions of the fifth Painlevé equation are described. Their asymptotic expansions as t → +∞ are given. The corresponding monodromy data are calculated. This allows one immediately obtain the connection formulas.

Postupilo 10 sentØbrØ 1996g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN