F. V. Andreev, A. V. Kitaev O FORMULAH SV˚ZI DL˚ ASIMPTOTIK NEKOTORYH SPECIAL^NYH REXENI` P˚TOGO URAVNENI˚ PENLEVE

1. Vvedenie

�to tret~Ø iz serii naxih rabot [1, 2], cel~ kotoryh rexit~ zadaqu o klassifikacii rexeniæ pØtogo uravneniØ Penleve

d^2y d^2t = ( 1 2y + 1 y − 1 )( dy dt )^2 − 1 t dy dt + (y − 1)^2 t^2 (αy+ β y )+ γy t + δy(y + 1) y − 1 . (1.1) gde α, β, γ, δ ∈ C , posredstvom opisaniØ ih asimptotik na vewestvennoæ osi. Uravnenie (1.1) imeet dve osobye toqki: regulØrnu¸ pri t = 0 i irregulØrnu¸ pri t = ∞. Pofftomu zadaqa asimptotiqeskogo opisaniØ rexeniæ uravneniØ (1.1) sostoit v postroenii asimptotik v okrestnostØh osobyh toqek t = 0 i t = ∞, i nahoßdenii Øvnyh formul svØzi sootvetstvu¸wih asimptotiqeskih parametrov.

V dvuh naxih predyduwih rabotah my oharakterizovali obwie rexeniØ uravneniØ (1.1). Odnako, celyæ rØd special~nyh odnoparametriqeskih rexeniæ ostalsØ neizuqennym. Uravnenie (1.1) imeet dostatoqno bogatyæ zapas takih rexeniæ. V fftoæ rabote my naqinaem ih issledovanie.

Konkretnym stimulom fftoæ raboty poslußila zadaqa o klassifikacii poverhnosteæ vraweniØ garmoniqeskoæ obratnoæ sredneæ krivizny, rassmotrennaØ v [3]. OkazyvaetsØ, qto ffta zadaqa svØzana s klassifikacieæ vewestvennyh rexeniæ uravneniØ

xϕ^{′′} − 2x sin 2ϕ + ϕ^′ + 2 sin ϕ = 0, (1.2)

kotoroe ffkvivalentno tret~emu uravneni¸ Penleve pri special~nom vybore parametrov. A imenno, esli poloßit~

p(x) = e^{ıϕ(x)}, (1.3) 19

20 F. V. ANDREEV, A. V. KITAEV to funkciØ p(x) udovletvorØet tret~emu uravneni¸ Penleve p^{′′} = p^{′2} p − p^′ x − p^2 x + 1 x + p^3 − 1 p . (1.4)

Uravnenie (1.4), v svo¸ oqered~, svØzano s pØtym uravneniem Penleve (1.1) pri pomowi podstanovki y(t) = ( p(x) + 1 p(x) − 1 )_2 , t = 4x. (1.5)

Kak utverßdalos~ v rabote [3], suwestvuet vewestvennoe rexenie uravneniØ (1.2), ime¸wee taku¸ asimptotiku ϕ = π 2 − 1 2x + 5 6(2x)^3

+ O( 1 x^5

) (1.6)

pri x → +∞. Odnako vopros o qisle takih rexeniæ ostalsØ nevyØsnennym. Vse vewestvennye rexeniØ uravneniØ (1.2) takie, qto lim_{x→+∞} ϕ(x) =^π_2 , ime¸t pri x → 0 sledu¸wee asimptotiqeskoe razloßenie

ϕ =_{x→0} σ_0 ln x + β_0 + o(1), |β_0| < π. (1.7)

Qislennoe rexenie (1.2) na komp~¸tere pri pomowi programmy

Mathematica (sm. [3]) dalo sledu¸wie znaqeniØ dlØ parametrov σ_0 i β_0 σ_0 = 0.56108 ± 0.00005, β_0 = 0.908 ± 0.005.

Osnovnye rezul~taty naxeæ raboty, otnosØwiesØ k uravneni¸ (1.1), sformulirovany v qasti 3. Iz SledstviØ 3.2 i formul (1.3)-(1.5) sleduet

Teorema 1.1. Suwestvuet odno i tol~ko odno rexenie uravneniØ

(1.2), ime¸wee asimptotiku (1.6) pri x → +∞ i asimptotiku (1.7) pri x → +0. Toqnye znaqeniØ sootvetstvu¸wih parametrov

σ_0 i β_0 takovy:

σ_0 = 1 π ln(3 + √ 8) = 2 π ln(1 + √ 2) = 0.5610998522 . . .,

β_0 = π − 2σ_0 ln 2 + 2 arg Γ( ıσ_0 2 )Γ^2( 1 2 − ıσ_0 2 ) = 0.907634370 . . ..

(1.8)

O SPECIAL^NYH REXENI˚H URAVNENI˚ PENLEVE 21 FunkciØ arg daetsØ zdes~ svoim glavnym znaqeniem: −π < arg ≤ π.

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. V qasti 2 dano opredelenie dannyh monodromii matriqnogo lineænogo obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ, associirovannogo s pØtym uravneniem Penleve (1.1). V qasti 3 predstavleny rezul~- taty ob asimptotikah rexeniæ uravneniØ pØtogo uravneniØ Penleve pri t → +0 i t → +∞. Qast~ 4 soderßit nabroski dokazatel~stv teorem qasti 3.

Odin iz avtorov (F. V. Andreev) blagodarit uqrediteleæ granta PRO-MATH za finansovu¸ podderßku.

2. Opredelenie dannyh monodromii S pØtym uravneniem Penleve tesno svØzano sledu¸wee lineænoe obyknovennoe differencial~noe uravnenie d dλ Y = ( t 2 σ_3 +

A_0 λ + A_1 λ − 1 ) Y, (2.1)

gde matricy A_p ∈ sl(2, C ), p = 0, 1 ne zavisØt ot λ ∈ C . SleduØ rabote [4] parametrizuem matricy A_p sledu¸wim obrazom:

A_0 = ( z +^{Θ0}_2 −u(z + Θ_0) z u −z −^{Θ0}_2 ) , A_1 = ( −z −^{Θ0+Θ}1_2 uy ( z +^{Θ0−Θ1+Θ}1_2 ) −^1_{uy} ( z +^{Θ0+Θ1+Θ}1_2 ) z +^{Θ0+Θ}1_2 ) . Napomnim opredelenie dannyh monodromii dlØ uravneniØ (2.1). Bolee podrobnoe izloßenie sm. v rabote [1].

Vs¸du v naxeæ rabote my sqitaem t ∈ R_+. Togda kanoniqeskie rexeniØ Y_k = Y_k(λ) uravneniØ (2.1) opredelØ¸tsØ v okrestnosti osoboæ toqki λ = ∞ s pomow~¸ ih asimptotiki pri bol~xih |λ| Y_k(λ) =_{|λ|→∞} (I + O ( 1 λ ) ) exp ( λt 2 σ_3 −

Θ_∞ 2 ln λσ_3 ) , (2.2)

v sektorah − π 2 + π(k − 2) < arg λ < 3π 2 + π(k − 2), k = 1, 2, . . .. Kanoniqeskie rexeniØ svØzany matricami Stoksa S_k:

Y_{k+1}(λ) = Y_k(λ)S_k. (2.3)

22 F. V. ANDREEV, A. V. KITAEV Ispol~zuØ (2.2), moßno dokazat~, qto

Y_{k+2}(λe^{2πı}) = Y_k(λ)e^{−πıΘ}1^{σ3} . (2.4)

Iz (2.3) i (2.4) sleduet

S_{k+2} = e^{πıΘ}1^{σ3} S_ke^{−πıΘ}1^{σ3} .

Takim obrazom, moßno naæti vse matricy Stoksa, esli izvestny dve iz nih S_1 i S_2. Ispol~zuØ opredelenie matric Stoksa, moßno ustanovit~, qto oni ime¸t sledu¸wu¸ strukturu:

S_{2k} = ( 1 s_{2k} 0 1 ) , S_{2k+1} = ( 1 0 s_{2k+1} 1 ) , k ∈ Z, gde parametry s_{2k}, s_{2k+1}, k ∈ Znazyva¸tsØ mnoßitelØmi Stoksa. Matrica monodromii na beskoneqnosti, M^∞, dlØ funkcii Y_2 opredelØetsØ sledu¸wim uravneniem

Y_2(λe^{−2πı}) = Y_2(λ)M^∞.

Moßno vyrazit~ M^∞ qerez matricy Stoksa

M^∞ = S_2e^{πıΘ}1^{σ3} S_1.

Dalee, my opredelim matricy monodromii v regulØrnyh osobyh toqkah uravneniØ (2.1). DlØ fftogo my analitiqeski prodolßim kanoniqeskoe rexenie Y_2(λ), opredelennoe pri λ → +ı∞, v koneqnu¸ qast~ verhneæ poluploskosti i na vewestvennu¸ os~ po putØm, leßawim v verhneæ poluploskosti. Togda, funkciØ Y_2 imeet sledu¸wee razloßenie

Y_2(λ) =_{λ→p} ∞∑ n=0 Ŷ^p_n (λ − p)^{n+Θ}p^σ3^{/2}E_p, p = 0, 1

v okrestnosti osoboæ toqki λ = p. PredpolagaetsØ, qto Θ_p ∉ Z. Matricy monodromii M^p v koneqnyh osobyh toqkah opredelØ- ¸tsØ sledu¸wim obrazom

M^p = E^{−1}_p e^{πıΘp σ3} E_p.

Matriqnye fflementy m^p_{ij}, (i, j = 1, 2), p = 0, 1, mnoßiteli Stoksa

s_k, k = 1, 2 nazyva¸tsØ dannymi monodromii dlØ uravneniØ (2.1).

O SPECIAL^NYH REXENI˚H URAVNENI˚ PENLEVE 23 Matricy monodromii svØzany sledu¸wim cikliqeskim sootnoxeniem [1, 5]

M^∞M^1M^0 = I,

iz kotorogo sleduet, qto

det M_p = 1, tr M_p = 2 cos πΘ_p, m^1_1m^0_{11} + m^1_2m^0_{21} = e^{−πıΘ}1 .

Po opredeleni¸ dannye monodromii uravneniØ (1.1) ØvlØ¸tsØ funkciØmi ot parametrov y, z, u i t. Pust~ teper~ y, z i u sut~ differenciruemye funkcii parametra t.

Utverßdenie 2.1 [4]. Dannye monodromii uravneniØ (2.1) ne za-

visØt ot t togda i tol~ko togda, kogda funkcii y(t), z(t) i u(t) udovletvorØ¸t sledu¸weæ sisteme uravneniæ, sisteme izomonodromnyh deformaciæ, t dy dt = ty−2z(y − 1)^2−(y − 1) ( Θ_0 − Θ_1 + Θ_∞ 2 y− 3Θ_0 + Θ_1 + Θ_∞ 2 ) , t dz dt = yz ( z + Θ_0 − Θ_1 + Θ_∞ 2 ) − 1 y (z + Θ_0) ( z + Θ_0 + Θ_1 + Θ_∞ 2 ) , (2.5) t d dt ln u= −2z − Θ_0 + y ( z + Θ_0 − Θ_1 + Θ_∞ 2 ) + 1 y ( z + Θ_0 + Θ_1 + Θ_∞ 2 ) . Esli sistema (2.5) vypolnena, to, iskl¸qaØ z(t) iz ee pervyh dvuh uravneniæ, netrudno dokazat~, qto funkciØ y(t) ØvlØetsØ rexeniem pØtogo uravneniØ Penleve (1.1), gde α = 1 2 ( Θ_0 − Θ_1 + Θ_∞ 2 )_2 , β = − 1 2 ( Θ_0 − Θ_1 − Θ_∞ 2 )_2 , γ = 1 − Θ_0 − Θ_1, δ = − 1 2 . GovorØt, qto rexenie sistemy (2.5) poroßdaet izomonodromnu¸ deformaci¸ uravneniØ (2.1), poskol~ku dannye monodromii uravneniØ (2.1) ne zavisØt v fftom sluqae ot t.

Utverßdenie 2.1 ØvlØetsØ osnovoæ metoda postroeniØ tak nazyvaemyh formul svØzi asimptotik dlØ rexeniæ sistemy (2.5) i, sotvetstvenno, dlØ pØtogo uravneniØ Penleve. Metod fftot sostoit v sledu¸wem: nahodØtsØ asimptotiki funkcii y(t) v

24 F. V. ANDREEV, A. V. KITAEV okrestnosti suwestvenno osobyh toqek t = ∞ i t = 0. �ti asimptotiki, voobwe govorØ, soderßit nekotorye kompleksnye parametry (asimptotiqeskie parametry). Dalee, ispol~zuØ razliqnye asimptotiqeskie metody, udaetsØ poluqit~ toqnye formuly, svØzyva¸wie asimptotiqeskie parametry s dannymi monodromii. TakaØ procedura provoditsØ dlØ kaßdoæ osoboæ toqki sistemy (2.5). Zatem, priravnivaØ poluqennye vyraßeniØ dlØ dannyh monodromii, poluqaem ravenstva, svØzyva¸wie asimptotiqeskie parametry razloßeniæ v raznyh osobyh toqkah, kotorye i predstavlØ¸t soboæ formuly svØzi. �tim metodom, v qastnosti, poluqena formula svØzi, anonsirovannaØ v Teoreme 1.1. Otmetim, qto metod fftot qasto nazyva¸t metodom izomonodronyh deformaciæ [6].

3. Formuly svØzi Pust~ σ ∈ C . Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: b(σ) = Θ_1 +Θ_0 +σ 2 , c(σ) = Θ_1 −Θ_0 +σ 2 , d(σ) = Θ_∞ +σ 2 , a(σ) = b(σ)c(σ). Teorema 3.1. Pust~ σ, s^2, r ∈ C \{0} i ℜσ ∈ [0, 1), Pust~ takße

Θ_0, Θ_1 ∉ Z. Suwestvuet edinstvennoe rexenie sistemy (2.5) so sledu¸wim asimptotiqeskim razloßeniem pri t → 0: y = (a(σ) + s^2d(−σ)a(−σ)t^σ )(b(σ) + s^2d(σ)b(−σ)t^σ ) (a(σ) + s^2d(σ)a(−σ)t^σ )(b(σ) + s^2d(−σ)b(−σ)t^σ ) + + 1 − Θ_1 − Θ_0 (1 − σ)^2 t + O(t^{1+ℜσ} ), (3.1) z = (c(σ) + s^2d(σ)c(−σ)t^σ )(b(σ) + s^2d(−σ)b(−σ)t^σ ) σ^2s^2t^σ + +2 ( b(σ)c(σ) σ^2(1 − σ)s^2t^σ

)_2 t + O(t^{1−ℜσ}), u = −rt^Θ1 ( b(σ) + s^2d(−σ)b(−σ)t^σ b(σ) + s^2d(σ)b(−σ)t^σ ) (1 + o(1)).

Teorema 3.2. Rexenie sistemy (2.5), opredelennoe v Teoreme 3.1,

poroßdaet izomonodromnu¸ deformaci¸ sistemy (2.1) so sledu-

O SPECIAL^NYH REXENI˚H URAVNENI˚ PENLEVE 25 ¸wimi dannymi monodromii

m^p_{11} = 1 d̂ ( − e^{− πı2 σ}m̂^p_{11} π sin π 2 (σ − Θ_∞) − e^{πı2 σ}m̂^p_{22} π sin π 2 (σ + Θ_∞)− − e^{− πı2 σ}m̂^p_{21} ŝ_2Γ(1 −^{σ−Θ}1_2 )Γ(1 −^{σ+Θ}1_2 ) − ŝ_2e^{πı2 σ}m̂^p_{12} Γ(^{σ+Θ}1_2 )Γ(^{σ−Θ}1_2 ) ) , m^p_{22} = 1 d̂ ( − e^{πı2 σ}m̂^p_{11} π sin π 2 (σ + Θ_∞) − e^{− πı2 σ}m̂^p_{22} π sin π 2 (σ − Θ_∞)+ + e^{− πı2 σ}m̂^p_{21} ŝ_2Γ(1 −^{σ+Θ}1_2 )Γ(1 −^{σ−Θ}1_2 ) + ŝ_2e^{πı2 σ}m̂^p_{12} Γ(^{σ−Θ}1_2 )Γ(^{σ+Θ}1_2 ) ) , (3.2)

m^p_{12} = re^{πı2 Θ}1 d̂ ( m̂^p_{22} − m̂^p_{11} Γ(^{σ−Θ}1_2 )Γ(1 −^{σ+Θ}1_2 ) − m̂^p_{21} ŝ_2Γ^2(1 −^{σ+Θ}1_2 ) + ŝ_2m̂^p_{12} Γ^2(^{σ−Θ}1_2 ) ) ,

m^p_{21} = e^{− πı2 Θ}1 rd̂ ( m̂^p_{22} − m̂^p_{11} Γ(^{σ+Θ}1_2 )Γ(1 −^{σ−Θ}1_2 ) + m̂^p_{21}e^{−πıσ} ŝ_2Γ^2(1 −^{σ−Θ}1_2 ) − ŝ_2m̂^p_{12}e^{πıσ} Γ^2(^{σ+Θ}1_2 ) ) ,

s_2 = − 2πıre^Θ1^{πı} Γ(1 −^{σ+Θ}1_2 )Γ(^{σ−Θ}1_2 )

, s_1 = − 2πır^{−1} Γ(1 −^{σ−Θ}1_2 )Γ(^{σ+Θ}1_2 ) . V predyduwih formulah d̂ = − e πı 2 Θ1 π sin πσ, m̂^p_{ij} = {M̂^p}_{ij}, p = 0, 1, ŝ_2 = s^2

Γ(σ) Γ(−σ) , (3.3)

M̂^0 = − ı sin πσ ( − cos πΘ_1 + e^{πıσ} cos πΘ_0 −e^{−πıσ}p̂ −e^{πıσ}q̂ cos πΘ_1 − e^{−πıσ} cos πΘ_0 ) , M̂^1 = − ı sin πσ ( − cos πΘ_0 + e^{πıσ} cos πΘ_1 p̂ q̂ cos πΘ_0 − e^{−πıσ} cos πΘ_1 ) , p̂= Γ(1 + σ) Γ(1 − σ)

2π^2 Γ(1+b(σ))Γ(−b(−σ))Γ(1+c(σ))Γ(−c(−σ)) , q̂ = − Γ(1 − σ) Γ(1 + σ)

2π^2 Γ(1+b(−σ))Γ(−b(σ))Γ(1+c(−σ))Γ(−c(σ)) . Zameqanie 3.1. V preprinte [1] dopuweny opeqatki v znakah

matric M̂^0, M̂^1 i peremennyh p̂ i q̂, a takße, v formule dlØ

z(t) (sm. (4.1) [1]), v kotoroæ pravil~naØ ocenka pogrexnosti O(t^{1−2ℜσ}).

26 F. V. ANDREEV, A. V. KITAEV

Teorema 3.3. Pust~ û ∈ C \0. Suwestvuet edinstvennoe rexenie

sistemy (2.5) so sledu¸weæ asimptotikoæ

y = −1 +

4(Θ_0 + Θ_1 − 1) t + O(t^{−2}), z = − t 8 − 1 4 (2Θ_0 + Θ_∞) + O(t^{−1}),

u = ûe^{t2} (1 + o(1))

(3.4) pri t → +∞.

Teorema 3.4. Rexenie sistemy (2.5), opredelennoe v Teoreme 3.3,

poroßdaet izomonodromnu¸ deformaci¸ uravneniØ (2.1) so sledu- ¸wimi dannymi monodromii

m^0_{11} = 0, m^0_{21} = − ı û e^{−πıΘ}1 e^{2Θ}1^{ln 2}, m^1_1 = 0, m^1_2 = ıûe^{−2Θ}1^{ln 2},

s_2 = −2ıûe^{πıΘ}1 e^{−2Θ}1^{ln 2} cos πΘ_0, s_1 = 2ı û e^{2Θ}1^{ln 2} cos πΘ_1.

(3.5)

Sledstvie 3.1. Pust~ Θ∞ ∈ 2Z. Suwestvuet edinstvennoe rexe-

nie sistemy (2.5) s asimptotikoæ (3.4) pri t → +∞ i s asimptotikoæ (3.1) pri t → +0. Parametry asimptotiqeskih razloßeniæ svØzany sledu¸wim obrazom σ = 1 π arccos(1 + 1 2 cos πΘ_1 cos πΘ_0), (3.6)

s^2 = (−1)^Θ1^2 cos πΘ_1 +cos πΘ_0 2π^3 sin πσ 2 Γ^2(−σ) Γ^2(σ) Γ( σ+Θ_∞ 2 )Γ( σ−Θ_∞ 2 )× ×Γ(1+

Θ_0 +Θ_1 +σ 2 )Γ( σ−Θ_0 −Θ_1 2 )Γ(1+

Θ_1 −Θ_0 +σ 2 )Γ( Θ_0 −Θ_1 +σ 2 ), r = − πû2^{−2Θ}1 cos πΘ_1Γ(1 −^{σ−Θ}1_2 )Γ(^{σ+Θ}1_2 ) . Zameqanie 3.2. FunkciØ arccos v (3.6) opredelena tak, qtoby 0 ≤ ℜσ < 1. Sledstvie 3.2. Pust~ Θ∞ = Θ0 = Θ1 = 0. Suwestvuet edin-

stvennoe rexenie sistemy (2.5) s asimptotikoæ y = −1 − 4 t + O(t^{−2}), z = − t 8 + O(t^{−1}), u = ûe^{t2} (1 + o(1)) (3.7)

O SPECIAL^NYH REXENI˚H URAVNENI˚ PENLEVE 27 pri t → +∞ i asimptotikoæ y = (σs^2t^σ − 2)^2 (σs^2t^σ + 2)^2 +O(t), z = 1 4s^2t^σ − σ^2s^2t^σ 16 +O(t), u = −r 2 + σs^2t^σ 2 − σs^2t^σ (1+o(1))

(3.8)

pri t → +0. Parametry σ, s^2 i r da¸tsØ sledu¸wimi formulami σ = ı π ln(3 + √ 8), r = −ıû, s^2 = ıσ^2 4π^3

Γ^2(−σ) Γ^2(σ)

Γ^6( σ 2 ). (3.9)

4. Vyvod formul qasti 3 V [1] (qast~ 6) dokazany formuly:

M^p = R^{−1}C^{−1}_Θ1_σ s^{σ3} M̂^ps^{−σ3} C_Θ1_σR, (4.1) A_p ∼ − Θ_p 2 + t^Θ1^{2 σ3} R^{−1}GA^p_{in}G^{−1}Rt^{− Θ}1^{2 σ3} , (4.2)

gde, sleduØ [1] ispol~zovany oboznaqeniØ:

G = G_Θ1_σt^{σ2 σ3} s^{σ3} , G_Θ1_σ = 1 √ σ (_1

2 (σ − Θ_∞) −1 1 2 (σ + Θ_∞) 1 ) ,

C_Θ1_σ = −Γ(−σ) Γ(1−^σ�Θ12 ) e −πı(σ+Θ1 )/2 −Γ(−σ) Γ(1−^σ+Θ12 ) −Γ(σ) Γ(^σ+Θ12 ) e πı(σ−Θ1 )/2 Γ(σ) Γ(^σ�Θ12 ) . Matricy A^p_{in} opredeleny sledu¸wim obrazom:

A^0_{in} = 1 σ ( c(−σ) c(σ) ) ( −b(σ) b(−σ) ) , A^1_{in} = 1 σ ( 1 1 ) ( a(σ) −a(−σ) ) , gde b(σ), c(σ), a(σ) te ße, qto i v Teoreme 3.1. Matricy M̂^p privedeny v qasti 3, Teorema 3.2.

Pri vyvode formul (4.1) i (4.2) v rabote [1] predpolagalos~, qto 1 > ℜσ > 0. Analiz fftogo dokazatel~stva privodit k vyvodu, qto ono spravedlivo i pri ℜσ = 0, esli ℑσ ≠ 0. Ots¸da neposredstvenno sledu¸t Teoremy 3.1 i 3.2. Otmetim, qto v otliqie ot sluqaØ ℜσ > 0, rassmotrennogo v rabote [1], dlØ poluqeniØ

28 F. V. ANDREEV, A. V. KITAEV

asimptotiqeskih formul Teoremy 3.1,trebuetsØ bolee akkuratnoe obrawenie s formulami (4.2).

V [1] bylo dokazano, qto suwestvuet rexenie sistemy (1.3) so sledu¸weæ asimptotikoæ

y = −1+4 √ 2 t e^{− πı4} √ β_0 sin( t 2 +ıβ_0 ln t−ı ln √ β_0 +ı ln v̂)+O(t^{−1+2|ℜβ0|}), z = − t 8 − 1 2 √ t 2 e^{− πı4} √ β_0 cos( t 2 +ıβ_0 ln t−ı ln √ β_0 +ı ln v̂)+O(t^{2ℜ|β0|}),

u = ûe^{t2} (1 + o(1))

(4.3) pri t → +∞. Otmetim, qto oboznaqenie β_0 v (4.3) vzØto iz raboty [1] i ne imeet niqego obwego s β_0 iz qasti 1. �to rexenie poroßdaet sledu¸wie dannye monodromii

m^0_{11} = − √ 2π v̂Γ(β_0) exp(β_0 ln 2 − πıΘ_∞ 2 + πıβ_0 2 ), m^0_{21} = 1 û exp(πıβ_0 − πı 2 + 2Θ_∞ ln 2 − πıΘ_∞),

m^1_1 = √ 2πv̂ Γ(1 − β_0) exp( πı 2 − β_0 ln 2 − πıΘ_∞ 2 + πıβ_0 2 ), m^1_2 = û exp(πıβ_0 + πı 2 − 2Θ_∞ ln 2).

(4.4)

PerehodØ v (4.4) k predelu β_0 → 0 i β_0/v̂ → 0 poluqaem formuly 3.5. V [1], v Dopolnenii A, byli poluqeny vysxie qleny v asimptotiqeskih razloßeniØh funkciæ y(t) i z(t). Predel~nyæ perehod v fftih razloßeniØh privodit k formulam (3.4). Vse ocenki pogrexnosteæ v fftih formulah polinomial~ny po v̂ i β_0/v̂. Takim obrazom, predel~nyæ perehod zakonen, qto i dokazyvaet Teoremy 3.3 i 3.4.

Sledstvie 3.1 poluqaetsØ neposredstvenno iz Teorem 3.1, 3.2, 3.3, i 3.4. DlØ poluqeniØ SledstviØ 3.2 my soverxaem predel~- nyæ perehod Θ_0 → 0 i Θ_1 → 0 v formulah 3.6, i zatem polagaem

Θ_∞ = 0.

References

1. F. V. Andreev, A. V. Kitaev, Connection Formulas for Asymptotics of the Fifth Painlevé Transcendent on the Real Axis. I,. Sfb 288 Preprint No. 160 (1995)..

O SPECIAL^NYH REXENI˚H URAVNENI˚ PENLEVE 29

2. F. V. Andreev, A. V. Kitaev, Connection Formulas for Asymptotics of the Fifth Painlevé Transcendent on the Real Axis. II,. in preparation..

3. A. Bobenko, U. Eitner, and A. Kitaev, Harmonic Inverse Mean Curvature Surfaces and Painlevé equations. Sfb 288 Preprint No. 182 (1995).

4. M. Jimbo, T. Miwa, Monodromy preserving deformation of linear ordinary differential equations with rational coefficients II,. — Physica 2D (1981), 407–448.

5. M. Jimbo, Monodromy problem and the boundary condition for some Painlevé equations,. — Publ. RIMS, Kyoto Univ. 18 (1982), 1137–1161.

6. A. R. Its, “Izomonodromnye” rexeniØ uravneniØ nulevoæ krivizny. — DAN SSSR 49 no. 3 (1985), 530–565.

Andreev F. V, Kitaev A. V. On connection formulas for asymptotics of some special solutions of the fifth Painlevé equation.

Asymptotical expansions of some special solutions of the fifth Painlevé equation as x → 0 and x → +∞ as well as the corresponding connection formulas are obtained. An example of application of the obtained formulas to the third Painlevé equation is given.

Postupilo 10 sentØbrØ 1996g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN