I. V. Denisova ZADAQA O DVIȷENII DVUH SȷIMAEMYH ȷIDKOSTE`, RAZDELENNYH ZAMKNUTO` SVOBODNO` POVERHNOST^ı PosvØwaetsØ pamØti AnatoliØ Petroviqa Oskolkova

Vvedenie

V dannoæ rabote my rassmotrim zadaqu o sovmestnoæ ffvol¸- cii dvuh vØzkih kapillØrnyh sßimaemyh ßidkosteæ i dokaßem ee lokal~nu¸ (po vremeni) odnoznaqnu¸ razreximost~ v prostranstvah Soboleva–Slobodeckogo. DlØ analiza fftoæ problemy my ispol~zuem shemu, razrabotannu¸ V. A. Solonnikovym dlØ izuqeniØ odnoæ nesßimaemoæ ßidkosti ograniqennogo ob¨- ema [1, 2] i adaptirovannu¸ fftim avtorom sovmestno s A. Tani [3] na sluqaæ sßimaemoæ ßidkosti. Kl¸qevymi momentami fftoæ shemy moßno nazvat~ sledu¸wie. �to perehod ot naqal~nokraevoæ zadaqi dlØ sistemy Nav~e–Stoksa s kraevymi usloviØmi na ffvol¸cioniru¸weæ (svobodnoæ) poverhnosti k zadaqe so stacionarnoæ graniceæ putem zameny ffælerovyh koordinat na lagranßevye. �to dokazatel~stvo suwestvovaniØ lokal~nogo (po vremeni) edinstvennogo rexeniØ poluqennoæ zadaqi s nelineænymi kofffficientami metodom posledovatel~nyh priblißeniæ na osnove odnoznaqnoæ razreximosti lineænyh kraevyh zadaq s zamknutoæ graniceæ. Nakonec, ffto postroenie v dvoæstvennom prostranstve Fur~e–Laplasa Øvnogo rexeniØ dlØ zadaqi s beskoneqnoæ ploskoæ graniqnoæ poverhnost~¸ kak bazy dokazatel~- stva razreximosti upomØnutyh zadaq s zamknutoæ graniceæ razdela ßidkosteæ.

Zadaqa o dvißenii dvuh nesßimaemyh kapillØrnyh ßidkosteæ izuqalas~ v sobolevskih prostranstvah v rabotah [4–6], gde byla poluqena ee lokal~naØ odnoznaqnaØ razreximost~.

Provedem nekotorye analogii so sluqaem nesßimaemyh ßidkosteæ. Esli sravnit~ analiz sßimaemoæ i nesßimaemoæ ßid- 61

62 I. V. DENISOVA

kosteæ, to, v nekotorom smysle, issledovanie ffvol¸cii sßimaemoæ ßidkosti prowe, qem nesßimaemoæ. Delo v tom, qto esli sqitat~ davlenie ßidkosti izvestnoæ funkcieæ plotnosti i pereæti k lagranßevym koordinatam, to udaetsØ iskl¸qit~ odnu iz neizvestnyh, a imenno plotnost~ ßidkosti, iz sistemy uravneniæ. PoluqivxaØsØ naqal~no-kraevaØ zadaqa posle linearizacii vkl¸qaet v sebØ paraboliqesku¸ po Petrovskomu sistemu otnositel~no skorosti ßidkosti, issledovanie kotoroæ znaqitel~no prowe, qem sistemy Stoksa. Koneqno, pri uqete poverhnostnogo natØßeniØ osta¸tsØ nekoffrcitivnye kraevye usloviØ daße v lineænoæ zadaqe, no operatory ih sostavlØ¸wie uße issledovany v sluqae nesßimaemoæ ßidkosti. Takim obrazom, moßno zakl¸qit~, qto otsutstvie davleniØ kak neizvestnoæ funkcii sil~no uprowaet analiz.

Izuqenie dvißeniØ dvuh sßimaemyh ßidkosteæ, razdelennyh zamknutoæ poverhnost~¸, ili, drugimi slovami, dvißeniØ puzyr~ka v sßimaemoæ ßidkoæ srede po sravneni¸ s analizom ffvol¸cii togo ße puzyr~ka v vakuume osloßnØetsØ gromozdkost~¸ upomØnutogo vyxe Øvnogo rexeniØ model~noæ zadaqi v peremennyh Fur~e–Laplasa i trudnost~¸ dokazatel~stva otdelennosti ot nulØ znamenatelØ fftogo rexeniØ. V processe ocenki polinoma-znamenatelØ voznika¸t ograniqeniØ na vØzkosti ßidkosteæ, ne nabl¸davxiesØ ni v sluqae odnoæ sßimaemoæ ßidkosti, ni v sluqae dvuh nesßimaemyh ßidkosteæ. Inaqe govorØ, my moßem garantirovat~ stabil~noe sovmestnoe suwestvovanie tol~ko dvuh sßimaemyh ßidkosteæ s blizkimi harakteristikami, a imenno: ih osnovnye dinamiqeskie vØzkosti mogut otliqat~sØ drug ot druga ne bolee, qem v dva raza. Qto ße kasaetsØ dopolnitel~nyh vØzkosteæ, to oni ne dolßny prevoshodit~ osnovnye. �ti ograniqeniØ ØvlØ¸tsØ vpolne fiziqnymi: prevyxenie vtoryh kofffficientov vØzkosti nad pervymi nabl¸daetsØ dovol~no redko, naprimer, kogda proishodit rezkoe izmenenie davleniØ ßidkosti. Odnako nado skazat~, qto upomØnutye ograniqeniØ ne ØvlØ¸tsØ neobhodimymi.

V zakl¸qenie fftogo kratkogo vvedeniØ otmetim, qto podobnu¸ dvuhfazovu¸ zadaqu bez uqeta poverhnostnogo natØßeniØ izuqal A. Tani v [7].

NastoØwaØ rabota byla qastiqno vypolnena vo vremØ prebyvaniØ avtora v Universitete Tulona i Vara vo Francii. Av-

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 63

tor blagodarit professora PenelØ iz fftogo universiteta za poleznye diskussii i vnimanie k ego rabote, a takße vyraßaet priznatel~nost~ Komitetu po zadaqam so svobodnymi granicami pri Evropeæskom nauqnom fonde za finansovu¸ podderßku.

§1. Postanovka zadaqi i formulirovka osnovnyh rezul~tatov

Sformuliruem zadaqu o neustanovivxemsØ dvißenii dvuh sßimaemyh barotropnyh ßidkosteæ, razdelennyh zamknutoæ svobodnoæ poverhnost~¸ v polnoæ postanovke.

Pust~ v naqal~nyæ moment vremeni t = 0 v ograniqennoæ oblasti Ω^+_0 nahoditsØ ßidkost~ s dinamiqeskimi vØzkostØmi μ^+ > 0, λ^+ ≡ β^+ μ^+, a vo “vnexneæ” oblasti Ω^−_0 ≡ R^3 \ Ω^+_0 nahoditsØ ßidkost~ s dinamiqeskimi vØzkostØmi μ^− > 0, λ^− ≡ β^−μ^−. Pri t > 0 nußno naæti svobodnu¸ poverhnost~ razdela ßidkosteæ Γ_t = ∂Ω^+_t , a takße ih plotnost~ ρ(x, t) > 0 i pole skorosteæ v(x, t) = (v_1, v_2, v_3), udovletvorØ¸wie naqal~no-kraevoæ zadaqe dlØ sistemy Nav~e–Stoksa

D_tρ + ∇ · (ρv) = 0,

ρ(D_tv + (v · ∇)v) − ∇T= ρf v Ω^−_t ∪ Ω^+_t , t > 0,

ρ|_{t=0} = ρ_0(x), v|_{t=0} = v_0(x) v Ω^−_0 ∪ Ω^+_0 , [v] | |_{Γt} ≡ lim x∈Ω+_t x→x0∈Γ_t v(x) − lim x∈Ω^−_t x→x0∈Γ_t v(x) = 0, v −→_{|x|→∞} 0, [Tn]|Γ_t = σHn − pen na Γt,

(1.1)

gde D_t = ∂/∂t, ∇ = (_∂ ∂x1 ,^∂_{∂x2} ,^∂_{∂x3} ) , tenzor naprØßeniæ T =

(−p(ρ) + λ^±∇ · v)I+ μ^±S(v), (S(v))_{ij} =^{∂vi}_{∂xj} +^{∂vj}_{∂xi} , I– ediniqnaØ matrica; μ^±, λ^± – stupenqatye funkcii dinamiqeskih vØzkosteæ, ravnye μ^+, λ^+ v Ω^+_t i μ^−, λ^− v Ω^−_t , sootvetstvenno; p(ρ) – davlenie ßidkosteæ, zadannoe izvestnoæ gladkoæ funkcieæ plotnosti; f – zadannoe pole vnexnih sil, p_e = p_e(x, t) – vnexnee davlenie, zadannoe pri x ∈ R^3, t > 0; ρ_0 i v_0 – naqal~nye znaqeniØ plotnosti i skorosti ßidkosteæ, n – vektor vnexneæ normali k Ω^+_t ,

σ ¿ 0 – kofffficient poverhnostnogo natØßeniØ; H(x, t) – udvo-

ennaØ srednØØ krivizna poverhnosti Γ_t, priqem H < 0 v toqkah vypuklosti Γ_t v storonu Ω^−_t . Zapis~ ∇T oboznaqaet vektor s

64 I. V. DENISOVA

komponentami (∇T)_j =^{∂Tij}_{∂xi} , j = 1, 2, 3. Zdes~ i dalee po povtorØ- ¸wimsØ indeksam my budem podrazumevat~ summirovanie. My predpolagaem, qto vvedeny dekartovy koordinaty v R^3. Toqkoæ oboznaqeno dekartovo skalØrnoe proizvedenie.

Zamykaet sistemu (1.1) kinematiqeskoe uslovie na granicu Γ_t. Ono zakl¸qaetsØ v tom, qto v moment vremeni t > 0 poverhnost~ razdela ßidkosteæ sostoit iz toqek x(ξ, t), sootvetstvu¸- wiæ radius-vektor kotoryh ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Koxi

D_tx = v(x(ξ, t), t), x(ξ, 0) = ξ, ξ ∈ Γ. (1.2)

Zdes~ Γ ≡ Γ_0 = ∂Ω^+_0 – zadannaØ poverhnost~. Takim obrazom, Γ_t = {x(ξ, t)|ξ ∈ Γ_0}, a Ω^±_t = {x(ξ, t)|ξ ∈ Ω^±_0 }.

SleduØ [3], provedem preobrazovaniØ, kotorye pozvolØt nam izuqat~ vmesto (1.1), (1.2) zadaqu s postoØnnoæ graniceæ razdela ßidkosteæ.

Pereædem ot ffælerovskih koordinat {x} k lagranßevym {ξ} po formule

x(ξ, t) = ξ + t∫ 0 u(ξ, τ )dτ ≡ X_u(ξ, t), (1.3)

gde u(ξ, t) – pole skorosteæ v lagranßevyh koordinatah. ˚kobian fftogo preobrazovaniØ J_u(ξ, t) = det{a_{ij}}^3_{ij=1}, a_{ij}(ξ, t) = δ^i_j + t∫ 0 ∂u_i ∂ξ_j dτ, ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Koxi ∂J_u(ξ, t) ∂t ≡ ∂a_{ij} ∂t A_{ij} = A_{ij} ∂u_i ∂ξ_j ≡ A ∇ · u J_u(ξ, 0) = 1.

(1.4)

Zdes~ δ^i_j – simvoly Kronekera, a qerez A_{ij} oboznaqeny algebraiqeskie dopolneniØ fflementov a_{ij} matricy ˚kobi (1.3); A ≡ {Aij}^3_{i,j=1}. Dalee, poskol~ku A_{ij}^{∂ui}_{∂ξj} = A_{ij}a_{kj}^{∂vi}_{∂xk} | |_{x=Xu} = J_u(ξ, t)(∇ · v|_{x=Xu} ), to iz (1.4) sleduet, qto

J_u(ξ, t) = e t∫ 0 ∇·v|_x=_Xu dτ ≡ e t∫ 0 ∇u·udτ , (1.5)

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 65

gde ∇_u ≡ {_{∂ξi} ∂x_k ∂ ∂ξ_i }_3 k=1 = J^{−1}_u A ∇.

DlØ funkciæ plotnosti ^ρ i skorosti u v lagranßevyh koordinatah my poluqaem zadaqu D_t ^ρ + ^ρ∇_u · u = 0, ^ρD_tu − ∇_uT_u(u) = ^ρ^f na Ω^± ≡ Ω^±_0 , t > 0, ^ρ|_{t=0} = ρ_0, u|_{t=0} = v_0 na Ω^− ∪ Ω^+, [u] | |_Γ = 0, u −→_{|ξ|→∞} 0, [Tun]^|_Γ = σHn − ^pen^|_Γ,

(1.6)

v kotoroæ my ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ: ^ρ(ξ, t) = ρ(X_u, t), ^f (ξ, t) = f (X_u, t), ^p_e(ξ, t) = p_e(X_u, t),

Tu(w) = (−p(^ρ) + λ^±∇u · w)I+ μ^±S(w), (Su(w))ij = J^{−1}_u^(Ajk^{∂wi}_{∂ξk} + Aik^{∂wj}_{ξk}^) . Vnexnie normali n_0 i n k Γ i Γ_t sootvetstvenno svØzany sootnoxeniem n = J^{−1}_u A n_0 |J^{−1}_u A n_0 | . Iz pervogo uravneniØ v (1.6) soglasno formule Koxi s uqetom (1.5) vyvodim: ^ρ(ξ, t) = ρ_0(ξ)e^− t∫ 0 ∇u·udτ = ρ_0(ξ)J^{−1}_u (ξ, t).

Podstaviv ffto vyraßenie vo vtoroe uravnenie v sisteme (1.6), my poluqim naqal~no-kraevu¸ zadaqu otnositel~no odnoæ neizvestnoæ funkcii – skorosti u.

Vospol~zuemsØ izvestnoæ formuloæ dlØ udvoennoæ sredneæ krivizny poverhnosti:

Hn = Δ(t)x = Δ(t)X_u,

gde Δ(t) – operator Bel~trami–Laplasa na Γ_t. Sproektiruem zatem poslednee kraevoe uslovie v (1.6) na kasatel~nu¸ ploskost~

66 I. V. DENISOVA

snaqala k Γ_t, a zatem – k Γ. V rezul~tate, my pridem k zadaqe, ffkvivalentnoæ (1.6) pri n · n_0 > 0:

D_tu − ρ^{−1}_0 (ξ)A ∇T^′_u(u) = f − ρ^{−1}_0 (ξ)A ∇p(ρ_0 J^{−1}_u ) na Ω^±, t > 0 u | |_{t=0} = v_0, u −→_{|ξ|→∞} 0, [u] | |_Γ = 0, [μ^±Π_0ΠS_u(u)n] | |_Γ = 0,

[n_0 · T^′_u(u) | Γ − σn_0 · Δ(t)X_u | Γ = = (n_0 · n){[p(ρ_0J^{−1}_u )] | |_Γ − p_e(X_u, t) | |_Γ}, (1.7)

gde T^′_u(w) = Tu(w) + p(^ρ)I, Π0ω = ω − (n0 · ω)n0, Πω = ω − (n · ω)n.

Razreximost~ zadaqi (1.7) dokazyvaetsØ putem ee linearizacii i primeneniØ metoda posledovatel~nyh priblißeniæ. Rol~ fftih priblißeniæ igra¸t sistemy vida:

D_tw − ρ^{−1}(ξ)A ∇T^′_u(w) = f v Q^±_T = Ω^± × (0, T ), w | |_{t=0} = w_0 v Ω^− ∪ Ω^+, w −→_{|ξ|→∞} 0, (1.8) [w] | |_{GT} = 0, [μ^±Π_0ΠS_u(w)n] | |_{GT} = Π_0a, (G_T ≡ Γ × (0, T )),

[n_0 · T^′_u(w)n] | |_Γ − σn_0 · Δ(t) t∫ 0 wdτ | |_Γ = b + σ t∫ 0 Bdτ, t ∈ (0, T ). Esli v sisteme (1.8) poloßit~ u = 0, to ona pereædet v sledu¸wu¸ zadaqu:

D_tw − ρ^{−1}_0 (ξ)∇T^′(w) = f v Q^−_T ∪ Q^+_T , w | |_{t=0} = w_0 v Ω^− ∪ Ω^+, w −→_{|ξ|→∞} 0, [w] | G_T = 0, [μ

±Π_0S(w)n_0] | G_T = Π0a,

(1.9)

[n_0 · T^′(w)n_0] | Γ − σn_0 · Δ(0) t∫ 0 wdτ | Γ = b + σ t∫ 0 Bdτ, t ∈ (0, T ), (T^′(w) = (λ^±∇ · w)I+ μ^±S(w)).

Zadaqi (1.7)–(1.9) my budem izuqat~ v prostranstvah Soboleva–Slobodeckogo, kak v vesovyh tak i v obyqnyh. Napomnim opredelenie obyqnyh sobolevskih prostranstv.

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 67

Pust~ Ω – oblast~ v R^n, n ∈ N. Sobolevsku¸ proizvodnu¸ ot funkcii u oboznaqim qerez Dffu =^{∂|} ff|_u ∂x^α11 ...∂x^{αn}_n (zdes~ mul~ti-

indeks α = (α_1, . . . , α_n) porØdka |α| = α_1 + . . . + α_n imeet celye neotricatel~nye komponenty α_i, i = 1, . . . , n).

DlØ l > 0 opredelim prostranstvo Soboleva–Slobodeckogo W^l_2(Ω) kak prostranstvo funkciæ u s koneqnoæ normoæ

‖u‖_W l_{2(Ω)} = ∑ |ff|<l ‖Dffu‖2_Ω + ‖u‖2_{Ẇ l2(Ω)} 1/2 ,

gde ‖ · ‖_Ω – norma v L_2(Ω), a

‖u‖^2_{Ẇ l2(Ω)} = ∑ |ff|=l ‖Dffu‖l_Ω dlØ l ∈ N i ‖u‖^2_{Ẇ l2(Ω)} = ∑ |ff|=[l] ∫ Ω ∫ Ω |Dffu(x) − Dffu(y)|2 |x − y|^{n+2(l−[l])} dxdy dlØ necelogo l; qerez [l] zdes~ oboznaqena celaØ qast~ l.

Anizotropnoe prostranstvo W^{l,l/2}_2 (Q_T ) sostoit iz funkciæ, opredelennyh v cilindre Q_T = Ω × (0, T ), 0 < T 6 ∞, i ime- ¸wih koneqnu¸ normu

‖u‖_W l,l/2_{2 (QT )} = T∫ 0 ‖u‖^2_W l_{2(Ω)}dt + ∫ Ω ‖u‖^2_W l/2_{2 (0,T )}dx 1/2 .

Prostranstva Soboleva–Slobodeckogo s ffksponencial~nym vesom byli vvedeny M. S. Agronoviqem i M. I. Vixikom v [8], ih svoæstva takße izuqal V. A. Solonnikov v [1].

Pust~ γ ¿ 0. Vesovoe prostranstvo H^{l,l/2}γ (Q_T ) – ffto prostranstvo funkciæ, dopuska¸wih nulevoe prodolßenie v oblast~ t < 0 bez poteri gladkosti. �to prostranstvo snabßeno normoæ ‖u‖_Hl,l/2_{γ (QT )} = ( ‖u‖^2_Hl,0_{γ (QT )} + ‖u‖^2_H0,l/2_{γ (QT )} )_{1/2} .

68 I. V. DENISOVA

Zdes~ ‖u‖^2_Hl,0_{γ (QT )} = T∫ 0 e^{−2γt} ( ‖u‖^2_{Ẇ l2(Ω)} + γ^l‖u‖^2_Ω ) dt,

‖u‖^2_H0,l/2_{γ (QT )} = T∫ 0 e^{−2γt} ‖ ‖ ‖ ‖ ∂^{l/2}u ∂t^{l/2} ‖ ‖ ‖ ‖ 2

Ω dt dlØ [l/2] = l/2,

‖u‖^2_H0,l/2_{γ (QT )} = T∫ 0 e^{−2γt} ∞∫ 0 ‖ ‖ ‖ ‖ ∂^ku_0(·, t) ∂t^k − ∂^ku_0(·, t − τ ) ∂t^k ‖ ‖ ‖ ‖ 2

Ω dτ τ^{1+l−2k} dt dlØ k = [l/2] < l/2, gde u_0 – ffto funkciØ u, prodolßennaØ nulem

v oblast~ t < 0. Krome togo, pri l > 1^{∂iu}_{∂ti} | | |_{t=0} = 0, i = 0, . . . , [_{l−1} 2 ] . Vse ffti normy moßno vvesti i na l¸bom gladkom mnogoobrazii s pomow~¸ lokal~nyh kart i razbieniØ edinicy.

Kak obyqno, my sqitaem, qto ‖u‖^⋃ i=−,+ H^{l,l/}2 γ (Q^i_T ) = ‖u‖H^{l,l/}2_γ (Q^−_T ) + ‖u‖H^{l,l/}2_γ (Q+_T ) i qto vektor prinadleßit kakomu-to prostranstvu, esli fftomu prostranstvu prinadleßat vse ego komponenty. Normu vektora my opredelØem kak summu norm ego komponent. Numeraci¸ konstant budem provodit~ po paragrafam.

Sformuliruem teper~ osnovnye rezul~taty dannoæ raboty. Na protØßenii vsego dal~neæxego izloßeniØ my budem predpolagat~, qto dlØ vØzkosteæ ßidkosteæ vypolneny sledu¸wie neravenstva μ^− 2 6 μ^+ 6 2μ^−, 0 < β^± 6 1, (1.10)

gde konstanty β^± = λ^±/μ^±. Na samom dele, kak my uvidim dal~- xe, poluqennye rezul~taty budut verny i pri bolee xirokih predpoloßeniØh, v qastnosti, pri −1 6 β^± < 0. Odnako fiziqeskiæ smysl vtoryh vØzkosteæ λ^±, kotorye dolßny byt~ neotricatel~nymi, zastavlØet nas ograniqit~sØ usloviØmi (1.10).

Teorema 1.1. Pust~ dlØ nekotorogo l > 1/2 Γ ∈ W^{3/2+l}_2 , ρ0 ∈ ⋃ i=−,+ W^{1+l}_2 (Ω^i), ρ_0(x) ¿ R_0 > 0, f ∈ ⋃ i=−,+ H^{l,l/2}_γ (Q^i_T ), a ∈

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 69 H^{l+1/2,l/2+1/4} γ (G_T ), b ∈ H^{l+1/2,l/2+1/4} γ (G_T ), B ∈ H^{l−1/2,l/2−1/4} γ (G_T ) s

T 6 ∞. Predpoloßim takße, qto w0 = 0. Togda dlØ dostatoqno

bol~xogo γ ¿ γ_0 > 0 sistema (1.9) imeet edinstvennoe rexenie w ∈ ⋃ H^{2+l,1+l/2} γ (Q^i_T ), kotoroe podqinØetsØ neravenstvu ‖w‖^⋃ i H2+^{l,}1+^{l/}2 γ (Q^i_T ) 6 c1(‖f ‖ ⋃ i H^{l,l/}2_γ (Q^i_T ) + ‖a‖H^l+1^/2^{,l/}2+1^/4 γ (G_T )+ + ‖b‖_Hl+1/2,l/2+1/4 γ (G_T ) + σ‖B‖H^{l−}1^/2^{,l/}2^−1^/4 γ (G_T )) (1.11)

s konstantoæ c_1, ne zavisØweæ ot T .

DlØ formulirovki sledu¸weæ teoremy nam nußny budut normy, kvadraty kotoryh opredelØ¸tsØ formulami ( ‖u‖^{(l,l/2)}⋃ i Q^i_T )_2 = ‖u‖^2⋃ i W^{l,l/}2 2 (Q^iT ) + T^{−l}‖u‖^{2⋃}_{i Q}i_T , ( ‖u‖^{(2+l,1+l/2)} Q^−_T ∪Q+_T )_2 = ‖u‖^2⋃ i W 2+^{l,}1+^{l/}2

2 (Q^iT ) +

+ T^{−l} ‖D_tu‖^2_Q−_{T ∪Q}+_T + ∑ |ff|=2 ‖Dff_x u‖2_{Q−T ∪Q+T} + sup_t 6T^{‖u(·, t)‖} 2⋃ i W 1+^l2 (Ω^i).

Zametim, qto norma ‖u‖^{(l,l/2)}⋃_{i QiT} ffkvivalentna ‖u‖_Hl,l/2_{0 (QT )} pri l < 1 i ‖u‖_W l,l/2_{2 (QT )} pri ∀T < ∞. Teorema 1.2. Predpoloßim, qto Γ ∈ W^{3/2+l}_2 , ρ0 ∈^⋃_{i=−,+} W^{1+l}_2 (Ω^i)

pri l ∈ (1/2, 1), ρ_0(ξ) ¿ R_0 > 0. Krome togo, pust~ dlØ T < ∞ vektor u nepreryven pri perehode qerez granicu Γ i udovletvorØet neravenstvu T^{1/2}‖u‖^{(2+l,1+l/2)}

Q^−_T ∪Q+_T 6 δ (1.12)

s nekotorym malym qislom δ.

Togda dlØ l¸byh f ∈ ⋃ i=−,+ W^{l,l/2}_2 (Q^i_T ), w_0 ∈ ⋃ i=−,+ W^{1+l}_2 (Ω^i), a ∈ W^{l+1/2,l/2+1/4} 2 (G_T ), b ∈ W^{l+1/2,l/2+1/4} 2 (G_T ) i B ∈ W^{l−1/2,l/2−1/4} 2 (G_T ), podqinØ¸wihsØ usloviØm soglasovaniØ

[w_0] | |_Γ = 0, [μ^±Π_0S(w_0)n_0] | |_Γ = Π_0a | |_{t=0}, [n_0 · T^′(w_0)n_0] | |_Γ = b | |_{t=0},

70 I. V. DENISOVA zadaqa (1.8) odnoznaqno razrexima v prostranstve ⋃ i=−,+ W^{2+l,1+l/2} 2 (Q^i_T ) i dlØ ee rexeniØ w verna ocenka ‖w‖^{(2+l,1+l/2)} Q^−_T ∪Q+_T 6 c2(T ) { ‖f ‖^{(l,l/2)} Q^−_T ∪Q+_T + ‖w0‖ ⋃ i W1+^l2 (Ω_i)+ +‖a‖_W l+1/2,l/2+1/4 2 (G^T ) +‖b‖_W l+1/2,l/2+1/4 2 (G^T ) +σ‖B‖_W l−1/2,l/2−1/4 2 (G^T ) } s neubyva¸weæ funkcieæ c_2(T ).

Teorema 1.3. Dopustim, qto pri nekotorom l ∈ (1/2, 1) Γ ∈ W^{5/2+l} 2 , ρ_0 ∈ ⋃ i=−,+ W^{1+l}_2 (Ω_i), ρ_0(ξ) ¿ R_0 > 0, p ∈ C^3(R_+), krome

togo, f (·, t) ∈ C^2(R^3) dlØ ∀t ∈ [0, T ], f (ξ, ·), ∇f (ξ, ·) ∈ C^β (0, T ) dlØ ∀ξ ∈ R^3 pri nekotorom β ∈ (1/2, 1), p_e(·, t) ∈ C^3(R^3), ∀t ∈ [0, T ], p_e(ξ, ·), ∇p_e(ξ, ·) ∈ Lip(0, T ), v_0 ∈ ⋃ i=−,+ W^{1+l}_2 (Ω^i), [v_0] | |_Γ = 0, i vy-

polneno uslovie soglasovaniØ

[−p(ρ_0)n_0 + λ^±(∇ · v_0)n_0 + μ^±S(v_0)n_0] | |_{ξ∈Γ} = σHn_0 − p_en_0 | |_{t=0}. Togda suwestvuet T_0 ∈ (0, T ] takoe, qto zadaqa (1.7) odnoznaqno razrexima na promeßutke (0, T_0) i ee rexenie u ∈ ⋃ i=−,+ W^{2+l,1+l/2} 2 (Q^i_{T0} ), pri fftom veliqina T_0 zavisit ot norm f ,

v_0, ρ_0, p_e i ot krivizny poverhnosti Γ.

Tri sformulirovannye teoremy ØvlØ¸tsØ analogami teorem 1.1–1.3 iz [3]. Ih dokazatel~stvo opiraetsØ na Øvnoe rexenie model~noæ zadaqi s ploskoæ graniceæ razdela ßidkosteæ, kotoroe my postroim i ocenim v sledu¸wih paragrafah. Dal~neæxie otliqiØ v izuqenii dvuh ßidkosteæ, zanima¸wih vse R^3, po sravneni¸ s odnoæ ßidkost~¸ ograniqennogo ob¨ema ØvlØ¸tsØ soverxenno neznaqitel~nymi dlØ sobolevskih prostranstv.

Zametim, qto taku¸ ße situaci¸ my imeli i v “nesßimaemom” sluqae, kogda teoremy o razreximosti zadaq s zamknutoæ graniceæ obobwalis~ na sluqaæ dvuh ßidkosteæ praktiqeski bez izmereniæ.

§2. OdnorodnaØ model~naØ zadaqa s ploskoæ graniceæ razdela ßidkosteæ

Dalee my budem sqitat~, qto naqal~naØ skorost~ ßidkosteæ w_0 = 0, a ih plotnost~ est~ stupenqataØ funkciØ ρ^±_0 .

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 71

Vvedem oboznaqeniØ: D^3_∞ ≡ D^−_∞ ∪ D^+_∞, D^±_∞ = R^3_± × (0, ∞), R^3_± = {±x_3 > 0}, R^2_∞ = R^2 × (0, ∞).

Rassmotrim zadaqu (1.9), polagaØ, qto v roli poverhnosti Γ vystupaet ploskost~ {x_3 = 0}. V fftom sluqae zadaqa (1.9) prinimaet vid

D_tw − (ν^± + –^±)∇(∇ · w) − ν^±∇^2w = f v D^3_∞, w | |_{t=0} = 0, w −→_{|x|→∞} 0, [w] | |_{x3=0} = 0, − [ μ^± ( ∂w_α ∂x_3 + ∂w_3 ∂x_α )] | | |_{x3=0} = d^α(x^′, t), x^′ = (x^1, x^2, 0), α = 1, 2, (2.1)

[λ^±∇ · w] | |_{x3=0} + [ 2ν^± ∂w_3 ∂x_3 ] | | |_{x3=0} + σΔ^′ t∫ 0 w_3dτ = d_3 + σ t∫ 0 Ddτ ≡ d^′_3, gde –^± = λ^±/ρ^±_0 , ν^± = μ^±/ρ^±_0 , Δ^′ =^{∂2}_{∂x}2_1 +^{∂2}_{∂x}2 .

V fftom paragrafe my budem izuqat~ zadaqu (2.1) v prostranstvah ⋃ i=−,+ H^{l,l/2}_γ (D^i_∞), H^{l,l/2}_γ (R^2_∞), polagaØ f = 0.

DlØ funkcii f iz prostranstva H^{l,l/2}γ (D^±_∞) preobrazovanie Fur~e po x^′ = (x_1, x_2) i Laplasa po t, vyqislennoe po formu- le ~f (ξ, x_3, s) = ∞∫ 0 e^{−st} ∫ R2^{f(x, t)e−ix′·ξdx′dt, (2.2)} Re s ¿ 0, ξ = (ξ_1, ξ_2), opredelØet analitiqesku¸ funkci¸ ~f v poluploskosti Re s > γ.

Posle prerobrazovaniØ (2.2) zadaqa (2.1) perehodit v sistemu obyqnyh differencial~nyh uravneniæ s~v_α − (–^± + ν^±)iξ_α ( iξ_1~v_1 + iξ_2~v_2 + d~v_3 dx_3 ) − −ν^± ( d^2~v_α dx^2_3 − ξ^2~v_α ) = 0, α = 1, 2,

s~v_3 − (ν^± + –^±) d dx_3 ( iξ_1~v_1 + iξ_2~v_2 + d~v_3 dx_3 ) − −ν^± ( d^2~v_3 dx^2_3

− ξ^2~v_3 ) = 0

(2.3)

72 I. V. DENISOVA

s graniqnymi usloviØmi ~v −→ |x3|→∞ 0, [~v] | |_{x3=0} = 0, − [ μ^± ( d~v_α dx_3 + iξ_α~v_3 )] | | |_{x3=0} = ~b_α, α = 1, 2, [ λ^± ( iξ_1~v_1 + iξ_2~v_2 + d~v_3 dx_3 ) + 2μ^± d~v_3 dx_3 ] | | |_{x3=0} − σ s ξ^2~v_3 | |_{x3=0} = ~b^′_3.

(2.4) Zdes~ my smenili oboznaqeniØ dlØ pravyh qasteæ s d_1, d_2, d^′_3 na b_1, b_2, b^′_3 i dlØ neizvestnoæ funkcii s w na v. Krome togo, ξ^2 = ξ^2_1 + ξ^2 .

Obwim rexeniem sistemy (2.3) v dvuh poluprostranstvah ØvlØ¸tsØ funkcii ~v^+ = ~v | x3>0 i ~v − = ~v | x3<0, ~v^+ = C^+_1 r^+ 0 iξ_1 e^{−r+x}3 + C^+_2 0 r^+ iξ_2 e^{−r+x}3 + C_3 iξ_1 iξ_2 −r^+_1 e^{−r+}1^x3 , x_3 > 0, (2.5)

~v^− = C^−_1 −r^− 0 iξ_1 e^{r− x3} + C^−_2 0 −r^− iξ_2 e^{r− x3} + C^−_3 iξ_1 iξ_2 r^−_1 e^{r−}1^{x3} , x_3 < 0,

gde r^± = √_s ν^± + ξ

2, r^±_1 = √_s 2ν^±+–^± + ξ

2, pri fftom my sqitaem, qto | arg √ z| < π/2 dlØ ∀z; C^±_k – svobodnye postoØnnye.

Otmetim, qto dlØ dvuh nesßimaemyh ßidkosteæ rexenie zadaqi, analogiqnoæ (2.1), bylo postroeno i oceneno v [4].

DlØ udobstva posledu¸wih ocenok qastnoe rexenie sistemy (2.3), (2.4) budem iskat~ v vide, ffkvivalentnom (2.5),

~v = V^± e^{∓r± x3} − e^{∓r±1 x3} r^± − r^±_1

+ W^±e^{∓r± x3} , ±x_3 > 0. (2.6)

Zdes~ V^± = −C^±_3 (r^± − r^±_1 ) iξ_1 iξ_2 ∓r^±_1 , W^± = ω^±_1 ω^±_2 ω^±_3

, ω^±_3 – lineæ-

nye kombinacii C^±_3 . PodstavlØØ vyraßenie (2.6) v graniqnye

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 73

usloviØ (2.4) i rexaØ poluqennu¸ sistemu, nahodim:

C^+_3 = A P { ρ^−_0 s(r^+ + r^−)+(r^−_1 r^− − ξ^2) [ 2(μ^+ − μ^−)r^+ + σ s ξ^2 ]} + + ~b′_3 P {ρ^−_0 sr^−_1 (r^+ + r^−) + (r^−_1 r^− − ξ^2)[μ^+(r^{+2} + ξ^2)−μ^−(r^{−2} + ξ^2)]},

C^−_3 = A P { ρ^+_0 s(r^+ + r^−)−(r^+_1 r^+ − ξ^2) [ 2(μ^+ − μ^−)r^− − σ s ξ^2 ]} − − ~b′_3 P {ρ^+_0 sr^+_1 (r^+ + r^−)−(r^+_1 r^+ − ξ^2)[μ^+(r^{+2} + ξ^2)−μ^−(r^{−2} + ξ^2)]},

ω^+_k = ω^−_k ≡ ω_k, k = 1, 2, 3,

ω_α = 1 μ^+r^+ + μ^−r^− × × { ~b_α + iξ_αC^+_3 [ μ^+(r^+ − r^+_1 ) −

(μ^+ − μ^−)(r^+_1 r^+ − ξ^2) r^+ + r^− ] + + iξ_αC^−_3 [ μ^−(r^− − r^−_1 ) +

(μ^+ − μ^−)(r^−_1 r^− − ξ^2) r^+ + r^− ] } , α = 1, 2, ω_3 =

−(r^+_1 r^+ − ξ^2)C^+_3 + (r^−_1 r^− − ξ^2)C^−_3 r^+ + r^− , (2.7) gde A = iξ_1~b_1 + iξ_2~b_2, ~b^′_3 = b_3 + σ^{~B}_s , a P – ffto polinom, kotoryæ moßno zapisat~ v forme:

P = ρ^{+2}_0 s^2(r^−_1 r^− − ξ^2) + ρ^{−2}_0 s^2(r^+_1 r^+ − ξ^2) + ρ^+_0 ρ^−_0 s^2(r^+_1 r^−+ + r^−_1 r^+ + 2ξ^2) + 4(μ^+ − μ^−)ξ^2{μ^+r^+(r^+ − r^+_1 )(r^−_1 r^− − ξ^2)− − μ^−r^−(r^− − r^−_1 )(r^+_1 r^+ − ξ^2)} + σξ^2{ρ^+_0 r^+_1 (r^−_1 r^− − ξ^2)+ + ρ^−_0 r^−_1 (r^+_1 r^+ − ξ^2)}.

(2.8)

Ocenka rexeniØ (2.6) opiraetsØ na ocenku snizu znamenatelØ P . Lemma 2.1. Pust~ vypolneny usloviØ (1.10), togda dlØ ∀ξ ∈ R^2,

∀s ∈ C , Re s = γ > 0 i σ ¿ 0 vyraßenie P , zadannoe formuloæ (2.8), podqinØetsØ neravenstvam |P | ¿ γ 12 (ρ^{+2}_0 + ρ^{−2}_0 )|s|^2 + σγξ^2 6 √ 2 (ρ^+_0 |r^+_1 | + ρ^−_0 |r^−_1 |) ¿

(ρ^{+2}_0 + ρ^{−2}_0 )γ^3 12 , (2.9)

74 I. V. DENISOVA |P | ¿ c_1(|s|^3 + β^+β^−|s|^2ξ^2 + σ|ξ|^3|s|). (2.10)

Dokazatel~stvo. Predstavim polinom P v vide, udobnom dlØ

ego ocenki,

P = s^2 ( ρ^+_0 r^+_1 + ρ^−_0 r^−_1 ) q+ρ^+_0 ρ^−_0 s^2 ( r^+_1 r^−_1 + r^−_1 r^+_1 + 2 ) ξ^2+

+ 4μ^+ ( μ^+ − μ^− 2 ) sξ^2 ν^+

(1 + β^+ )r^+(r^−_1 r^− − ξ^2)

(2 + β^+)(r^+_1 + r^+) + + 4μ^− ( μ^− − μ^+ 2 ) sξ^2 ν^− (1 + β^−)r^−(r^+_1 r^+ − ξ^2)

(2 + β^−)(r^−_1 + r^−) − − 2ρ^+_0 ρ^−_0 sξ^2 (2 + β^+)(2 + β^−)(r^+_1 + r^+)(r^−_1 + r^−)

{r^+(1 + β^+)s[r^− + (2 + β^−)r^−_1 ]+

+r^−(1 + β^−)s[r^+ + (2 + 2β^+)r^+_1 ]}+σξ^2q ≡ 6∑ j=1 I_j , gde q = ρ^+_0 r^+_1 (r^−_1 r^− − ξ^2) + ρ^−_0 r^−_1 (r^+_1 r^+ − ξ^2). (2.11) Qtoby poluqit~ ocenku (2.9), vospol~zuemsØ neravenstvom |P | ¿ |q| |s| | | | | | | Re 6∑ j=1 I_j sq | | | | | | . L¸bopytno zametit~, qto mnogoqlen q, stoØwiæ pri σξ^2, tak ße, kak i v sluqae nesßimaemyh ßidkosteæ, igraet rol~ universal~- nogo mnoßitelØ dlØ vsego P v tom smysle, qto qastnoe ot deleniØ P na sq imeet poloßitel~nu¸ vewestvennu¸ qast~. Pokaßem ffto, rassmotrev vewestvennye qasti otdel~nyh slagaemyh. Tak Re ( I_1 sq ) = ∑ i=−,+ Re ( ρ^−_0 s r^i_1 ) = ∑ i=−,+ ρ^i_0 |s| |r^i_1| {cos(arg s) cos(arg r^i_1)+

+ sin(arg s) sin(arg r^i_1)} ¿ ∑ i ρ^i_0

Re s √ 2|r^i_1| = γ √ 2 ( ρ^+_0 |r^+_1 | + ρ^−_0 |r^−_1 | ) . (2.12)

V fftoæ ocenke my ispol~zovali tot fakt, qto arg s i arg r^±_1 ime¸t odin znak, i potomu proizvedenie ih sinusov neotricatel~no. Krome togo, arg r^±_1 ∈ ( −^π_4 ,^π_4 ) , otkuda sleduet, qto cos arg r^±_1 >^{1√}_2 .

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 75

Dalee dlØ opredelennosti my budem sqitat~, qto arg s > 0, i sledovatel~no, arg r^±, arg r^±_1 ∈ ( 0,^π_4 ) . (DlØ arg s < 0 my poluqim kartinu, zerkal~no otraßennu¸ otnositel~no osi Im s = 0.) Tak kak v fftom sluqae arg^{r±1 r± −ξ2}_s = arg (_{r±1 (1+β± )} r^±1 +r^± + 1 ) ∈ ( −^π_4 , 0 ) , to legko videt~, qto arg^q_s ∈ ( −^π_4 ,^π_4 ) . Poskol~ku arg^{r±}_{r±1 +r±} ∈ ( 0,^π_4 ) , to pri μ^+ ¿^{μ−}_2 i μ^− ¿^{μ+}_2 arg^{I3,4}_{s2} ∈ ( −^π_4 ,^π_4 ) i, sledovatel~no, Re (_{I3,4} sq ) ¿ 0 i ih moßno ot-

brosit~ pri ocenke |P |.

Dalee, Re ( I_6 sq ) = Re ( σξs̄ |s|^2 ) = σξ^2γ |s|^2 . (2.13)

Nakonec,

I_7 ≡ I_2 + I_5 = ρ^+_0 ρ^−_0 s^2ξ^2 { r^+_1 r^−_1 + r^−_1 r^+_1 + 2 [ (1 + β^−)r^+ (2 + β^+ )(2 + β^−)(r^+_1 + r^+) + + (1 + β^+)r^− (2 + β^+)(2 + β^−)(r^−_1 + r^−) + β^+β^− (2 + β^+)(2 + β^−) + + (1 − β^+β^−)(r^−_1 r^+ + r^+_1 r^−) + 2(2 + β^+ + β^−)r^+_1 r^− (2 + β^+)(2 + β^−)(r^+_1 + r^+)(r^−_1 + r^−) ]} . (2.14) Oqevidno, qto pri |β^±| 6 1 i β^+β^− ¿ 0 argumenty pervyh pØti slagaemyh v (2.14) leßat v promeßutke (−π/4, π/4). Drobi vida

r^−1 r+ (r^−1 +r^− )(r+1 +r+) predstavlØ¸t soboæ proizvedenie vektorov r^−1 r^−1 +r^−

i^{r+}_r+_{1 +r+} , argumenty kotoryh ime¸t raznye znaki i po modul¸ ne prevoshodØt π/4, potomu oni toße posle deleniØ na q/s osta¸tsØ v pravoæ poluploskosti.

Rassmotrim

r^+_1 r^−_1 s (r^+_1 + r^+)(r^−_1 + r^−)q = 1 (r^+_1 + r^+)(r^−_1 + r^−) (_{ρ+0 (r−1 r− −ξ2)} r^−1 s + ρ^−0 (r+1 r+−ξ2) r+1 s ) . Argument fftoæ drobi prinadleßit otrezku (−π/2, π/2), tak kak arg(r^±_1 + r^±) ∈ (0, π/4), a arg^{r±1 r± −ξ2}_{r±1 s} ∈ (−π/2, 0).

76 I. V. DENISOVA

Takim obrazom, s uqetom (2.12), (2.13) imeem |P | ¿ |q| |s| { γ √ 2 ( ρ^+_0 |r^+_1 | + ρ^−_0 |r^−_1 | ) + σξ^2γ |s|^2 } , otkuda sleduet (2.9) vvidu lemmy 2.2 (sm. niße).

Krome togo, |P | ¿ |q| |s| Re I_7 sq ¿ |q| |s| Re^{β+ β−ρ+0 ρ−0 sξ2} (2 + β^+ )(2 + β^−)q ¿ ¿^{|q| |s|}√_2^{β+ β−ρ+0 ρ−0 ξ2} (2 + β^+ )(2 + β^−) | |^q_s | | ¿^{β+ β−ρ+0 ρ−0 |s|2ξ2} 9 √ 2 . (2.15)

Pri dokazatel~stve (2.10) rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda |s| < ξ^2. Togda |s|^3 < |s|^2ξ^2 6^9 √ 2|P | ρ+0 ρ^−0 β+β^− .

Dalee, σξ^2|q| 6 |P | + |I_1| + |I_7| + |I_3| + |I_4|. Ispol~zuØ ocenku sverhu dlØ polinoma q iz lemmy 2.2, poluqaem: |I_1| 6 |s|^2|q| ( ρ^+_0 |r^+_1 | + ρ^−_0 |r^−_1 | ) 6 c2|s|^{3{}ρ^{+2} + ρ^{−2}_0 +

+ ρ^+_0 ρ^−_0 ( sup_{s,ξ} |r^+_1 | |r^−_1 | + sup_{s,ξ} |r^−_1 | |r^+_1 | ) } 6 c3|s|^3, |I_7| 6 ρ^+_0 ρ^−_0 |s|^2ξ^2 { sup_{s,ξ} |r^+_1 | |r^−_1 | + sup_{s,ξ} |r^−_1 | |r^+_1 | + + 2 [ 2 ∑ i=−,+ sup_{s,ξ} |r^i| |r^i_1 + r^i|

+ β^+β^− + 2 max_{−,+} sup_{s,ξ} ( |r^±_1 | |r^±_1 + r^±| |r^∓| |r^∓_1 + r^∓| ) +

+ 8 sup_{s,ξ} ( |r^+_1 | |r^+_1 + r^+| |r^−_1 | |r^−_1 + r^−| ) ]} 6 c4(ν^±, ρ^±_0 )|s|^2ξ^2.

Zdes~, kak netrudno videt~, vse supremumy – ograniqennye funkcii vØzkosteæ ν^± i kofffficientov β^±.

Pri ocenke odnotipnyh qlenov I_3, I_4 vospol~zuemsØ neravenstvami

|r^±_1 r^± − ξ^2|

|s| 6^1_{(2 + β±)ν±}^{( |r±1 |(1 + β±)}_{|r±1 + r±|} + 1^) 6

6^1_{2ν±} ( 1 + 2 sup_{s,ξ} |r^±_1 | |r^±_1 + r^±| ) . (2.16)

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 77

Togda vyvodim:

|I_3| + |I_4| 6 c_5(μ^±, ρ^±_0 )|s|^2ξ^2. Znaqit, pri β^+β^− ≠ 0. σ|ξ|^3|s| 6 c_6σξ^2|q| 6 c_6 { |P | + (c_3 + c_4 + c_5) 9 √ 2|P | β^+β^−ρ^+_0 ρ^−_0 } . Pust~ teper~ |s| ¿ ξ^2. Sledovatel~no, σ|s| |ξ|^3 6 σ|s|^{3/2}ξ^2 6 σ|s|^2ξ^2 √ γ 6^{c7σ|P |}√_γ (2.17)

s uqetom (2.15).

Oboznaqim qerez I_0 vyraßenie

I_0 = ρ^{+2}_0 s^2(r^−_1 r^− − ξ^2) + ρ^{−2}_0 s^2(r^+_1 r^+ − ξ^2)+ +ρ^+_0 ρ^−_0 s^2(r^+_1 r^− + r^−_1 r^+ − 2ξ^2), togda, s odnoæ storony,

|I_0| 6 |P | + |I_3| + |I_4| + |I_6| + | | | |I^7 − ρ^+0 ρ^−0 s^2ξ^2 ( r^+_1 r^−_1 + r^−_1 r^+_1 ) | | | 6 c8|P |, gde I_7 opredelØetsØ ravenstvom (2.14), a s drugoæ storony, |I_0| ¿ |s|^3 | | | Re { ∑ i=−,+ ρ^{i2} (2 + β^i)ν^i ( r^i_1(1 + β^i) r^i_1 + r^i + 1 ) +

+ρ^+_0 ρ^−_0 ( r^+_1 r^− − ξ^2 s + r^−_1 r^+ − ξ^2 s ) }| | |. Real~nye qasti vseh slagaemyh v poslednem neravenstve poloßitel~ny, pofftomu |I_0| ¿ |s|^3 ( ρ^{+2}_0 (2 + β^+)ν^+ + ρ^{−2} (2 + β^−)ν^− ) . I, sledovatel~no, |s|^3 6 c_9|P |. (2.18) Iz (2.15), (2.17), (2.18) my poluqaem neravenstvo (2.10). •

78 I. V. DENISOVA

Lemma 2.2. DlØ vyraßeniØ q, opredelØemogo (2.11), verny ocenki |q| ¿^{|s|}_3√_2^{( ρ+0}_{ν−} |r^+_1 | +^{ρ−0}_{ν+} |r^−_1 |^) (2.19)

|q| 6^3_2 |s|^{( ρ+0}_{ν−} |r^+_1 | +^{ρ−0}_{ν+} |r^−_1 |^) . (2.20)

Dokazatel~stvo. Tak kak arg r^±_1 (r^∓_1 r^∓ − ξ^2) s ∈ ( − π 4 , π 4 ) , to |q| ¿ |s|^| Re^{{ ρ+0 r+1 (r−1 r− − ξ2)}_s +^{ρ−0 r−1 (r+1 r+ − ξ2)}_s^{} |} ¿ ¿^{|s|}√_2^{( ρ+0 |r+1 |}

(2 + β^−)ν^− + ρ^−_0 |r^−_1 | (2 + β^+)ν^+ ) , otkuda sleduet (2.19).

Neravenstvo (2.20) vytekaet iz ocenki |q| 6 |s|^{{ ρ+0 |r+1 |} (2 + β^−)ν^− ( (1 + β^−)|r^−_1 | |r^−_1 + r^−| + 1 ) + ρ^−_0 |r^−_1 | (2 + β^+)ν^+ ( (1 + β^+ )|r^+_1 | |r^+_1 + r^+| + 1 )} . • Teper~ my moßem ocenit~ rexenie (2.6) s kofffficientami (2.7). V silu (2.16) dlØ C^+_3 , C^−_3 verny neravenstva

|C^±_3 | 6 c_{10} { (|~b_1| + |~b_2|)|ξ| |P | [|s|(|r^+| + |r^−|) + σξ^2]+ |~b^′_3| |P | (|s|^2 + |s|ξ^2) } , otkuda s uqetom lemmy 2.1 vyvodim dlØ V^±:

|V^±| 6 c_{11} |C^±_3 ||s||r^±_1 | |r^± + r^±_1 | 6 c_{12}

(_3 ∑ i=1 |~b_i| + ( 1 σ + 1 √ γ ) σ| ~B| √ |s| + ξ^2 ) . Esli σ = 0, to qlen s | ~B| v poslednem neravenstve otsutstvuet.

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 79

Analogiqnym obrazom oceniva¸tsØ i ω_i, i = 1, 2, 3: |ω_α| 6 1 |μ^+r^+ + μ^−r^−| { |~b_α| + ∑ j=−,+ |C^j_3||s||ξ| [ c_{13} |r^j_1 + r^j | +

+ c^j_{14} |r^+ + r^−| ]} 6 6 c15 3∑ i=1 |~b_i| √ |s| + ξ^2 + σ| ~B| |s| + ξ^2 , α = 1, 2,

|ω_3| 6 3|s| 2|r^+ + r^−| ( |C^+_3 | ν^+ + |C^−_3 | ν^− ) 6 c16 3∑ i=1 |~b_i| √ |s| + ξ^2 + σ| ~B| |s| + ξ^2 .

Takim obrazom, my dokazali sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 2.3. DlØ ∀ξ ∈ R^2, ∀s ∈ C , Re s = γ > 0, vektora V^±, W^±

iz (2.6) podqinØ¸tsØ neravenstvam

|V^±| 6 c_{17}(γ)

(_3 ∑ i=1 |~b_i| + σ| ~B| √ |s| + ξ^2 ) ,

|W^±| 6 c_{18}(γ) 3∑ i=1 |~b_i| √ |s| + ξ^2 + σ| ~B| |s| + ξ^2 . (2.21)

Ispol~zuØ ravenstvo ParsevalØ dlØ preobrazovaniØ (2.2) ∞∫ −∞ ∫ R2^{| ~f(ξ, x3, γ + iξ0)|2dξ dξ0 = (2π)3} ∞∫ 0 e^{−2γt} ∫ R2^{|f(x, t)|2dx′dt,} moßno pokazat~ (sm. [1], §2), qto pri ∀γ ¿ 0 norma ‖u‖^⋃_{i H}l,l/2_{γ (Di∞)}

80 I. V. DENISOVA

ffkvivalentna norme, kvadrat kotoroæ vyraßaetsØ formuloæ

‖|u|‖^2_{l,γ,D}3_∞ = ∫ R2 ∞∫ −∞ { ∑ j<l ( ‖ ‖ ‖ ‖ ∂^j ∂x^j_3 ~u(ξ, x_3, s) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 R+^{|r+|2l−2j+} + ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∂^j ∂x^j_3 ~u(ξ, x_3, s) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2 R−^{|r−|2l−2j} ) + ‖~u(ξ, ·, s)‖^2_Ẇ l_{2(}R_{+)∪Ẇ} l_{2(}R_{−)} } dξ_0dξ.

Zdes~ s = γ + iξ_0, r^± = √_s ν^± + ξ 2, R± = {y ∈ R| ± y > 0}. Norma ‖u‖_Hl,l/2_{γ (}R_{2∞)} sleda funkcii u na ploskosti R^2 ffkviva-

lentna norme

‖|u|‖_{l,γ,}R2_∞ = ∫ R2 ∞∫ −∞ |~u(ξ, 0, s)|^2|r|^{2l}dξ_0dξ 1/2 ,

r = √ s + ξ^2, s = γ + iξ_0.

Iz lemmy 2.3 dlØ rexeniØ (2.6) sleduet ocenka | | | | | d^j ~v(x_3) dx^j_3 | | | | | 6 c19

(_3 ∑ i=1 |~b_i| + σ| ~B| √ |s| + ξ^2 ) ×

× [| | | | d^je^±_1 (x_3) dx^j_3 | | | | | + c_{20} √ |s| + ξ^2 | | | | | d^je^±_0 (x_3) dx^j_3 | | | | | ] , ±x_3 > 0, (2.22)

gde j = 0, 1, . . ., e^±_0 (x_3) = e^{∓r± x3} , e^±_1 (x_3) =^{e∓r±x3 −e∓r±1 x3}_{r± −r±1} .

DlØ funkciæ e^±_0 , e^±_1 verno sledu¸wee utverßdenie, kotoroe

dokazyvaetsØ tak ße, kak lemma 3.1 iz [1].

Lemma 2.4. DlØ ∀ξ ∈ R^2, s = γ + iξ0, γ > 0, ime¸t mesto nera-

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 81

vensta ± ±∞∫ 0

| | | | d^je^±_0 (x_3) dx^j_3 | | | | 2 dx_3 6 |r^±|^{2j−1} √ 2 ,

± ±∞∫ 0 ∞∫ 0

| | | | | d^je^±_0 (x_3 ± z) dx^j_3 − d^je^±_0 (x_3) dx^j_3 | | | | | 2 dzdx_3 z^{1+2α} 6 c^±_{21}|r^±|^{2(j+α)−1},

± ±∞∫ 0 | | | d^je^±_1 (x_3) dx_3 | | | 2 dx_3 6 c^±_{22}|r^±|^{2j−3},

± ±∞∫ 0 ∞∫ 0

| | | | | d^je^±_1 (x_3 ± z) dx^j_3 − d^je^±_1 (x_3) dx^j_3 | | | | | 2 dz dx_3 z^{1+2α} 6 c^±_{23}|r^±|^{2(j+α)−3}.

Zdes~ j ∈ N ∪ {0}, α ∈ (0, 1); c^±_{21}, c^±_{22}, c^±_{23} ne zavisØt ot |r^±|.

Ispol~zuØ lemmu 2.4 s α = l − [l] i neravenstvo (2.22), dlØ

rexeniØ (2.6) poluqaem: ‖|v|‖^2_{+l,γ,D}3_∞ 6 c_{24} ∫ R2 ∞∫ −∞ ( ∑ i=1 |~b_i|^2 + σ^2| ~B|^2 |s| + ξ^2 ) ×

× { ∑ j<l+2 (|r^+|^{2j−3+2(l+2)−2j} + |r^−|^{2(l+2)−3} + |r^+|^{2(2+[l]+l−[l])−3} +

+|r^−|^{2l+1} + 1 |s| + ξ^2 ∑ j<l+2 [ (|r^+|^{2j−1+2(l+2)−2j} + |r^−|^{2l+3})+

+|r^+|^{2(2+[l]+l−[l])−1} + |r^−|^{2l+3} ]} dξ_0dξ 6 6 c25^∫ R2 ∞∫ −∞ (_3 ∑ i=1 |~b_i|^2 + σ^2| ~B|^2 |s| + ξ^2 ) | | √ s + ξ^2 | |^{2l+1}dξ_0dξ 6

6 c26

(_3 ∑ i=1 ‖|b_i|‖^2_{l+1/2,γ,}R2_∞ + σ^2‖|B|‖^2_{l−1/2,γ,}R2_∞ ) . (2.23)

Itak, my dokazali teoremu ob odnoznaqnoæ razreximosti za-

daqi (2.1) pri f = 0.

82 I. V. DENISOVA

Teorema 2.1. Pust~ l > 1/2, T 6 ∞ i dlØ vØzkosteæ μ^±,

λ^± vypolneny neravenstva (1.10). Togda dlØ proizvol~nyh f ∈ ⋃ i=−,+ H^{l,l/2}_γ (D^i_T ), d_k ∈ H^{l+1/2,l/2+1/4} γ (R^2_T), k = 1, 2, 3, D ∈ H^{l−1/2.l/2−1/4} γ (R^2_T) zadaqa (2.1) imeet edinstvennoe rexenie w ∈ ⋃ i=−,+ H^{2+l,1+l/2} γ (D^i_T ) takoe, qto ‖w‖⋃ i H2+^{l,}1+^{l/}2 γ (D^i_T ) 6 c27(γ)× × { ‖f ‖⋃ i H^{l,l/}2_γ (D^i_T ) + 3∑ i=1 ‖d_i‖_Hl+l/2,l/2+1/4 γ (R2T )^{+σ‖D‖}H^{l−1/2,l/2−1/4}γ (R2T )^{} ,}_{(2.24)} gde konstanta c_{27}(γ) ne zavisit ot T , a D^±_T = R^3_± × (0, T ), R^2_T =

R^2 × (0, T ).

§3. OdnoznaqnaØ razreximost~ neodnorodnoæ zadaqi (2.1)

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Poskol~ku pri T < ∞ vse zadan-

nye funkcii moßno prodolßit~ po t > T s sohraneniem klassa, to budem sqitat~, qto T = ∞.

Rexenie (2.1) predstavim v vide w = v^′ + v^{′′}. Zdes~ v^′ ∈ ⋃ i=−,+ H^{2+l,1+l/2} γ (D^i_∞) – rexenie sledu¸weæ zadaqi:

L ( ∂ ∂x , ∂ ∂t ) v^′ ≡

≡ D_tv^′ − (ν^± + –^±)∇(∇ · v^′) − ν^±∇^2v^′ = f v D^3_∞, [v^′] | |_{x3=0} = 0, v^′ | |_{t=0} = 0,

(3.1)

a v^{′′} – rexenie odnorodnoæ sistemy (2.1), gde v roli pravyh qasteæ v kraevyh usloviØh vystupa¸t funkcii b_α(x^′, t) = d_α(x^′, t) − [ μ^± ( ∂v^′_α ∂x_3 + ∂v^′_3 ∂x_α )] | | |_{x3=0}, α = 1, 2,

b_3(x^′, t) = d_3(x^′, t) − [ λ^±∇ · v^′ + 2μ^± ∂v^′_3 ∂x_3 ] | | |_{x3=0},

B(x^′, t) = D(x^′, t) − Δ^′v^′_3 | |_{x3=0}.

(3.2)

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 83

V kaqestve rexeniØ (3.1) moßno vzØt~ vektor-funkci¸

v^′ = { v^+ pri x_3 > 0 v^−_1 + v^−_2 pri x_3 < 0, gde v^+ – rexenie zadaqi Koxi

L^+ ( ∂ ∂x , ∂ ∂t ) v^+ = f^+ v R^3_∞ = R^3 × (0, ∞),

v^+ | |_{t=0} = 0

(3.3)

(L^+ = L | |_{x3>0}, f^+ ∈ H^{l,l/2}_γ (R^3_∞) – nepreryvnoe prodolßenie na D^−_∞ sußeniØ f | |_{x3>0}).

Vektor v^−_1 toße opredelØetsØ kak rexenie zadaqi Koxi L^− ( ∂ ∂x , ∂ ∂t ) v^−_1 = f^− v R^3_∞,

v^−_1 | |_{t=0} = 0.

(3.4)

Zdes~ L^− = L | |_{x3<0}, f^− ∈ H^{l,l/2}_γ (R^3_∞) – nepreryvnoe prodolßenie f | |_{x3<0} na D^+_∞.

Nakonec, v^−_2 – ffto rexenie pervoæ naqal~no-kraevoæ zadaqi L^− ( ∂ ∂x , ∂ ∂t ) v^−_2 = 0 v D^−_∞,

v^−_2 | |_{t=0} = 0, v^−_2 | |_{x3=0} = (v^+ − v^−) | |_{x3=0} ≡ φ. (3.5)

Sdelaem v zadaqah (3.3), (3.4) preobrazovanie Laplasa po t i preobrazovanie Fur~e po vsem trem prostranstvennym peremennym. Netrudno videt~, qto, naprimer, (3.3) pereædet v sistemu ~L^+(iξ, s)~v^+ = ~f^+ (ξ = (ξ_1, ξ_2, ξ_3), s = γ + iξ_0),

dlØ rexeniØ kotoroæ ~v^+ = ( ~L^+)^{−1}~f^+ est~ ocenka ∞∫ −∞ ∫ R3^{|~v+(ξ, s)|2(|s| + ξ2)l+2dξdξ0 6 c1} ∞∫ −∞ ∫ R3^{|~f +(ξ, s)|2(|s| + ξ2)ldξ dξ0,} qto ffkvivalentno neravenstvu

‖v^+‖_H2+l,1+l/2

γ (R3∞)^{6 c}2^{‖f +‖}H^{l,l/2}γ (R3∞)^{6 c}3^{‖f ‖}H^{l,l/2}γ (D^+∞)^{. (3.6)}

84 I. V. DENISOVA

Analogiqno vyvodim dlØ v^−_1 :

‖v^−_1 ‖_H2+l,1+l/2

γ (R3∞)^{6 c}4^{‖f ‖}H^{l,l/2}γ (D^−∞ )^{. (3.7)}

Rexenie sistemy (3.5) posle preobrazovaniØ (2.2) predstavimo v vide (2.6) dlØ poluprostranstva {x_3 < 0}:

~v^−_2 (ξ_1, ξ_2, x_3, s) = −C^−_3 (r^− − r^−_1 ) iξ_1 iξ_2 r^−_1 e^−_1 (x_3) + ω_1 ω_2 ω_3 e^−_0 (x_3).

Netrudno posqitat~, qto

C^−_3 = iξ_1 ~φ_1 + iξ_2 ~φ_2 + r^− ~φ_3 r^−_1 r^− − ξ^2 , ω_k = ~φ_k, k = 1, 2, 3. Dalee, | | | | | ∂^j ~v^−_2 ∂x^j_3 | | | | | 6 c5(ξ^2 + |r^−||r^−_1 |)| ~φ|^|^{r− − r−1}_{r−1 r− − ξ2}^| | | | | | d^je^−_1 (x_3) dx^j_3 | | | | | +

+ | ~φ| | | | | d^je^−_0 (x_3) dx^j_3 | | | | 6 c6 ( |r^−| | | | | d^je^−_1 dx^j_3 | | | | + | | | | d^je^−_0 dx^j_3 | | | | ) | ~φ|, tak kak | | | | r^− − r^−_1 r^−_1 r^− − ξ^2 | | | = 1 + β^− |(2 + β^−)r^−_1 + r^−| 6 1 |r^−_1 | . Togda na osnovanii lemmy 2.4 moßno zakl¸qit~, qto

‖|v^−_2 |‖^2_{+l,γ,D}−_∞ 6 c_7 ∫ R2 ∞∫ −∞ | ~φ|^2|r^−|^{2l+3}dξ_0dξ = c_7‖|φ|‖^2_{3/2+l,γ,}R2_∞ 6 c_7(‖|v^+|‖^2_{3/2+l,γ,}R2_∞ + ‖|v^−_1 |‖^2_{3/2+l,γ,}R2_∞).

Ots¸da s uqetom neravenstv (3.6), (3.7) i teorem vloßeniØ vyvodim:

‖v^−_2 ‖_H2+l,1+l/2

γ (D^−_∞ ) 6 c8(‖v

+‖_H2+l,1+l/2

γ (D+_∞) + ‖v − 1 ‖_H2+l,1+l/2

γ (D^−_∞ )) 6 6 c9‖f ‖⋃_{i H}l,l/2_{γ (Di∞)}.

ZADAQA O DVIȷENII ȷIDKOSTE` 85

Znaqit, dlØ rexeniØ sistemy (3.1) spravedliva ocenka ‖v^′‖⋃ i H2+^{l,}1+^{l/}2 γ (D^i_∞) 6 c10‖f ‖ ⋃ i H^{l,l/}2_γ (D^i_∞). (3.8)

DlØ vektor-funkcii v^{′′} kak rexeniØ odnorodnoæ zadaqi (2.1) imeet mesto neravenstvo (2.23), t.e. ‖v^{′′}‖^⋃ i H2+^{l,}1+^{l/}2 γ (D^i_∞ ) 6 c11

{_3∑ k=1 ‖d_k‖_Hl+1/2,l/2+1/4 γ (R2∞)^+ +σ‖D‖_Hl−1/2,l/2−1/4 γ (R2∞)^{+ ‖v′‖⋃}_i H^{2+l,1+l/2}γ (Di∞ )^{}. (3.9)}

Nakonec, iz (3.8), (3.9) sleduet ocenka (2.24). Takim obrazom, suwestvovanie rexeniØ w ∈ ⋃ i=−,+ H^{2+l,1+l/2} γ (D^i_∞) dokazano. Doka-

ßem ego edinstvennost~.

Pust~ f = 0, d_k = 0, k = 1, 2, 3, D = 0, togda zadaqa (2.1) ffkvivalentna odnorodnoæ sisteme (2.3), (2.4), edinstvennoe rexenie kotoroæ, zadavaemoe formulami (2.6), (2.7), obrawaetsØ v nul~ pri b_k = d_k = 0, B = D = 0. �to garantirovano tem faktom, qto znamenatel~ P , kak vidno iz neravenstva (2.9), otgraniqen ot nulØ pri γ ¿ γ_0 > 0.

Teorema 2.1 dokazana. • V zakl¸qenie otmetim, qto teoremu 1.1 moßno ustanovit~ putem dokazatel~stva suwestvovaniØ obobwennogo rexeniØ, kak ffto sdelano v sluqae dvuh nesßimaemyh ßidkosteæ v [5], no prowe, navernoe, sledovat~ rabote [3], gde razreximost~ zadaqi (1.9) dlØ odnoæ ßidkosti dokazyvaetsØ metodom postroeniØ regulØrizatora.

Literatura

1. V. A. Solonnikov, Ob odnoæ naqal~no-kraevoæ zadaqe dlØ sistemy Stoksa, voznika¸weæ pri izuqenii zadaqi so svobodnoæ graniceæ. — Tr. Mat. in-ta AN SSSR 188 (1990), 150–188.

2. V. A. Solonnikov, Razreximost~ zadaqi ob ffvol¸cii vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti, ograniqennoæ svobodnoæ poverhnost~¸, na koneqnom intervale vremeni. — Algebra i analiz 3, No. 1 (1991), 222–257.

3. V. A. Solonnikov, A. Tani, Free boundary problem for a viscous compressible flow with surface tension, “Constantin Carathéodery: An International Tribute” edited by Th. M. Rassias 1991, World Scientific Publ. Co., 1270–1303.

86 I. V. DENISOVA 4. I. V. Denisova, Apriornye ocenki rexeniØ lineænoæ nestacionarnoæ zadaqi, svØzannoæ s dvißeniem kapli v ßidkoæ srede. — Tr. Mat. in-ta AN SSSR 188 (1990), 3–21.

5. I. V. Denisova, V. A. Solonnikov, Razreximost~ linearizovannoæ zadaqi o dvißenii kapli v potoke ßidkosti. — Zap. nauqn. semin. LOMI 171 (1989), 53–65.

6. I. V. Denisova, Problem of the motion of two viscous incompressible fluids separated by a closed free interface. — Acta Appl. Math. 37 (1994), 31–40.

7. A. Tani, Two-phase free boundary problem for compressible viscous fluid motion.

— J. Math. Kyoto Univ. 24, No. 2 (1984), 243–267.

8. M. S. Agranoviq, M. I. Vixik, �lliptiqeskie zadaqi s parametrom i paraboliqeskie zadaqi obwego vida. — UMN 19, vyp. 3 (1964), 53–152.

Denisova I. V. Problem on the motion of two compressible fluids separated by a closed free interface.

A problem is considered on the simultaneous evolution of two barotropic capillary viscous compressible fluids occuping the whole space R^3 and separated by a closed free interface. Under some restrictions on the viscosities of the eiquids, the local (in time) unique solvability of this problem is obtained in the Sobolev–Slobodetskii spaces. After the passage to the Lagrangean coordinates it is possible to exclude the renknown function of the fluid density from the system of equations. The proof of the solution existence of an nonlinear, non-coercive initial-boundary value problem received is based on the method of succesive approximations and on an explicite solution of a model linear problem with the plane interface between the eiquids. The restrictions on the viscosities mentioned above appear in the intermediate estimation of this explicit solution in the Sobolev spaces with an exponential weight.

Postupilo 30 marta 1996 g.

Institut problem MaxinovedeniØ RAN