N. A. Karazeeva GLOBAL^NA˚ OBOBWENNA˚ RAZREXIMOST^ NAQAL^NO-KRAEVO` ZADAQI S USLOVIEM PERIODIQNOSTI DL˚ DVUMERNYH URAVNENI`, OPISYVAıWIH DVIȷENIE ȷIDKOSTE` MAKSVELLA

PosvØwaetsØ pamØti AnatoliØ Petroviqa Oskolkova

0. K nen~¸tonovskim ßidkostØm tipa Maksvella otnosØtsØ

ßidkosti, v kotoryh posle prekraweniØ dvißeniØ naprØßenie ne prekrawaetsØ mgnovenno, a spadaet po nekotoromu zakonu. ȷidkosti Maksvella pervogo porØdka opisyva¸tsØ opredelØ¸wim uravneniem σ + λ ∂σ ∂t = 2νD, λ, ν > 0, (1) gde σ – deviator tenzora naprØßeniæ, D – tenzor skorosteæ deformaciæ, ν – kofffficient vØzkosti, λ – vremØ relaksacii.

ȷidkostØm Maksvella bolee vysokogo porØdka L sootvetstvuet uravnenie ( 1 + L∑ l=1 λ_l ∂^l ∂t^l ) σ = 2ν ( 1 + L−1∑ m=1 ¶mν^{−1} ∂^m ∂t^m ) D, (2) gde λ_l, l = 1, . . . , L – vremena relakcii, ¶_m, m = 1, . . . , L−1 – vremena zapazdyvaniØ; λ_l ¿ 0, l = 1, . . . , L; ¶_m ¿ 0, m = 1, . . . , L − 1. Na kofffficienty ¶_m i λ_l nakladyva¸tsØ dopolnitel~nye usloviØ, kotorye podrobno opisany v rabotah [2, 3] i kotorye sootvetstvu¸t fiziqeskomu smyslu.

V rabotah A. P. Oskolkova poluqena odnoznaqnaØ razreximost~ v malom i global~naØ razreximost~ naqal~no-kraevyh zadaq dlØ uravneniæ, ØvlØ¸wihsØ qastiqnymi linearizaciØmi ukazannyh sistem (otkinuty sil~no nelineænye qleny) [4–7]. 111

112 N. A. KARAZEEVA

DlØ ßidkosteæ Maksvella pervogo porØdka O. A. Ladyßenskoæ dokazano global~noe suwestvovanie obobwennyh rexeniæ dvumernyh zadaq pri kraevyh usloviØh proskal~zyvaniØ qastic i vihreæ i pri kraevyh usloviØh periodiqnosti po x_k, k = 1, 2 (oni budut opublikovany v ßurnale “Applicable Analysis”, posvØwennom pamØti G. Fikera).

V rabotah A. P. Oskolkova [2, 3] pokazano, qto ßidkosti, dlØ kotoryh σ i D svØzany sootnoxeniem (2), opisyva¸tsØ sistemoæ integro-differencial~nyh uravneniæ ∂v(x, t) ∂t +v_k ∂v ∂x_k − t∫ 0 K(t − τ )Δv(x, τ )dτ +grad p(x, t) = f(x, t) div v(x, t) = 0, (3) gde Ødro K integral~nogo operatora tipa Vol~terra imeet vid K(t) = ∑_L s=1 β_se^{αst}, t ¿ 0, i kofffficienty β_s ¿ 0, α_s 6 0. DlØ fftoæ

sistemy uravneniæ my budem rassmatrivat~ naqal~no-kraevu¸ zadaqu s periodiqeskim kraevym usloviem. Potom, ustremlØØ granicu oblasti k ∞, moßno poluqit~ razreximost~ zadaqi Koxi na ploskosti. Qerez ^J^1_2(Ω) oboznaqim podprostranstvo prostranstva W^1_2 (Ω; R^2), sostoØwee iz solenoidal~nyh periodiqeskih po x_k poleæ. Ego zamykanie v norme L_2(Ω; R^2) oboznaqim qerez ^J^0_2(Ω).

Vvedem integral~nyæ operator Kw = t∫ 0 K(t − τ )w(τ )dτ. Qerez ‖ . . . ‖_p budem oboznaqat~ normu v L_p(Ω) ili v L_p(R^2);

‖ . . . ‖_{p,q} – ffto norma v prostranstve L_q(0, T ; L_p(Ω)) ili v pro-

stranstve L_q (0, T ; L_p(R^2)).

Avtor blagodarit Ol~gu Aleksandrovnu Ladyßensku¸ za pomow~ v rabote.

1. Pust~ ΩR = [−R, R]×[−R, R]. Na mnoßestve QT = ΩR ×[0, T ]

rassmatrivaetsØ sistema uravneniæ (3). Na funkcii v i p nalaga¸tsØ periodiqeskie kraevye usloviØ. Vypixem ih dlØ v: { v | x1=−R = v | x1=R; v | x2=−R = v | x2=R; v_{x1} | x1=−R = vx1 | x1=R; vx2 | x2=−R = vx2 | x2=R; (4)

GLOBAL^NA˚ OBOBWENNA˚ RAZREXIMOST^ 113 Krome togo v dolßna udovletvorØt~ naqal~nomu uslovi¸ v | t=0 = v_0(x), x ∈ Ω_R. (5)

Podobno tomu, kak ffto delaet O. A. LadyßenskaØ dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa [1], my iskl¸qaem iz naxeæ zadaqi davlenie i dalee zanimaemsØ nahoßdeniem v, nazyvaØ ego slabym rexeniem zadaqi. (Posle togo, kak v budet naædeno, davlenie p nahoditsØ iz sistemy (3).)

My dokaßem suwestvovanie po kraæneæ mere odnogo slabogo rexeniØ, prinadleßawego L_∞(0, T ; ^J^1_2(Ω)) i udovletvorØ¸wego integral~nomu toßdestvu ∫ Q_T ( − vΦ_t − v_kvΦ_{xk} + (Kv_x )Φ_x ) dxdt + ∫ Ω_R vΦ | t=T dx−

− ∫ Ω_R

v_0Φ | t=0 dx = ∫ Q_T fΦ (6)

pri l¸boæ solenoidal~noæ periodiqeskoæ Φ, takoæ, qto Φ_x,

Φ_{xt} ∈ L_2(Q_T ). Mnoßestvo probnyh funkciæ, oblada¸wih fftim

svoæstvom, budem oboznaqat~ A.

Normu v prostranstve L_∞(0, T ; ^J^1_2(Ω)) my opredelim tak: ‖v‖_{2,∞} + ‖v_x‖_{2,∞}. (7) DlØ dokazatel~stva nam ponadobitsØ nepreryvnost~ operatora K v L_2(Q_T ) i poloßitel~naØ opredelennost~ kvadratiqnoæ formy t∫ 0 (Kw, w)_2 ¿ 0.

2. Esli prodolßit~ Ødro K nulem na kvadrat [0, T ]×[0, T ], to po

priznaku nepreryvnosti integral~nogo operatora my poluqim,

114 N. A. KARAZEEVA qto norma K ograniqena

‖K‖ = C_k = ( sup_{[0,T ]} t∫ 0 K(τ )dτ )( sup_{[0,T ]} T −τ∫

0 K(t)dt ) =

= T∫ 0 K(t)dt. (8) Poloßitel~naØ opredelennost~ kvadratiqnoæ formy vytekaet iz lemmy:

Lemma. DlØ l¸boæ funkcii u(τ ) ∈ L2(0, t) I = t∫ 0 σ∫ 0 K(σ − τ )u(σ)u(τ ) dτ dσ ¿ 0. Utverßdenie lemmy budet vytekat~ iz teoremy Bohnera o konuse poloßitel~no opredelennyh funkciæ, esli my prodolßim funkci¸ K na otricatel~nu¸ poluos~ qetnym obrazom:

K(−t) = K(t), t ¿ 0, prodolßim funkci¸ u nulem na R i uqtem,

qto obratnoe preobrazovanie Fur~e funkcii K ne otricatel~no.

3. Poluqim nekotorye ocenki. Umnoßim pervoe uravnenie si-

stemy (3) na v, prointegriruem po Ω_R i primenim formulu Grina. �to daet sootnoxenie 1 2 d dt ‖v‖^2 + (Kv_x , v_x) = (f, v). (9)

Prointegrirovav po t ∈ [0, T ] i ispol~zuØ poloßitel~nu¸ opredelennost~ ∫_T 0 (Kv_x , v_x) ¿ 0, poluqim

‖v(t)‖^2 6 2 T∫ 0 | (f, v) | +‖v(o)‖^2 6 2 sup_{t∈[0,T ]} ‖v‖_2 · ‖f‖_{2,1} + ‖v(o)‖^2.

PereædØ k sup po t ∈ [0, T ] v levoæ qasti, my poluqim sup t∈[0,T ] ‖v(t)‖^2 6 2 sup_{t∈[0,T ]} ‖v‖_2 · ‖f‖_{2,1} + ‖v(o)‖^2.

GLOBAL^NA˚ OBOBWENNA˚ RAZREXIMOST^ 115 Ots¸da vyvodim ‖v‖_{2,∞} 6 ‖f‖_{2,1} + √ ‖f‖^2_{,1} + ‖v(o)‖^2. (10)

Teper~ pereædem k funkcii toka v = (−ψ_{x2} , ψ_{x1} ). Primenim k obeim qastØm pervogo uravneniØ sistemy (3) operaci¸ rot u = ∂u2 ∂x1 −^{∂u1}_{∂x2} . Togda my poluqim sledu¸wee uravnenie

Δψ_t − KΔ^2 ψ = ψ_{x1} Δψ_{x2} − ψ_{x2} Δψ_{x1} + φ, (11)

gde φ(x, t) =^{∂f2}_{∂x1} −^{∂f1}_{∂x2} . Krome togo funkci¸ ψ podqinim periodiqeskomu kraevomu uslovi¸. Pust~ vse proizvodnye funkcii ψ po x_k pervogo i vtorogo porØdkov budut periodiqeskimi v Ω_R.

Naqal~noe uslovie budet imet~ vid ψ | t=0 = b(x), gde b_{x1} = −v_{02}, b_{x2} = v_{01}. (12)

Umnoßiv skalØrno v L_2(Ω_R) uravnenie (11) na Δψ i perekinuv proizvodnye po x, my pridem k integral~nomu ravenstvu 1 2 d dt ‖Δψ‖^2 + (KΔψ_x , Δψ_x) = (φ, Δψ). (13)

�to ravenstvo analogiqno sootnoxeni¸ (9). Iz nego my vyvodim dlØ Δψ ocenku, analogiqnu¸ ocenke (10), a imenno ‖Δψ‖_{2,∞} 6 ‖φ‖_{2,1} + √ ‖φ‖^2_{,1} + ‖Δψ(o)‖^2. (14_1)

Poskol~ku ‖v_x‖_{2,∞} 6 c‖Δψ‖_{2,∞}, to iz (14_1) sleduet ocenka ‖v_x‖_{2,∞} 6 c ( ‖φ‖_{2,1} + √ ‖φ‖^2_{,1} + ‖Δψ(o)‖^2 ) . (14_2)

4. Dokazatel~stvo suwestvovaniØ slabogo rexeniØ provedem

metodom Galerkina, vybiraØ v kaqestve bazisnyh funkciæ sistemu {φ^l}^∞_{l=0} sobstvennyh funkciæ zadaqi { −Δv = λv, v ∈ ^J^1_2(Ω) ∩ W^2_2 (Ω) ≡ ^J^2(Ω) div v = 0.

(15)

Izvestno, qto sistema {φ^l}^∞_{l=0} moßet byt~ vybrana ortonormirovannoæ v prostranstve ^J^0_2(Ω), i qto ona ØvlØetsØ takße bazisom v prostranstvah ^J^1_2(Ω) i v ^J^2(Ω). Zametim, qto v fftu sistemu vhodit i funkciØ φ^0 ≡ 1/mes Ω_R, sootvetstvu¸waØ λ_0 = 0.

116 N. A. KARAZEEVA

Galerkinskie priblißeniØ v^n iwem v vide v^n(x, t) = n∑ l=0 c_{ln}(t)φ^l(x). Kofffficienty c_{ln}(t) v nih opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ d dt (v^n, φ^l) + (K v^n_x , φ^l_x) + (v^n_k v^n_{xk} , φ^l) = (f, φ^l) (16)

s naqal~nymi usloviØmi c_{ln}(o) = (v^0, φ^l), l = 0, . . . , n. Vaßno to, qto dlØ priblißeniæ v^n verny te ße sootnoxeniØ (9), (13), qto i dlØ toqnyh rexeniæ. Pofftomu dlØ nih verny ocenki (10), (14)_2 s maßorantoæ, ne zavisØweæ ot n. �to pozvolØet sdelat~ predel~nyæ perehod po n tak, kak ffto sdelano v §7 gl. VI monografii [7], i dokazat~ sledu¸wee predloßenie:

Teorema 1. Pust~ funkciØ f ∈ L2,1(QT ), fx ∈ L2,1(QT ); funkciØ

v_0 ∈ ^J^1_2(Ω_R). Togda naqal~no-kraevaØ zadaqa (3), (4), (5) imeet global~noe po t obobwennoe rexenie v ∈ L_∞(0, T ; ^J^1_2(Ω_R)), udovletvorØ¸wee ravenstvu (6) dlØ l¸boæ funkcii Φ ∈ A. DlØ rexeniØ v verny ocenki (10), (14)_1, (14)_2.

5. S pomow~¸ teoremy 1 dokazyvaetsØ razreximost~ zadaqi

Koxi, a imenno

Teorema 2. Pust~ funkciØ f ∈ L2,1(R^2×[0, T ]), fx ∈ L2,1(R^2×[0, T ]),

funkciØ v_0 ∈ J^1_2(R^2), gde J^1_2(R^2) – mnoßestvo solenoidal~nyh poleæ na R^2, ime¸wih koneqnu¸ normu ‖u‖_2 + ‖u_x‖_2. Togda suwestvuet obobwennoe rexenie sistemy (3), udovletvorØ¸wee naqal~nomu uslovi¸ Koxi v(x, 0) = v_0(x), x ∈ R^2.

�to rexenie prinadleßit L_∞(0, T ; J^1_2(R^2)) i udovletvorØet ocenkam (10), (14)_1, (14)_2.

Dokazatel~stvo provoditsØ tak: beretsØ posledovatel~nost~ rasxirØ¸wihsØ oblasteæ Ω_{Rn} , R_n → ∞, v kaßdoæ oblasti stroitsØ svoe obobwennoe rexenie v^n periodiqeskoæ naqal~nokraevoæ zadaqi. DlØ vseh rexeniæ v^n normy ‖v^n‖_{2,∞}, ‖v^n_x ‖_{2,∞} ograniqeny maßorantoæ, ne zavisØweæ ot oblasti. Pofftomu moßno pereæti k predelu v integral~nom toßdestve, vzØv probnu¸ funkci¸ s kompaktnym nositelem.

GLOBAL^NA˚ OBOBWENNA˚ RAZREXIMOST^ 117

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. M., GIFML, (1961); (vtoroe izdanie, M., Nauka, 1970).

2. A. P. Oskolkov, O nekotoryh model~nyh nestacionarnyh sistemah v teorii nen~¸tonovskih ßidkosteæ. — Trudy MIAN 127 (1975), 32–58.

3. A. P. Oskolkov, Funkcional~nye metody v teorii nestacionarnyh teqeniæ lineænyh vØzkouprugih ßidkosteæ. Preprint LOMI R–2–83, L. (1983).

4. A. P. Oskolkov, K teorii ßidkosteæ Maksvella. — Zap. nauqn. semin.

LOMI 101 (1981), 119–127.

5. A. P. Oskolkov, K teorii ßidkosteæ Maksvella, II. — Zap. nauqn. semin. LOMI 131 (1983), 106–113.

6. A. P. Oskolkov, K teorii nestacionarnyh teqeniæ ßidkosteæ Maksvella i vodnyh rastvorov polimerov. — Zap. nauqn. semi. LOMI 127 (1983), 158–168.

7. A. P. Oskolkov, K teorii ßidkosteæ Maksvella, III. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 145 (1985), 164–172.

8. N. A. Karazeeva, Zadaqa Koxi odnogo uravneniØ gidrodinamiki. Spektral~nye i ffvol¸cionnye zadaqi, II, Simferopol~, SGU (1993).

9. J. C. Maxwell, — Phil. Trans. Roy. Soc. 49 (1867), 157.

10. Dß. Astarita, Dß. Maruqqi, Osnovy gidromehaniki nen~¸tonovskih ßidkosteæ. M. (1978).

Karazeeva N. A. Global solvability of the initial boundary value problem with periodic boundary conditions describing 2D Maxwell flow.

The system of equations describing 2D flow of Maxwell fluid is considered. The global existence of a weak solution for the initial boundary value problem with periodic boundary conditions is proved. The result allows us to prove the solvability of the corresponding Cauchy problem.

Postupilo 12 dekabrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN