I. X. Mogilevskiæ, V. A. Solonnikov ZADAQA OB USTANOVIVXEMS˚ TEQENII ȷIDKOSTI VTOROGO POR˚DKA V GEL^DEROVSKIH KLASSAH FUNKCI`

§1. Vvedenie

Teqenie mnogih ßidkosteæ ne opisyvaetsØ adekvatno sistemoæ uravneniæ Nav~e-Stoksa. Takie ßidkosti qasto nazyva¸tsØ “nen~¸tonovskimi”, v ih qislo vhodØt, v qastnosti, vØzkofflastiqnye ßidkosti s “korotkoæ pamØt~¸”. DlØ opisaniØ dvißeniØ takogo roda ßidkosteæ ispol~zu¸tsØ razliqnye matematiqeskie modeli.

Odin iz primerov nen~¸tonovskih ßidkosteæ – ffto tak nazyvaemye ßidkosti vtorogo porØdka. Tenzor naprØßeniæ dlØ takih ßidkosteæ imeet vid [1] π = −pI + μS + α_1 [ d dt S + S∇v̄ + (∇v̄)^T S ] + α_2S^2,

gde I – ediniqnaØ matrica, S – tenzor skorosteæ deformaciæ

S = (∇v̄) + (∇v̄)^T , d dt S = ∂ ∂t S + v̄ · ∇S, v̄ = (v_1, v_2, v_3) – pole skorosteæ, p – davlenie, μ = const – kofffficient vØzkosti, α_1 = const i α_2 = const – normal~nye moduli naprØßeniæ.

My budem predpolagat~, qto

μ > 0, α_1 > 0, (1.1)

ne vdavaØs~ v diskussi¸ po povodu obosnovannosti poslednego neravenstva.

Zadaqa ob ustanovivxemsØ teqenii ßidkosti vtorogo porØdka sostoit v sledu¸wem [2, 3]. TrebuetsØ naæti vektor-funkci¸ v̄(x) = (v_1, v_2, v_3) i skalØrnu¸ funkci¸ p(x), udovletvorØ¸wie v ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^3 sisteme uravneniæ v̄ · ∇v̄ − α_1v̄ · ∇Δv̄ − μΔv̄ + ∇p̄ − N (v̄) = f̄ , (1.2) 154

ZADAQA OB USTANOVIVXEMS˚ TEQENII ȷIDKOSTI 155

∇ · v̄ = 0, (1.3)

a na granice Γ oblasti Ω – kraevomu uslovi¸ v̄ | |_Γ = 0. (1.4)

Zdes~

N (v̄) = α_1(∇v̄)^T : ∇S + α_1∇ · [SW − W S] + (α_1 + α_2)∇ · S^2,

W = 1 2 [(∇v̄) − (∇v̄)^T ],

(1.5)

simvol “:” oznaqaet svertku tenzorov tret~ego porØdka po dvum indeksam. Otmetim srazu, qto vektor N (v̄) est~ summa, kaßdoe slagaemoe kotoroæ – ffto proizvedenie nekotoroæ proizvodnoæ pervogo porØdka ot v̄ na proizvodnu¸ vtorogo porØdka ot v̄.

V rabotah [2] i [3] zadaqa (1.2), (1.3), (1.4) ves~ma podrobno issledovana v prostranstvah Soboleva H^m(Ω) (m – natural~- noe). V fftih rabotah dokazany teoremy suwestvovaniØ i edinstvennosti rexeniØ zadaqi.

V nastoØweæ stat~e my ustanavlivaem analogiqnye rezul~- taty v gel~derovskih klassah funkciæ. Ispol~zuemye pri fftom metody mogut byt~ primeneny i k issledovani¸ zadaqi v prostrastvah Soboleva.

Qerez C^l(Ω) (l – poloßitel~noe neceloe qislo) my budem oboznaqat~ prostranstvo funkciæ, zadannyh v Ω, dlØ kotoryh koneqna norma

|u|^{(l)}_Ω = ∑ |α|6l sup_{x∈Ω} |D^αu(x)|+

+ sup_{x,y∈Ω} ∑ |α|=[l] |D^αu(x) − D^αu(y)| |x − y|^{l−[l]} . Zdes~ α – mul~tiindeks, [l] – celaØ qast~ l.

Ukaßem raspoloßenie materiala stat~i. Snaqala my rassmatrivaem linearizovannu¸ zadaqu i ustanavlivaem apriornye ocenki ee rexeniØ, osnovyvaØs~ na sootvetstvu¸wih ocenkah dlØ rexeniæ transportnogo uravneniØ i linearizovannoæ sistemy Stoksa. Zatem s pomow~¸ teoremy o nepodvißnoæ toqke

156 I. X. MOGILEVSKI`, V. A. SOLONNIKOV dokazyvaetsØ razreximost~ linearizovannoæ zadaqi. I, nakonec, rexenie nelineænoæ zadaqi (1.2), (1.3), (1.4) stroitsØ kak predel posledovatel~nosti rexeniæ linearizovannyh zadaq.

Glavnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ

Teorema 1. Pust~ Ω – ograniqennaØ oblast~ iz R^3, l – neceloe

poloßitel~noe qislo i Γ = ∂Ω ∈ C^{l+3}. Esli f̄ ∈ C^{l+1}(Ω) i

|f̄|^{(l+1)}_Ω 6 K,

gde K dostatoqno malo, to zadaqa (1.2), (1.3), (1.4) imeet edinstvennoe rexenie v̄ ∈ C^{l+3}(Ω), p ∈ C^{l+2}(Ω). �to rexenie udovletvorØet neravenstvu

|v̄|^{(l+3)}_Ω + |p|^{(l+2)}_Ω 6 C|f̄|^{(l+1)}_Ω s konstantoæ C, zavisØweæ ot Ω, K, μ, α_1, α_2.

Zameqanie. Tak ße, kak i dlØ sistemy Stoksa, funkciØ p(x)

normiruetsØ usloviem ∫ Ω pdx = 0. §2. Vspomogatel~naØ lineænaØ zadaqa V fftom paragrafe my rassmotrim sledu¸wu¸ kraevu¸ zadaqu −μΔv̄ − w̄ · ∇Δv̄ + ∇p = f̄ , ∇ · v̄ = 0 v Ω v̄ | |_Γ = 0.

(2.1)

Zdes~ w̄ – zadannyæ vektor, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ w̄ · n̄ | |_Γ = 0, (2.2)

gde n̄ – ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k poverhnosti Γ.

Preßde vsego my ustanovim apriornu¸ ocenku rexeniØ zadaqi (2.1).

Teorema 2. Pust~^¯f ∈ C^{l+1}(Ω), Γ ∈ C^{l+3}, w̄ ∈ C^{l+3}(Ω). Predpolo-

ßim, qto (v̄, p) est~ rexenie zadaqi (2.1) takoe, qto v̄ ∈ C^{l+3}(Ω), p ∈ C^{l+2}(Ω). Togda dlØ fftogo rexeniØ vypolnØetsØ ocenka

|v̄|^{(l+3)}_Ω + |p|^{(l+2)}_Ω 6 C|f̄|^{(l+1)}_Ω , (2.3)

ZADAQA OB USTANOVIVXEMS˚ TEQENII ȷIDKOSTI 157 esli tol~ko norma |w̄|^{(l+3)}_Ω dostatoqno mala. Konstanta C v neravenstve (2.3) zavisit ot Ω, μ, |w̄|^{(l+3)}_Ω .

Dokazatel~stvo. Opredelim funkci¸ q(x) kak rexenie trans-

portnogo uravneniØ −μq − w̄ · ∇q = p. (2.4) �to uravnenie podrobno issledovano v rabotah [6] i [4]. V [4] dokazano, qto esli ‖w̄‖_C[l]+3_{(Ω)} dostatoqno mala po sravneni¸ s μ, to uravnenie (2.4) imeet edinstvennoe rexenie q ∈ C^{l+2}(Ω). V toqnoæ formulirovke dostatoqnoe uslovie razreximosti uravneniØ (2.4) imeet vid: suwestvuet takoe poloßitel~noe qislo δ = δ(l), qto pri uslovii δ‖w̄‖_C[l]+3_{(Ω)} < μ (2.5) i uslovii (2.2), uravnenie (2.4) imeet edinstvennoe rexenie q ∈ C^{l+2}(Ω) i dlØ fftogo rexeniØ vypolnØetsØ neravenstvo

|q|^{(l+2)}_Ω 6 1 μ − δ‖w̄‖_C[l]+3_{(Ω)}

|p|^{(l+2)}_Ω . (2.6)

My vyrazim ∇p, ishodØ iz (2.4) ∇p = −μ∇q − ∇w̄ · ∇q − w̄ · ∇∇q i podstavim ffto predstavlenie v uravnenie (2.1_1) −μ(Δv̄ + ∇q) − w̄ · ∇(Δv̄ + ∇q) = f̄ + ∇w̄ · ∇q. (2.7) Oboznaqim Δv̄ + ∇q = z̄ i rassmotrim (2.7) kak transportnoe uravnenie otnositel~no z̄ −μz̄ − w̄ · ∇z̄ = f̄ + ∇w̄ · ∇q. (2.8) Tak kak q ∈ C^{l+2}(Ω), to f̄ + ∇w̄ · ∇q ∈ C^{l+1}(Ω), i pri usloviØh (2.2) i (2.5), soglasno rezul~tatam [4], vypolnØetsØ neravenstvo |z̄|^{(l+1)}_Ω 6 C_1[|f̄|^{(l+1)}_Ω + |w̄|^{(l+2)}_Ω |q|^{(l+2)}_Ω ], (2.9) gde C_1 = 1 μ − δ‖w̄‖_C[l]+3_{(Ω)} .

158 I. X. MOGILEVSKI`, V. A. SOLONNIKOV Teper~ my rassmotrim (v̄, q) kak rexenie kraevoæ zadaqi dlØ lineænoæ sistemy Stoksa Δv̄ + ∇q = z̄, ∇ · v̄ = 0, v̄ | |_Γ = 0. (2.10) Kak horoxo izvestno (iz [5], naprimer), dlØ rexeniØ fftoæ zadaqi vypolnØetsØ neravenstvo |v̄|^{(l+3)}_Ω + |q|^{(l+2)}_Ω 6 C_2|z̄|^{(l+1)}_Ω , gde C_2 zavisit ot l i Ω. Ispol~zuØ (2.9), my poluqim ots¸da |v̄|^{(l+3)}_Ω + |q|^{(l+2)}_Ω 6 C_1C_2[|f̄|^{(l+1)}_Ω + |w̄|^{(l+2)}_Ω |q|^{(l+2)}_Ω ]. (2.11) Teper~ my potrebuem, qtoby w̄ udovletvorØlo ograniqeni¸ bolee sil~nomu, qem (2.5), a imenno 2C_2|w̄|^{(l+2)}_Ω + δ‖w̄‖_C[l]+3_{(Ω)} 6 μ. (2.12) Togda |w̄|^{(l+2)}_Ω 6^1_{2C1C2} , i iz (2.11) my poluqaem neravenstvo |v̄|^{(l+3)}_Ω + 1 2 |q|^{(l+2)}_Ω 6 C_1C_2|f̄|^{(l+1)}_Ω . (2.13) DlØ ocenki davleniØ p(x) my vnov~ obratimsØ k uravneni¸ (2.1_1). Primem vo vnimanie, qto Δ(w̄ · ∇v̄) = Δw̄ · ∇v̄ + w̄ · ∇Δv̄ + M (w̄, v̄), gde M (w̄, v̄) = 2 3∑ j,k=1 ∂w_k ∂x_j ∂^2v_k ∂x_j∂x_i i=1,2,3 . Togda (2.1_1) perepixetsØ v vide −μΔv̄ − Δ(w̄ · ∇v̄) + ∇p = f̄ − Δw̄ · ∇v̄ − M (w̄, v̄). Oboznaqim ȳ = μv̄ + w̄ · ∇v̄, togda

div ȳ = 3∑ i,k=1 ∂w_k ∂x_i ∂v_i ∂x_k , tak kak ∇ · v̄ = 0. V silu kraevyh usloviæ v̄ | Γ = 0 i w̄ · n̄ | Γ = 0 my imeem ȳ | |_Γ = (w̄ · ∇)v̄ | |_Γ = 0

ZADAQA OB USTANOVIVXEMS˚ TEQENII ȷIDKOSTI 159 Takim obrazom, (ȳ, p) est~ rexenie sledu¸weæ kraevoæ zadaqi dlØ sistemy Stoksa v oblasti Ω −Δȳ + ∇p = f̄ − Δw̄ · ∇v̄ − M (w̄, v̄)

∇ · ȳ = ∑ i,k ∂w_k ∂x_i ∂v_i ∂x_k , ȳ | |_Γ = 0.

(2.14)

DlØ rexeniØ fftoæ zadaqi imeet mesto neravenstvo [5]

|p|^{(l+2)}_Ω 6 C_3[|f̄|^{(l+1)}_Ω + |w̄|^{(l+3)}_Ω |v̄|^{(l+2)}_Ω + |w̄|^{(l+2)}_Ω |v̄|^{(l+3)}_Ω ] 6

6 2C3[|^¯f|^{(l+1)}_Ω + |w̄|^{(l+3)}_Ω |v̄|^{(l+3)}_Ω ],

gde C_3 zavisit ot l i Ω. Ots¸da i iz (2.13) poluqim

|p|^{(l+2)}_Ω 6 2C_3[1 + C_1C_2|w̄|^{(l+3)}_Ω ]|f̄|^{(l+1)}_Ω , qto vmeste s (2.13) privodit k neravenstvu (2.3), v kotorom

C = 2C_3 + C_2

1 + 2C_3|w̄|^{(l+3)}_Ω μ − δ‖w̄‖_C[l]+3_{(Ω)} . Uslovie malosti normy w̄, o kotorom govoritsØ v uslovii teoremy, est~ uslovie (2.12). Teorema dokazana.

Ustanovim teper~ razreximost~ zadaqi (2.1).

Teorema 3. Pust~ l i Ω takie ße, kak i v Teoreme 1. Pust~,

dalee, w̄ ∈ C^{l+3}(Ω) i udovletvorØet usloviØm (2.2) i (2.12). Togda dlØ l¸bogo f̄ ∈ C^{l+1}(Ω) zadaqa (2.1) imeet edinstvennoe rexenie v̄ ∈ C^{l+3}(Ω), p ∈ C^{l+2}(Ω).

Dokazatel~stvo. Ustanovim snaqala razreximost~ sledu¸weæ

kraevoæ zadaqi −μ(Δv̄ + ∇q) − w̄ · ∇(Δv̄ + ∇q) − ∇w̄ · ∇q = f̄ ∇ · v̄ = 0 x ∈ Ω v̄ | |_Γ = 0

(2.15)

v prostranstve C^{l+3}(Ω) × C^{l+2}(Ω).

160 I. X. MOGILEVSKI`, V. A. SOLONNIKOV DlØ fftogo postroim sootvetstvu¸wiæ operator. Pust~ imeetsØ para funkciæ (ū, r) ∈ C^{l+3}(Ω) × C^{l+2}(Ω). Opredelim vektorfunkci¸ z̄ kak rexenie transportnogo uravneniØ −μz̄ − w̄ · ∇z̄ = f̄ + ∇w̄ · ∇r. Imeet mesto neravenstvo, analogiqnoe (2.9) |z̄|^{(l+1)}_Ω 6 C_1[|f̄|^{(l+1)}_Ω + |w̄|^{(l+2)}_Ω |r|^{(l+2)}_Ω ]. (2.16) Naædem teper~ (v̄, q) ∈ C^{l+3}(Ω) × C^{l+2}(Ω) kak rexenie pervoæ kraevoæ zadaqi dlØ sistemy Stoksa Δv̄ + ∇q = z̄, ∇v̄ = 0, v̄ | |_Γ = 0, (2.17) pri uslovii normirovki ∫ Ω (μ − ∇ · w̄)qdx = 0. DlØ fftogo rexeniØ vypolnØetsØ ocenka, analogiqnaØ (2.11) |v̄|^{(l+3)}_Ω + |q|^{(l+2)}_Ω 6 C_1C_2[|f̄|^{(l+1)}_Ω + |w̄|^{(l+2)}_Ω |r|^{(l+2)}_Ω ]. (2.18) Takim obrazom, my postroili operator T : C^{l+3}(Ω) × C^{l+2}(Ω) → C^{l+3}(Ω) × C^{l+2}(Ω) (v̄, q) = T (ū, r). Pokaßem teper~, qto T est~ sßima¸wiæ operator, deæstvu¸wiæ v nekotorom xare prostranstva C^{l+3}(Ω)×C^{l+2} (Ω). Predpoloßim, qto dlØ nekotorogo η > 0 |ū|^{(l+3)}_Ω + |r|^{(l+2)}_Ω < η, |f̄|^{(l+1)}_Ω < η 2C_1C_2 . Togda, uqityvaØ uslovie (2.12), poluqim iz (2.18) |v̄|^{(l+3)}_Ω + |q|^{(l+2)}_Ω < η.

�to oznaqaet, qto operator T perevodit v sebØ xar B(0, η) ⊂ C^{l+3}(Ω) × C^{l+2}(Ω).

ZADAQA OB USTANOVIVXEMS˚ TEQENII ȷIDKOSTI 161 Pust~ (v̄^1, q^1) = T (ū^1, r^1) i (v̄^2, q^2) = T (ū^2, r^2). V silu lineænosti zadaqi (2.17) i neravenstv (2.18) i (2.12),

|v̄^1 − v̄^2|^{(l+3)}_Ω + |q^1 − q^2|^{(l+2)}_Ω 6

6 C1C2|w̄|^{(l+2)}_Ω |r^1 − r^2|^{(l+2)}_Ω 6^1_2|r^1 − r^2|^{(l+2)}_Ω .

�to oznaqaet, qto T est~ operator sßatiØ, i uravnenie (v̄, q) = T (ū, r) imeet nepodvißnu¸ toqku (v̄, q) = T (v̄, q). �ta para funkciæ est~ rexenie zadaqi (2.15).

DlØ otyskaniØ p perepixem uravnenie (2.15_1) v vide −Δ(w̄ · ∇)v̄ + ∇(−μq − w̄ · ∇q) = f̄ + μΔv̄ − Δw̄ · ∇v̄ − M (w̄, v̄). Poloßim p = −μq − w̄ · ∇q i rassmotrim paru funkciæ ((w̄ · ∇)v̄, p) kak rexenie zadaqi −Δ(w̄ · ∇)v̄ + ∇p = f̄ + μΔv̄ − Δw̄ · ∇v̄ − M (w̄, v̄) ≡ ḡ

div(w̄ · ∇)v̄ = 3∑ i,k=1 ∂w_k ∂x_i ∂v_i ∂x_k ≡ h, (w̄ · ∇)v̄ | |_Γ = 0.

Zdes~ ḡ ∈ C^{l+1}(Ω), h ∈ C^{l+2}(Ω). Kak pokazano v [5], suwestvuet rexenie fftoæ zadaqi (w̄ · ∇)v̄ ∈ C^{l+3}(Ω), p ∈ C^{l+2}(Ω). Para funkciæ (v̄, p) est~ rexenie zadaqi (2.1). Edinstvennost~ rexeniØ sleduet iz Teoremy 2. Teorema dokazana.

§3. Razreximost~ nelineænoæ zadaqi OsnovyvaØs~ na rezul~tatah p. 2, my postroim rexenie zadaqi (1.2), (1.3), (1.4) kak predel posledovatel~nosti rexeniæ linearizovannyh zadaq vida (2.1).

Dokazatel~stvo Teoremy 1. Opredelim posledovatel~nye pri-

blißeniØ. (ū^0, r^0) est~ rexenie pervoæ kraevoæ zadaqi dlØ linearizovannoæ sistemy Stoksa

−μΔū^0 + ∇r^0 = f̄ , ∇ · ū^0 = 0 ū^0 | |_Γ = 0.

162 I. X. MOGILEVSKI`, V. A. SOLONNIKOV Esli f̄ ∈ C^{l+1}(Ω), to ū^0 ∈ C^{l+3}(Ω), r^0 ∈ C^{l+2}(Ω) i

|ū^0|^{(l+3)}_Ω + |r^0|^{(l+2)}_Ω 6 C_2|f̄|^{(l+1)}_Ω . (3.1)

DlØ m ¿ 1 voz~mem v kaqestve (ū^m, r^m) rexenie lineænoæ kraevoæ zadaqi

−α_1ū^{m−1} · ∇Δū^m − μΔū^m + ∇r^m = f̄ − ū^{m−1} · ∇ū^{m−1} + N (ū^{m−1}) ∇ · ū^m = 0, ū^m | |_Γ = 0. (3.2) Esli ū^{m−1} ∈ C^{l+3}(Ω) i α_1ū^{m−1} udovletvorØet usloviØm (2.2) i (2.12), to

ū^{m−1} · ∇ū^{m−1} ∈ C^{l+2}(Ω), N (ū^{m−1}) ∈ C^{l+1}(Ω)

i v silu Teorem 2 i 3 rexenie zadaqi (3.2) suwestvuet i udovletvorØet neravenstvu

|ū^m|^{(l+3)}_Ω + |r^m|^{(l+2)}_Ω 6 C[|f̄|^{(l+1)}_Ω +

+|ū^{m−1}|^{(l+1)}_Ω |ū^{m−1}|^{(l+2)}_Ω + C_4|ū^{m−1}|^{(l+2)}_Ω |ū^{m−1}|^{(l+3)}_Ω ].

(3.3)

Zdes~ C_4 – absol¸tnaØ poloßitel~naØ konstanta, opredelØemaØ strukturoæ vyraßeniØ N (v̄). Funkcii r^m udovletvorØ¸t usloviØm ∫ Ω r^mdx = 0 dlØ m = 0, 1, 2, . . . .

Tak kak ū^m | |_Γ = 0 dlØ m = 0, 1, . . ., to uslovie (2.2) vypolnØetsØ dlØ vseh funkciæ α_1ū^m avtomatiqeski.

Sformuliruem teper~ trebovaniØ, dostatoqnye dlØ ravnomernoæ ograniqennosti mnoßestva funkciæ {ū^m} v norme C^{l+3}(Ω).

Predpoloßim snaqala, qto

2α_1C_2|ū^m|^{(l+3)}_Ω < 1 2 μ α_1δ|ū^m|^{(l+3)}_Ω < 1 2 μ. (3.4)

ZADAQA OB USTANOVIVXEMS˚ TEQENII ȷIDKOSTI 163 V fftom sluqae uslovie (2.12) vypolnØetsØ dlØ vseh funkciæ α_1ū^m i vmesto neravenstva (3.3) imeet mesto neravenstvo

|ū^m|^{(l+3)}_Ω + |r^m|^{(l+2)}_Ω 6 C_5 [ |f̄|^{(l+1)}_Ω + (1 + C_4)(|ū^{m−1}|^{(l+3)}_Ω )^2 ]

C_5 = 3C_3 +

2C_2 μ . (3.5)

�to sleduet iz predstavleniØ konstanty C, poluqennogo v dokazatel~stve Teoremy 2.

Rassmotrim teper~ poloßitel~noe qislo η

η < min ( 1 2 , C_5(1 + C_4) 2 , μ 4α_1C_2 , μ 2α_1δ ) (3.6)

i potrebuem, qtoby konstanta K, o kotoroæ idet req~ v uslovii Teoremy 1, udovletvorØla uslovi¸

K < min ( η 2C_5 , η C_2 ) . (3.7)

V fftom sluqae iz (3.1) sleduet |ū^0|^{(l+3)}_Ω < η, a iz (3.5) sleduet, qto |ū^m|^{(l+3)}_Ω 6 C_5K + C_5(1 + C_4)(|ū^{m−1}|^{(l+3)}_Ω )^2 dlØ m ¿ 1.

Iz poslednih dvuh neravenstv po indukcii poluqaem |ū^m|^{(l+3)}_Ω 6 η.

Ots¸da i iz (3.6) sleduet, qto usloviØ (3.4) vypolnØ¸tsØ, i, sledovatel~no, |ū^m|^{(l+3)}_Ω + |r^m|^{(l+3)}_Ω 6 η m = 0, 1, . . . . (3.8) �to oznaqaet, qto posledovatel~nost~ {(ū^m, r^m)} ravnomerno ograniqena v C^{l+3}(Ω) × C^{l+2}(Ω), esli tol~ko vypolnØ¸tsØ usloviØ (3.6) i (3.7).

Teper~ my pokaßem, qto ffta posledovatel~nost~ imeet tol~ko odin qastiqnyæ predel. S fftoæ cel~¸ ocenim L_2-normu raznosti ū^m − ū^{m−1}. Oboznaqim z̄^m = ū^m − ū^{m−1}, s^m = r^m − r^{m−1}.

164 I. X. MOGILEVSKI`, V. A. SOLONNIKOV Iz (3.2) my poluqim, qto (z̄^m, s^m) est~ rexenie zadaqi

−α_1ū^{m−1} · ∇Δz̄^m − μΔz̄^m + ∇s^m = = −α_1z̄^{m−1} · ∇Δū^{m−1} − ū^{m−1} · ∇z̄^{m−1} − z̄^{m−1} · ∇ū^{m−2}+ +N^′(ū^{m−1}, z̄^{m−1}) + N^′(z̄^{m−1}, ū^{m−2}) ∇ · z̄^m = 0, z̄^m | |_Γ = 0.

(3.9)

Zdes~ N^′(ū, v̄) oboznaqaet summu takogo ße tipa, kak i N (ū), priqem slagaemye, vhodØwie v N^′(ū, v̄) ime¸t vid D^2ū· ∇v̄ + ∇ū· D^2v̄. Pri fftom N^′(ū, ū) = N (ū). Umnoßim uravnenie (3.9) na z̄^m i prointegriruem rezul~tat po Ω. My poluqim ravenstvo

I_1 + I_2 + I_3 = α_1 ∫ Ω (z̄^{m−1} · ∇Δū^{m−1}) · z̄^mdx−

− ∫ Ω (ū^{m−1} · ∇z̄^{m−1}) · z̄^mdx − ∫ Ω (z̄^{m−1} · ∇ū^{m−2}) · z̄^mdx+

+ ∫ Ω N^′(ū^{m−1}, z̄^{m−1}) · z̄^mdx + ∫ Ω N^′(z̄^{m−1}, ū^{m−2}) · z̄^mdx, (3.10)

gde I_1 = −α_1 ∫ Ω (ū^{m−1} · ∇Δz̄^m)z̄^m dx

I_2 = −μ ∫ Ω Δz̄^m · dx, I_3 = ∫ Ω ∇s^m · z̄^m · z̄^mdx.

Preobrazuem I_1, I_2, I_3 integrirovaniem po qastØm, uqityvaØ, qto vektora ū^{m−1} i z̄^m solenoidal~ny i obrawa¸tsØ v nol~ na Γ.

ZADAQA OB USTANOVIVXEMS˚ TEQENII ȷIDKOSTI 165 Imeem

I_1 = −α_1 3∑ i,k=1 ∫ Ω u^{m−1}_k ∂ ∂x_k (Δz^m_i )z^m_i dx =

= α_1 3∑ i,j,k=1 ∫ Ω ∂^2z^m_i ∂x_k∂x_j ( ∂u^{m−1}_k ∂x_j z^m_i + u^{m−1}_k ∂z^m_i ∂x_j ) dx =

= −α_1 3∑ i,j,k=1 ∫ Ω ∂ ∂x_j u^{m−1}_k ∂ ∂x_j z^m_i ∂ ∂x_k z^m_i dx,

(3.11)

I_2 = μ 3∑ k,i=1 ∫ Ω ( ∂ ∂x_i z^m_k )_2 dx, I_3 = 0.

Pofftomu iz (3.10) i (3.11) sleduet

μ‖∇z̄^m‖^2_{,Ω} = α_1 3∑ i,j,k=1 ∫ Ω ∂ ∂x_j u^{m−1}_k ∂ ∂x_j z^m_j ∂ ∂x_k z^m_i dx+

+α_1 ∫ Ω (z̄^{m−1} · ∇Δū^{m−1})z̄^m dx−

− ∫ Ω (ū^{m−1} · ∇z̄^{m−1})z̄^m dx − ∫ Ω (z̄^{m−1} · ∇ū^{m−2}) · z̄^m dx+

+ ∫ Ω N^′(ū^{m−1}, z̄^{m−1}) · z̄^m dx + ∫ Ω N^′(z̄^{m−1}, ū^{m−2}) · z̄^m dx.

(3.12)

Ocenim teper~ integraly iz pravoæ qasti (3.12), ispol~zuØ sistematiqeski neravenstva Koxi, Puankare–Fridrihsa, a takße tot fakt, qto

sup_{x∈Ω} |D^γū^m(x)| < η dlØ γ = 0, 1, 2, 3

166 I. X. MOGILEVSKI`, V. A. SOLONNIKOV (poslednee sleduet iz (3.8)). 3∑ i,j,k=1 ∫ Ω ∂ ∂x_j u^{m−1}_k ∂ ∂x_j z^m_i ∂ ∂x_k z^m_i dx 6 C_6η‖∇z̄^m‖^2_{,Ω} ∫ Ω (z̄^{m−1} · ∇Δū^{m−1})z̄^mdx 6 C_7η‖z̄^{m−1}‖_{2,Ω}‖z̄^m‖_{2,Ω} 6 6 C8η‖∇z̄^{m−1}‖2,Ω‖∇z̄^m‖2,Ω, ∫ Ω (ū^{m−1} · ∇z̄^{m−1})z̄^mdx 6 C_9η‖∇z̄^{m−1}‖_{2,Ω}‖∇z̄^m‖_{2,Ω} ∫ Ω (z̄^{m−1} · ∇ū^{m−2})z̄^m dx 6 C_{10}η‖∇z̄^{m−1}‖_{2,Ω}‖∇z̄^m‖_{2,Ω}.

UqityvaØ vid vyraßeniæ N^′(ū^{m−1}, z̄^{m−1}) i N^′(z̄^{m−1}, ū^{m−2}) i primenØØ v sluqae neobhodimosti formulu integrirovaniØ po qastØm, poluqim ∫ Ω N^′(ū^{m−1}, z̄^{m−1}) · z̄^m dx 6 C_{11}η‖∇z̄^{m−1}‖_{2,Ω}‖∇z̄^m‖_{2,Ω} ∫ Ω N^′(z̄^{m−1}, ū^{m−2}) · z̄^mdx 6 C_{12}η‖∇z̄^{m−1}‖_{2,Ω}‖∇z̄^m‖_{2,Ω}.

Konstanty C_6, C_7, C_8, C_9, C_{10}, C_{11}, C_{12} zavisØt tol~ko ot oblasti Ω. Ispol~zuØ posledn¸¸ seri¸ neravenstv, my zakl¸qaem iz (3.12)

μ‖∇z̄^m‖^2_{,Ω} 6 α_1C_6η‖∇z̄^m‖^2_{,Ω}+

+[α_1C_8 + C_9 + C_{10} + C_{11} + C_{12}]η‖∇z̄^{m−1}‖_{2,Ω}‖∇z̄^m‖_{2,Ω}.

(3.13)

Potrebuem teper~ v dopolnenie k (3.6), qtoby

η < min ( 1 2α_1C_6 , μ 2[α_1C_8 + C_9 + C_{10} + C_{11} + C_{12}] ) . (3.14)

ZADAQA OB USTANOVIVXEMS˚ TEQENII ȷIDKOSTI 167 Togda iz (3.13) sleduet, qto ‖∇z̄^m‖_{2,Ω} 6 β‖∇z̄^{m−1}‖_{2,Ω}, gde β < 1. �to oznaqaet, qto

‖ū^m − ū^{m−1}‖_W 1_{2 (Ω)} →_{m→∞} 0.

Sledovatel~no, posledovatel~nost~ {ū^m} imeet edinstvennyæ slabyæ predel v̄ v C^{l+3}(Ω). �to, v qastnosti, oznaqaet, qto D^γ ū^m → D^γ v̄ sil~no v C(Ω) dlØ γ = 0, 1, 2, 3. Iz uravneniØ (3.2_1) my zakl¸qaem teper~, qto posledovatel~nost~ {∇r^m} imeet edinstvennyæ predel v C(Ω). Pofftomu, v silu ravnomernoæ ograniqennosti posledovatel~nosti {r^m} v norme C^{l+2}(Ω), ffta posledovatel~nost~ slabo shoditsØ v C^{l+2}(Ω) k nekotoromu predelu p. Para (v̄, p) i est~ rexenie zadaqi (1.2), (1.3), (1.4). Tem samym ustanovlena razreximost~ zadaqi (1.2), (1.3), (1.4) pri usloviØh (3.6), (3.7) i (3.14). Teorema dokazana.

Teorema 1 ostaetsØ spravedlivoæ, esli v ee formulirovke zamenit~ l na l − 1 pri 0 < l < 1. Drugimi slovami, esli Γ ∈ C^{l+2}, f̄ ∈ C^l(Ω) i |f̄ |^{(l)}_Ω dostatoqno mala, to zadaqa (1.2), (1.3), (1.4) imeet edinstvennoe rexenie v̄ ∈ C^{l+2}(Ω), p ∈ C^{l+1}(Ω). Pri l ∈ (0, 1) uravnenie (1.2) ponimaetsØ kak integral~noe toßdestvo ∫ Ω {[v̄ · ∇v̄ − μΔv̄ + ∇p − N (v̄)] · ϕ̄ + α_1v̄ · Δv̄ · ∇ϕ̄}dx = ∫ Ω f̄ · ϕ̄ dx,

spravedlivoe dlØ vsØkoæ vektor-funkcii ϕ̄ ∈ C^∞_0 (Ω). Privedennye vyxe rassußdeniØ osta¸tsØ v sile.

Literatura

1. R. S. Rivlin, J. L. Ericksen, Stress-deformation relations for isotropic materials.

— J. Rational Mech. Anal. 4 (1955), 323–425.

2. V. Cosia, G. P. Galdi, Existence, uniqueness and stability of regular steady motionas of a second-grade fluid. — Int. J. Non-Linear Mech. 29, No. 4 (1994), 493–506.

3. G. P. Galdi, Mathematical theory of second-grade fluids. Stability and wave propagation in fluids and solids. 1995, pp. 67–104.

4. A. Novotny, About the steady transport equation II – Schauder estimates in domains with smooth boundaries. — Preprint Univ. Toulon (1994).

168 I. X. MOGILEVSKI`, V. A. SOLONNIKOV 5. V. A. Solonnikov, Ob obwih kraevyh zadaqah dlØ sistem, fflliptiqeskih

v smysle A. Daglisa–L. Nirenberga, I. — Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser.

matem. 28 (1964), 665–706; II Trudy Matem. in-ta AN SSSR 92, (1966), 233–297.

6. Beirao da Veiga H., On a stationary transport equation. — Ann Univ. Ferrara, Sc. Mat. 32 (1986), 76–91.

Moghilevskii I. Sh., Solonnikov V. A. Investigation of a problem governing a steady flow of the second grade fluid in the Hölder classes of functions.

The paper concerns the boundary-value problem (with a usual adherence boundary condition) for a stationary system of equations of motion of the second grade fluids in a bounded domain. This system is not elliptic and it contains third order derivatives of the velocity vector field that introduces obvious difficulties into the analysis of the above problem. It is known that it reduces to the usual Stones problem and to the transport equations or its analogues. We present a new, somewhat easier method of such a reduction which made it possible to prove the solvability of a stationary boundary value problem for the equations of motion of the second grade fluids in the Hölder classes of functions in the case of small exterior forces.

Postupilo 14 dekabrØ 1995 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Stekova AN SSSR